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Vorwort. 


Nach  der  Neugestaltung,  welche  die  Theorie  der  algebraischen 
Formen  in  den  letzten  Decennien  unter  den  Händen  von  HesBe, 
Sylvester,  Oayley,  Salmon,  Hermite,  Aronhold,  Clehsch 
und  Gordan  erfahren  hat,  entsprang  die  Veröffentlichung  des  gegen- 
wärtigen Werkes  dem  Wunsche,  die  Resultate  jener  Arbeiten 
auf  einem  speciellen  Gebiete  eiabm  grSssereu  Leserkreise  zu- 
züglich zu  machen.  Bei  der  Wahl  einer  übersichtlichen  und  leicht- 
fasslichen  Darstellung  dieser  Grundlinien  der  antiken  und  modernen 
Algebra  der  litteralen  Gleichungen  glaubte  ich  derjenigen,  welche 
ich  in  meiner  im  Jahre  1S66  veröfifentUchten  kleinen  Schrift,  be- 
titelt: „Die  algebraischen  Methoden  der  Auflösung  der  litteralen 
quadratischen,  kubischen  und  hiquadratischen  Gleichungen",  befolgt 
habe,  den  Vorzug  geben  zu  müssen.  Die  vorliegenden  Grundzflge 
umfassen  eine  systematische  Darstellung  der  Theorie,  der  histori- 
schen Entwickung  der  Disciplin  und  des  gemeinsamen,  die  Me- 
thoden, welche  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen,  spe- 
ciell  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade,  zum  Gegenstande  haben, 
innerhch  mit  einander  verknQpfenden  Princips.  Uebend)  aber  und 
selbst  in  denjenigen  Abschnitten,  in  welchen  die  Resultate  der 
Forschungen  der  sogenannten  modernen  Algebra  eine  eingehende 
Berücksichtigung  finden,  tritt  das  Hauptproblem  der  antiken  Algebra 
in  den  Yordei^rund,  nämlich  diejenigen  Werthe  der  Variahelu  zu 
bestimmen,  welche'  einer  vorgelegten  algebraischen  Function  den 
Werth  Null  ertheilen.  Denn  bekanntlich  haben  es  die  Untersuchungen 
der  sogenannten  modernen  Algebra  im  strengen  Sinne  dieser  Dis- 
ciplin nur  selten  mit  Gleichungen  zu  thun  und  werden  die  Methoden 
ihrer  Anflösung  nur  nebensächlich  behandelt.  Vielmehr  ist  der 
Hauptgegenstand  dieses  neuen  Zweiges  der  algebraischen  Analysis 
die  Entdeckung  derjenigen  Eigenschaften  einer  binären  Form,  welche 
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IV  Vorwort 

insbesondere  dnrch  lineare  Transformationen  unveränderlich  bleiben, 
deren  genaue  Kenntniss  aber  för  ein  tieferes  Studium  der  Theorie 
der  algebraischen  Gleichnngen  in  ihrer  gegenwärtigen  Ausbildung 
unerlässlich  ist. 

Von  der  Darstellung  blieben  ans  tbeils  theoretischen,  theils  prak- 
tischen GrOnden  die  Näbenmgsmethoden  einstweilen  ansgeschlossen. 
Von  besonderem  Werth  für  jeden  Bearbeiter  dieses  Feldes,  nament- 
lich f^r  den  Historiker,  erschien  mir  die  Aufstellung  eines  chrono- 
logisch geordneten  Verzeichnisses  der  Gesammtlitteratur,  welches 
bis  jetzt  rermisst  wurde  und  ohne  Zweifel  mancher  Ergänzungen 
bedarf.  Fßr  minder  UDTolIständig  halte  ich  die  in  dem  Tiert«n, 
f1inft«n,  sechsten  und  siebenten  Abschnitte  enthaltenen  Uethoden 
der  directen  Auflösungen  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade,  von 
denen  gegen  drei  Genturien  beschrieben  werden  und  zu  welchen  kaum 
Neues  wird  hinzugefügt  werden  können. 

Rostock,  im  April  1878. 


Ludwig  IfottbiesBen. 
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firster  Abschnitt, 

Allgemeine  Eigensehaften  in  algebralscben  Oleictmngen 

mit  einer  Unbekannten. 


L    Form  der  Gleichungen  mit  einer  und  mit  zwei  Unbe- 
kannten. —  Polynome,  —  Begriff  der  Wurzeln. 

§  1.    Deinition  der  algebralsoben  Formen  und  Glelchimgen. 

Wenn  eine  älgebraiache  Function  f(x)  oder  X  den  Wertb  Null 
hat  Und  nach  fallenden,  ganzen  und  positiven.  Potenzen  der  Haupt- 
gröase  x  geordnet  ist,  also  die  Form 

X  =  Ax^  +  Pa?^' +  C«— »  H \-T=-0 

hat,  Bo  soll  dieB  als  die  allgemeine  Form  einer  geordneten  alge- 
braischen Gleichung  dea  m*™  Grades  mit  einer  Unbekannten  an- 
gesehen werden.  Wird  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  durch 
Bivision  mit  A  auf  die  Einheit  reducirt,  so  erhält  man  die  ein> 
iachere  Form  der  Gleichung:  • 

xf  +  aaf-'  +  ia?--*  -\ 1-  *  =^  0. 

welche  wir  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  l^en. 

Die  Cpeföcienten  a,b,..,t  sind  bestimmte  Buchstaben-  oder 
Zahlengrossen,  welche  in  der  Folge  immer  als  reelle  vorausgesetst 
werden  sollen.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Verschiedenheit  der  Coef- 
ficienten  pflegt  man  litterale  und  numerische  Gleichungen  von 
einander  zu  unterscheiden.  Die  Coefflcienten  a,  h,  c,  . . .  können 
positiv  und  negativ,  ganz  oder  gebrochen,  rational  oder  irrational, 
nnd  auch  zum  Theil  gleich  Null  sein;  t  heisst  das  AbBolutglied 
der  Gleichung. 

Die  Normalgleichung  kann  der  Kürze  wegen  mit  X-^O  be- 
zeichnet werden.  Die  Function  X  ist  das  Polynom  der  Gleichung 
nnd  zwar  eine  rationale  Function  von  x. 

Umttbleuen,  GrundiOgB  d.  ui(.  a.  mod.  Algebn.  1 
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2  Erster  Abschnitt.    Allffemeine  Eigeuschaftoo.    I. 

FQr  gewisse  Eigenschaften  der  älgebraiacben  Gleichungen  ist 
es  Ton  Vortheil,  dieselben  unter  der  Form  homogener  Polynome 
zweier  Unbekannten  x  und  y  zu  betrachten,  und  zwar  mit  Hinzu- 
fügung der  Binomialcoefficienten  zu  den  aufeinander  folgenden 
Gliedern.    Ein  solches  Polynom  bat  die  Form: 

»«■  +  ( J)  ii^-y  +  (;)  «-y  + . . .  -1-  ^-)  Sir-  +  i<r- 

Nach  Cayley  ist  die  symbolische  Bezeichnui^  hierfür: 

(a,  b,c,...  t){x,  yY  , 
und   die  Benennung   „binäres  Polynom".    In    einem   speciellen 
Falle  kann  y  gleich  der  Einheit  und  der  Werth  des  Polynoms  gleich 
Null  sein;   man  hat  alsdann  eine  Gleichung  vom  n**"  Grade  mit 
einer  Unbekannten,  also: 

{a,  h,c,...  i)%,  1)-  =  0. 

§  2.    Begriff  der  Wurzel  einer  alg^ehraiBohen  filelchnng. 

Jede  Gr&sae  von  allgemeiner  BeschafFeolieit  oder  jeder  Zahlen- 
werth,  sei  er  reell  oder  complez  von  der  Form  a-^  ßY—  \, 
welcher  fOr  x  subatituirt  das  Polynom  X  gleich  Null  macht  oder 
der  QleichuDg  X^Q  Genüge  leistet,  heisat  eine  Wurzel  der 
Gleichung. 

Eine  Gleichung  auflösen  bedeutet,  ihre  Wurzeln  suchen  oder 
alle  Werde  bestimmen,  welche  der  gegebenen  Gleichung  genügen. 
Die  allgemeine  AuflSsnng  einer  litteralen  oder  einer  numerischen 
Gleichung  wQrde  bestehen  müssen  in  der  Bestimmung  einer  ge- 
eigneten BUS  sämmtlichen  Coefficienten  zusammen  gesetzten  Function. 
Bei  den  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  kann  dies  Problem 
durch  verschiedene  Methoden  immer  gelöst  werden.  Dagegen  ist 
eine  Änflßaung  der  vollständigen  litteralen  Gleichungen  höherer 
Grade  nicht  weiter  möglich.  Die  Unmöglichkeit,  die  allgemeinen 
algebraischen  Gleichungen  von  höherem  Grade  als  dem  vierten 
aufzulösen,  haben  RufQni,  Abel  n.  A.  bewiesen.  Man  ist  deabalb 
und  auch  aus  practischen  Gründen  frühzeitig  bemüht  gewesen,  die 
Wurzeln  numerischer  Gleichungen  aller  Grade  durch  Versuche  und 
approximativ  zu  berechnen.  Diese  Näberungsmethoden  setzen  die 
£enntniss  einer  Beihe  von  allgemeinen  Eigenachaften  der  Gleichungen 
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g  2.    Begriff  der  WorEeln.  —  g  3.    Bioomial&ctoreD.  3 

TorauB,  welche  zunäclist  im  Folgenden  entwickelt  werden  sollen, 
ehe  wir  zur  DarsteUung  der  Methoden  der  directen  und  der  approzi- 
mativen  Änfldsung  der  Gleichungen  seihat  schreiten. 


II.    BinomiBche  und  trinomische  Pactoren  des  Polynoms. 

§  3.   TlieilbELrkelt  des  PolTiioms  durch  Blnomi&lfaotoreii. 

Sind  a,  ß,  y,  ,  .  .  verschiedene  Werthe  von  der  Beschaffenheit, 
dasa  sie  fSr  x  in  die  Gleichung  snbstituirt  derselben  genQgen,  so 
ist  offenbar: 

X  —  a  =-  0,     X  —  ^  ■■  0,     a;  —  y  ■=  0,  u.  a.  w. 
Durch  Multiplication   dieser  Gleichungen  wird   offenbar  ein  nach 
Potenzen  von  x  geordnetes  Polynom  erhalten,  welches  die  Wurzeln 
'^r  ßt  Vi  •  -  •  besitzt.    Diese  Bemerkung  fdbrt  uns  zu  dem  folgenden 
Theoreme. 

Sind  Xi,  Xj,  Xg,  . . .  die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 
X^O,  so  ist  das  Polynom  X  durch  jede  der  Differenzen  x  —  x,, 
X  —  Xff  u.  8.  w.  ohne  Rest  theilbar.  Der  Beweis  dieses  Theorems 
kann  auf  Terschiedene  Art  geföhrt  werden. 

1.  Beweis.    Angenommen,  man  dividire  die  Function 

X  —  a:»  +  ax*-^  +  fca?^*  -| [-  t  —  O 

durch  X  —  Ä,  und  die  Division  ginge  nicht  auf,  ao  ist  der  Quotient 
X^  eine  Function  von  x  vom  nächst  niedrigeren  Grade,  also  etwa: 

X,  =  a?^'  +  .4a;»-»  +  Baf^  -\ \-S, 

wobei  der  Best  T  kein  x  mehr  enthält,  so  dass  man  hat: 

X~={x  —  X,)  (x"-^  +  A^xf^*  +  Bsi--^  -I 1-  S)  +  T  =  0. 

Da  nun  x^  Xy  oder  x  —  x^  <=  0  ist,  so  folgt  hieraus  sofort  T  =•(). 
Es  kann  also  bei  der  Division  ein  Best  nicht  bleiben. 

2.  Beweis.  Es  sei  x^  eine  Wurzel  der  Gleichung  X  >=  0,  so 
ist  gemäss  der  Definition  der  Wurzel; 

X^  =  xc  +  ax^"^^  +  Jx,— »  H h  s*i  +  *  ■=  0. 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  gegebenen  erhält  man: 

(a?-  -  V)  +  «(^-'  -  ai— ')  + \-s(x-x^)  =  Q. 

Diese  Gleichung  ist  bekanntlich  durch  x  —  x^   theilbar.    Ilun  ist 
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Xo  eine  Grösse,  welche  nach  ihrer  Subtraction  tou  X  einen  Theil 
des  Absolut^liedes  t  bilden  maes,  weil  sie  kein  x  enthält  Da  sie 
abei  gleich  Null  iat,  so  wird  durch  die  Subtraction  derselben  die 
Beschaffenheit  der  Function  X  nicht  geändert;  d.  h.  sie  muss  selbst 
durch  X  —  a^  theilbar  sein. 

Ebenso  nun  wie  die  Function  X  durch  x  —  Xi  theilbar  ist, 
.  mues  sie  es  auch  sein  durch  x  —  Xj,  x  —  j^,  u.  s.  w.  Diese  Binome 
sind  also  der  Keihe  nach  auch  Factoren  des  jedesmaligen  Quotienten. 
Mittels  fortgesetzter  Division  durch  diese  Binomialfactoren  lässt 
sich  also  der  Grad  des  Polynoms  fortwährend  erniedrigen  in  dem 
Grade,  als  es  die  Mannigfaltigkeit  der  Wurzeln  Xt,Xi,x^  u.  a.  w. 
gestattet. 

Hieraus  ergibt  sich  denn,  dass  das  Problem,  gegebene  alge- 
braische Gleichungen  aufzulösen  allgemein  gefasst  darin  besteht, 
die  möglichen  DifTerenzen  x  —  x^,  x  —  x^,  u.  s.  w.  zu  bestimmen, 
durch  welche  das  Polj^om  X  oder  die  auf  Null  gebrachte  Gleichung 
ohne  Rest  theilbar  ist,  Diese  Differenzen  mQssen  gleich  Null  sein 
imd  ihre  Subtrahenden  sind  Wurzeln  der  Gleichung. 

Es  möge  lioeh  gezeigt  werden,  wie  die  Division  des  Polynoms 
durch  einen  seiner  Binomialfactoren  bewerkstelligt  wird. 

Das  gegebene  Polynom  sei: 

X==A3f  +  Ba:^^  +  C»«~*  H Sx+T=0, 

und  der  Binomialfactor  x  —  a.  Nach  ausgeföbrter  Division  wird 
man  ein  neues  Polynom  von  der  Form 

Xy  =  aif^'-  -f  baf^*  -\ \-rx-\-  s 

erhalten  und  einen  Rest  t,  der  kein  x  mehr  enthält. 
Man  hat  alsdann: 

X •=  Xt{x  —  a)  ■\- t. 

Nach  ansgefOhrter  Multiplication  des  zweiten  Polynoms  mit  x  —  a 
erlullt  man: 

aaf  -\-    b\ af^^  +     c  b"-»  -\ 1-     s | a:  +    t 

—  ao  —  «6  —  ar\     —  as 

xeoA  nach  Vergleichung  dieses  Polynoms  mit  dem  gleichwerthigen 
X  eine  Reihe  von  Bestimmnngsgleichnngen  fOr  die  unbestimmten 
Coefficieaten  a,b,c,...  t,  nämlich : 
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b  =  aa  +  B, 
c^ab^C, 


(  =  as  +  r. 

Ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  X  ==  0,  so  muss  t  verscliwindea. 

1.  Zablenbeispiel.    Das  Polynom 

2a^  -  17a:*  +  23a:»  —  18x»  +  29a:  —  6 
durch  das  Binom  x  —  7  zu  dividiren. 
Man  findet: 
a-=  +  2,  d  =  +  2.7  —  18  =  —  4, 

6_  +  2.7  — 17 3,        e=-4.7  +  29  =  +  l, 

fi=_3.7  +  23  =  +  2,        /•—  +  1.7-    6  =  +l. 
Schema  der  Berechnung: 

+  2      —  17      +23      —  18      +29       -  0 

+  7     +0      +14       -21       +14      -28      +7 

+  2      -    3      +2      -    4      +    1     (+1J 

Der  Quotient  ist  2a:*  —  3ar'  +  2a::*  —  4a:  +  I  und  der  Rest  +  1. 
Die  KechnuDg  kann  in  manu*)  ausgefQhrt  werden. 

2.  Zahlenbeiapiel.    Das  Polynom 

3^  _  a:*  _  13a:»  +  13a:*  +  36«  —  36  =  0 
durch  X  —  2  zu  dividiren. 

Schema  der  Berechnung: 

11       -  1       -  13      +13      +36      —  36 
I  1       +1       —  11       -    9      +18  (0) 

Der  Quotient    ist   a:*  +  a::»  —  IIa:"  —  9a:  +  18    und    der   Rest   0. 
Mithin  ist  2  eine  Wurzel  der  Gleichung. 

Lehrsatz.    Ist  a:,  eine  zweite  Wurzel   der  Gleichung  X"=0 
und  X=(x  —  aij  X, ,  so  ist  a:  —  x^  ein  Factor  von  X,  und  a;^ 
eine  Wurzel  der  Gleichung  X^^O,  ao  dass  man  erhält: 
X-(ä:-»,)(.-«i)X,-0. 


*)  Dieser  im  Mittelalter  gebt&nchliche  Aufdruck  heistt  bo  viel  als  i 
Sinne,  oder  im  Eopfe,  arab.  Jwvdi  —  Luft. 
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Beweis.  Da  die  Wurzelii  im  Allgemeinen  verechiedeu  sind, 
BO  kann  der  Ausdruck  X  oder  (x  —  ^)  X^  nur  dann  durcli  die 
Substitution  von  s  ■-  a:^  gleich  Null  werden,  wenn  X,  «-=  0  ist. 
Da  femer  x  —  x^  kein  Factor  von  x  —  x^  ist,  so  muss  ea  ein 
Factor  des  Quotienten  X,  sein;  also  x^  eine  Wurzel  von  X^  '^0. 
Durch  Division  des  Quotienten  Ji^  erhält  man  demnach  ein  Poly- 
nom vom  n  —  2*™  Grade : 

Xs  —  «^*  +  a,fl;"-»  -( h  «1^  +  »"i . 

welches  gleich  Null  gesetzt  eine  dritte  Wurzel  :i^  haben  kann  und . 
so  fort.  Die  Bildung  der  Quotienten  numerischer  Gleichungen  wird 
in  folgender  Weise  bewerkstelligt. 

Zahlenbeispiel.  3a^  —  43;^  —  14a^  —  42:  +  3  =  0.  Wur- 
zeln dieser  Gleichung  sind  aij  "»>  —  1,  —  1,  3,  \.  Man  dividire 
also  zunächst  durch  x  —  %  =—  a;  +  1>  Aajai  durch  a;  +  1,  durch 
X  —  3  und  X  —  ^, 

Schema  der  Berechnung: 


3      —    4      -14      — 4      +3 

-  1 

3-7-7+3          (0) 

-  1 

3—10+3          (0) 

+  3 

3-1            (0) 

+  i 

3           (0) 

Die  einzelnen  Quotienten  der  Divieion  sind  also: 

2, -Sa:"-    Ti'-T^+S 

Z,  — 3«"  — 10a;  +3 

3^ -3a:  -    1 

X,  —  3. 

g  4.    Die  complexen  Wurzeln  und  die  trtnomlschen  Factoren. 

Lehrsatz.  Ist  a;  =■  a  +  ß^—  1  eine  complexe  Wui-zel  der 
Gleichung  X=  0,  ao  ist  auch  der conjugirte  Werth  a  —  ßY —  1 
eine  Wurzel,  und  das  Polynom  X  durch  den  trinomischen  Factor 
3^  — 2ax-\- {«*  +  (?)  =  {x~-a-ß  Y^^  (x  —  a  +  ß V^^ 
ohne  Best  theilbar. 

Wenn  man  nämlich  för  x  zunächst  den  ersteren  Werth  a -^  ßi 
in  die  Function  X  einsetzt,  so  erhalt  man  nach  Vereinigung  der 
reellen  und  imaginären  Glieder  eine  Gleichui^  von  der  Form: 
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wobei  P  uad  Q  nur  gerade  Potenzen  von  ß  enthalten.  Die 
Gleichung  bedingt  aber  wegen  der  Heterogeneität  der  beiden  Glieder 
P  und   Qß  Y—  1  die  Existenz  der  beiden  besondern  Gleichungen : 

p=o,  e=o. 

Substituirt  man  för  x  den  zweiten  Werlh  a  —  ß  y —  1,  so  ändert 
sich  offenbar  nur  das  Vorzeichen  von  Q,  und  es  ist  wegen  P  ^  Q 
und  (^  =  0  auch  noch: 

p-gßy^^  =  o. 

Es  genügt  also  zugleich  der  Werth  a  —  ßi  der  Gleichung  X  =  0, 
d.  h.  der  Ausdruck  a  —  (Jt  ist  ebenfalls  eine  Wurzel 

Lehrsatz.  Sind  die  Coefficienten  einer  Gleichu'i^  rational 
und  o  +  Yß  ^™^  Wurzel  derselben,  so  ist  auch  a  —  Yß  eine 
solche,  vorausgesetzt,  dass  a  eine  rationale  Grösse  und  ß  kein  voll- 
ständiges Quadrat  ist. 

Der  Beweis  kann  in  derselben  Weise  geführt  werden,  wie  für 
complexe  Wnrzeln.    Substituirt   man   zunächst   für  x   den  Werth  ' 
^  ~t"  Vß  ^  *'*8  Polynom  X,  so  erhält  man  nach  Vereinigung  der 
rationalen  und  irrationalen  Grossen  eine  Gleichung  von  der  Form: 

wo  P  und  Q  nur  ganze  Potenzen  von  ß  enthalten.  Wegen  der 
Heterogeneität  der  beiden  Glieder  kann  jene  Gleichung  nur  be- 
stehen unter  der  Annahme: 

P  =  0,     <?=-0. 
Folglich  gilt  ausserdem  die  Gleichung: 

und  diese  entsteht  offenbar,  wenn  mau  in  X  für  x  auch  noch 
den  Werth  a  —  Yß  einsetzt.  Es  genügt  also  dieser  Werth  gleich- 
falls der  Gleichung  X  =■  0  und  ist  deshalb  ein  Wurzelwerth  der- 
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111.     Von  de»  Contimiität   der  algebraischen  Functionen. 
—  Derivirte. 

§.  5.    Die  DoriTirten. 
Lehrsatz.  In  jeder  Gleichnng  X  »"  0  ist  das  Polynom  X  fOr 
alle  endlichen  und  reellen  Werthe  von  x  eine  continuirliche 
Function. 
'     Angenommen  es  ändere  sich  die  Haupt^rösse  x  um  die  Grösse  d 
so  wild  X  oder  f{x)  übergehen  in 

fix  +  d)  =  (a;  +  d)-  +  a(x  +  d)--^  +  6(1  +  rf)-'  +  . . .  +  f , 
oder  nach  Potenzen  von  d  geordnet: 

/■(»+ Ä)  -  rt«)  +  (j  [(;;)»—  +  ("  7 ')»*-•+■■■  + s] 

+  d>  [(;)*-•  +  ("  7 ')  ai-» +  ■•■+ r] 

+  <p[(;)x.-+ ("7') ««"+-.. +s] 
+ 

oder  mit  einer  einfacheren  Bezeichnung: 

««  +  <!)-  ««)  +  4  '■(»)  +  Ä  '"W  +  m  '""  W  +  ■  ■  ■ 
Die  Polynome  /"(a;),  /"(a:),  u.  s.  w,  heissen  die  derjvirten  Func- 
tionen, auch  wol  kurz  Derivirte  oder  Ableitungen  der  Haupt- 
function  f{x). 

Da  nun  für  endliche  und  reelle  Werthe  von  x  die  Derivirten 
weder  imf^inär  noch  unendlich  werden,  so  ist  auch  die  ^enderung 

f(,  +  cl)-fix), 
der  Function  fSr  unendlich  kleine  Werthe  von  d  selbst  unendlich 
klein,  d.  h.  die  Function  X  kann  sich  nicht  sprungweise  (discon- 
tinuirlich)  ändern,  z.  B.  von  einem  endlich  positiven  Werthe  zu 
einem  endlich  negativen  übergehen.  Findet  dieser  Uebergai^  statt, 
so  kann  es  nur  durch  die  Scheide  dieser  Zahlengebiete,  also  nur 
durch  Null  hindurch  geschehen  und  zwar  bei  einem  bestimmten 
Werthe  von  x,  z.  B.  a;  =  «,  welcher  offenbar  eine  Wurzel  der 
Gleichung  X  =  0  sein  muss. 
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§  6.    Von  dea  (Frenzen  der  Wurzeln  einer  filelotLong. 

Lehrsatz.    Für  jede  Gleicliuiig  X  =  0  läset  sicli  stets  eiu 

solcher  Wertt  von  x  angeben,  dasa  fto  ihn  und  giöasere  Werthe 

das  erste  Glied  des  Polynoms   absolut  genommen  grösser  ist,  als 

der  Qbrige  Theil  desselben. 

£3  läeat  sich  nämlich,  zeigen,  dass,  wenn  ohne  Rilcksieht  auf 

das  YoTzeichen  m  der  grösste  CoefGcient  des  Polynoms 

X  -=  ic"  +  aa:"-'  -J +  maf-»  -\ [-  t 

ist,  für  die  Annahme  x  >  m  -|-  1   das   erste  Glied  x"  grösser  als 

die  Summe  aller  übrigen  Glieder  wird.    Denn  es  ist  unzweifelhaft; 

wja-^i  +  mx»-»  H \-m>  asf^^  -\-  Ja;"-»  -\ \- t , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

«"— 1 
I»  ■   _^     >  oa:"-*  +  haf^^  -\- +  *  • 

Weil  nun  x  —  1  >  m  angenommen  wird,  so  ist  um  so  mehr: 

a?*  —  1  >  oa;"-'  -f  Ja;"-*  ^ \- t , 

und 

3f  >  aa;"->  +  Ja?--»  ■\ \-  t . 

Lehrsatz.  Ist  m  tier  grSsste  CoefEcient  einer  algebraischen 
Gleichung  X  =  0 ,  so  wird  für  a;  ;>  »m  +  1  das  Polynom  X  positiv 
und  für  a:  <;  —  (»»  +  1)  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  «  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Die  Kichtigkeit  dieses  Satzes  ergibt  sieh  unmittelbar  aus  dem 
Vorhe^ehenden, 

IT.     Ton  der  Existenz   der  Wurzeln  und  binomischen 
Factoren. 

g  7.    Ton  den  Eennzelohen  einer  Wnrzel. 

Lehrsatz.  Setzt  man  in  die  Function  X  oder  f{x)  für  x  nach 
einander  zwei  reelle  Werthe  p  und  q  ein  und  erhält  dabei  Resul- 
tate'/'('p)  und  f{q)  von  entgegengesetzten  Yorzeichen,  so  muae  die 
Function  wenigstens  für  einen  zwischen  p  und  q  liegenden  reellen 
Werth  verschwinden,  also  zwischen  p  und  q  mindestens  eine  reelle 
Wurzel  der  Gleichung  X  ^  0  liegen. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  ans  der  Conti'' 
noität  der  ganzen  algebraischen  Fnnctione», 
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Wenn  ^(p)  und  f{q)  verschiedene  Vorzeichen  haben,  so  können 
mehrere  Wurzeln  zwischen  p  und  q  liegen.  Jedoch  kann  dies  nur 
eine  ungerade  Anzahl  sein.  Sind  dagegen  die  Vorzeichen  der  Re- 
sultate der  Substitution,  nämlich  von  f{p)  und  f{q)  gleich,  so  kann 
es  zwischen  p  und  q  nur  eine  gerade  Anzahl  Ton  Wurzein  geben. 

Jedes  Polynom  X  von  gerader  Ordnung,  dessen  Wurzeln  sämmt- 
lich  einander  gleich  sind,  mnss  ftlr  alle'  reellen  Werthe  von  x  stets 
dasselbe  Vorzeichen  behalten. 

Wenn  sich  kein  reeller  Werth  für  x  angeben  läast,  durch 
welchen  das  Polynom  X  zum  Verschwinden  gebracht  wird,  so  ist 
X  positiv  fßr  jeden  beliebigen  positiven  oder  negativen  Werth 
von  X.  Umgekehrt  wenn  der  Werth  von  X  für  alle  möglichen 
reellen  Werthe  von  x  positiv  bleibt,  so  besitzt  die  Gleichui^  X  — >  0 
keine  reellen  Wurzeln. 

Nach  einem  in  §  6  bewiesenen  Satze  ist  nämlich  die  Function 
X  positiv  fßra7>»M+l,  wowt  den  absoluten  Werth  des  gros8t«n 
Coe£ßcient«n  des  Polynoms  bezeichnet.  Liesse  sich  ein  anderer 
Werth  fOr  x  finden,  der  die  Function  negativ  machte,  so  gäbe  es 
offenbar  zwischen  beiden  einen  Wurzelwerth,  was  der  Annahme 
widerspricht.  Was  die  Umkehrung  dieses  Satzes  betrifit,  so  ist  be- 
reits auseinander  gesetzt  worden,  dasg  zur  Existenz  einer  Wurzel 
erforderlich  ist,  dass  die  Function  ihr  Vorzeichen  wechseln  könne. 

g  8.    Von  den  Kennzeichen  reeller  Warzeln. 

Lehrsatz.  Jede  Gleichung  von  ungerader  Ordnung  hat  min- 
destens eine  reelle  Wurzel,  und  ihr  Vorzeichen  ist  dem  dea  Ab- 
solutgliedee  t  entgegengesetzt. 

Setzt  man  nämlich  zuerst  x  =  H,  so  erhält  mau  /'(0)  =  +  2, 
wo  ^  den  absoluten  Werth  von  /  bezeichnet.  Setzt  man  darauf 
a;  =  +  (m  -j-  1),  so  erhält  fix)  einen  Werth,  dessen  Vorzeichen 
mit  dem  von  ;c"  Übereinstimmt,  also  X  =  +  J".  Möge  also  t  po- 
sitiv oder  negativ  sein,  jedenfalls  wird  durch  eine  der  Substitutionen 
—  (*»  -f-  1)  oder  (r»  -\-  1)  das  Vorzeichen  der  Function  geändert. 
Ist  das  letzte  Glied  positiv,  so  wird  X  durch  einen  zwischen  0 
und  —  (m  -|-  1)  liegenden  Werth  von  x  zum  Verschwinden  ge- 
bracht, und  ist  das  letzte  Glied  n^ativ,  durch  einen  zwischen  0 
und  +(*»+!)  liegenden  Werth.  Es  liegt  also  zwischen  0  und 
^(m  -|-  1)  jedenfalls  mindestens  eine  reelle  Wurzel. 

Lehrsatz.   Jede  Gleichung  von  gerader  Ordnung  hat  wenigstens 
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zwei  reelle  Wurzeln  tob  entgegengesetzten  Vorzeichen,  wenn  dos 
letzte  Glied  negativ  ist. 

Denn  setzt  man  zuerst  wieder  x  =  0,  so  wird  f(0)  =  —  i,; 
setzt  man  darauf  a;  ^  +  (»m  +  1),  so  wird  in  beiden  Fällen  das 
"erste  Glied  af  der  Gleichung  X  =  0  positiv.  Mithin  liegt  eine 
negativ  reelle  Wurzel  zwischen  0  und  — (»»+  1)  und  eine  positiv 
reelle  Wurzel  zwischen  0  und  +  (m  +  1). 

Lehreatz.  Jede  Gleichung  von  gerader  Ordnung,  deren  Ab- 
Bolutglied  positiv  ist,  ihre  Coefficienten  mögen  reell  oder  auch  zum 
Theil  complei  sein,  hat  wenigstens  eine  reelle  oder  compleie 
Wurzel 

1.  Beweis*).    Es  sei: 

X  =  af -{- ax'-'- +  bx"^^  -\ ^t  =  0, 

worin  n  gerade  und  t  positiv  ist. 

Setzt  raaxix=^yy — 1,  so  geht  das  Polynom  über  in: 

-r  +  ^(V^^)-'r-'  +  sff'=T)— r-'  +  ■■■•  +  (-  o. 

Es  ist  nun  allgemein: 

V^^-p  +  qV^^, 

WO  p  und  q  reelle  Grössen  sind,  unter  denen  eine  auch  Null  sein 
kann;  ferner  ist  jede  Potenz  von  p  -f-  ff  V —  1  wieder  von  derselben 
Form.  Führt  man  diese  Auedrficke  in  die  y  Gleichung  ein  und 
kehrt  sämmtliche  Vorzeichen  in  die  entgegengesetzten  um,  so  er- 
hält man: 

r=ir-o(p.+3,y=i)jr-'-6(ft+j,V^r-* '=o. 

Diese  Gleichung  ist  von  gerader  Ordnung  und  das  Absolutglied 
wesentlich  negativ. 

Man  setze  nun  als  erste  Substitution  in  der  Gleichung  Y  =  0 
die  Hauptgrösse  y  =  «  +  vy  —  i,  wo  «  und  v  positiv  sein  mögen, 
30  wird  das  Polynom  1": 

u-  +  Oiu—  +  &,M-^  H \-s,u-\-t,        ^ 

+  (a,«-i  +  &.«-*  +.....  +  5,u  +  ^)  y-  i 

Hier  sind  die  neuen  Coefficienten  Functionen  von  a,h,c,.... 
sowie  von  p^,  qi,Pi,  jj,  u.  s.  w.  endlich  noch    von  n  und  v.     Die 

*)  Beweis  tod  A.  Burg.    Jolifb.  dee  k.  k.  pol;t.  Imt  Bd.  XVU.    Ein  . 
«chariHiimiger  Beweü  des  Satzes  von  Laplace  wird  in  §  48  mitgetheilt  werden. 
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Coefficienten  sind  Bämmtiich  endlich,  ao  lange  die  letzteren  GrÖasen 
es  bleiben.    Daranter  ist; 

a^  =  nv  —  a^i  , 
Denmach  ist  es   möglicli,  v  immer  ao  zu  wählen,  daaa  das  erste 
GHed  a,M"-^  positiv  ausföllt. 

Da  das  erste  Glied  dea  reellen  Theiles  A,  nämlich  W  wesent- 
lich positiv  iat,  ao  kann  man  u  so  gross  annehmen,  dass  die  beiden 
ersten  Glieder  von  A  und  B  positiv  werden  nnd  zwar  grösser  als 
die  Summe  aller  Qbrigen  Glieder.  Daraus  folgt,  dass  durch  eine 
geeignete   Substitution  y  -=  m  +  w  Y —  1   das  Polynom 

Y=^A-\-BV^1 
positiv  gemacht  werden  kann. 

Setzt  man  nun  als  zweite  Substitution  in  ¥  die  HauptgrÖsse 
y  =  0,  so  wird  das  Polynom  ¥•=  —  t,  also  negatäv.  Nun  iat  Y 
eine  continuirliche  Function,  weil  A  und  S  es  sindj  also  liegt 
zwischen^  =  0  und  y  ■=-  «  +  vY^^i  wenigstens  eine  Wurzel  von 
der  Form  w,  -f  Wj  Y^  1 ,  wobei  «i  <  w  und  v,  <v  ist. 

Snbstituirt  man  femer  y  ■=  «i  +  i\  Y —  1  in  der  Annahme: 

80  erhält  man: 

X  -  («,.+  »,  )/=l)(!.  +  s/=l) 

—  ("ij)  —  «1«)  +  (»1  s  +  «1  p)V—^ 

WO  a  und  ß  reelle  Grössen  aind.    Dies  ist  also  eine  wirklich  vor^ 
handene   Wurzelform   der  angenommenen    Gleichung.    Ist  ^  «=  0, 
ao  iat  die  Wurzel  reell,  ist  tt=Q,  ao  iat  aie  im^inär;  sind  endlich 
a  und  ß  von  Null  verschieden,  so  ist  die  Wurzel  complei, 
2.  Beweis*).     Setzt  man  in  die  gegebene  Gleichung 
X^a-\-  ßV^i , 
so  läsat  sich  das  Polynom  auf  die  Form 

brüten.  Ea  läsat  sich  zeigen,  dasa  steta  reelle  Werthe  für  a 
und  ß  möglich  sind,  für  welche  A  and  B  verschwinden,  ao  daas 
a  -\-  ß  y —  i  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist.  Der  Nachweis  setzt' 
nun  die  Eenntniss  einiger  Theoreme  der  Differentialrechnong  voraus. 


*)  Haa  sehe  Bnig,  Coin[>«Ddiam  der  höheren  Uathetn.   §.  708.    Anm. 
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Setzt  man  nämlich  A?-\-l?^ Z,  so  kann  Z für  reelle  Werthe 
von  tt  nnd  ß  nur  podtiv  sein;  im  besonderen  Falle  auch  Null. 
£s  muBS  also  für  a  und  ß  reelle  Werthe  geben,  für  welcbe  Z  ein 
Minimum  wird.  Um  diese  zu  finden,  bat  man  nach  den  Regeln 
dieser  Untersuchungen  die  ersten  Derivirten  nach  a  und  ß  gleich 
Null  zu  setzen,  also: 

©=».  m='-'  . 

oder  wenn  man  den  Werth  von  Z  einsetzt,  die  Differenzirung  vor- 
nimmt und  die  Gleichungen  durch  2  dividirt: 


Aus  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  entweder: 

I.    A  =  0,    B~Q, 
oder: 

n.   (|4)(|f)-(lf)(^)  =  o, 

wofür  man  auch  setzen  kann: 

IL  F{a,ß)  =  (i. 
Die  Oleichnng  H.  enthält  zwei  GrÖSBen  a  und  ß,  von  denen 
die  eine  willkürlich  ist;  mithin  kann  sie  kein  Minimum  für  Z 
liefern.  Setzt  man  nämlich  für  a  unendlich  viele,  continuirhch  auf 
einander  folgende  Werthe  ccj,  <tj  -|-  u,  «i  -f-  2a  u.  s.  w.  ein,  wo  e> 
eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet,  so  findet  man  aus  II.,  falls 
sie  nach  ß  lösbar  ist,  eben  so  viele  continuirlich  auf  einander  fol- 
gende zugehörige  Werthe  ft,  ^,  +  ©,,  ^i  +  ro^  u.  s.  w.,  welches 
andeuten  würde,  dass  Z  unendlich  viele  continuirlich  auf  einander 
folgende  Minima  besässe.  Es  müsste  demnach  Z  eine  constante 
Grösse  für  alle  möglichen  Werthe  von  a  und  ß  sein,  was  absurd 
ist,  da  A  und  B  Functionen  von  a  und  ß  sind.  Ebenso  wenig 
würde  die  Gleichung  II.  ein  Mioinum  von  Z  liefern,  wenn  sie 
keine  zu  a,,  et,  -[-  ra  u.  s.  w.  zugehörigen  Werthe  von  ß  besässe. 
Dagegen  nun  entsprechen  die  Gleichungen  I.  allen  Bedingungen 
eines  Mmimums  von  Z]  also  da  Z  nothwendig  ein  Minimum  haben 
muss  und  die  entsprechenden  Werthe  «  und  ß  die  Gleichungen  I.  zur 
Folge  haben,  so  folgt  aus  der  Gleichung: 
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X—^  +  BV^  — 0, 
daaa  es  einen  Werth  a  +  /3  Y —  1  för  a:  gibt,  welcher  der  Gleichnng 
X  =  0  Genüge  leistet  oder  eine  Wurzel  derselben  ist 

Aus  den  drei  vorangehenden  Lehrsätzen  folgt  endlich,  dass 
jede  algebraische  Gleichung  der  angenommenen  Form  wenigstens 
eine  Wurzel  hai  Dies  Theorem  führt  uns  zn  zwei  wichtigen 
Theoremen  der  höheren  Algebra,  welche  im  fönenden  Par^raphen 
bewiesen  werden  sollen. 

§  9.    Von  der  Anzahl  der  Wnizeln  einer  algebraischen  Oleichimg. 
Lehrsatz.    Jede  Gleichung  vom  n*^  Grade  hat  mindestens 
«  Wnizeln. 

Sei  a  die  Wnrzel,  welche  der  gegebenen  Gleichung 

X  =  a?«  +  aa?^i  +  Äa^»  -\ f-  *  —  0 

nothwendig  zukommt,  so  ist  x  —  a  ein  Factor  derselben,  also: 
X=(x-  a)X, 

=  (x  —  a)(cif-^  +  a,af^*  +  b^x"^  -\ f-Si)  =0. 

Diese  Gleichung  wird  aber  ausser  durch  x  —  a  =  0  erfQllt  durch 
die  andere: 

X,  —  X—^  +  a,x^'  +  6,x— »  H 1-  8,  —  0  . 

Ist  ß  die  Wurzel,  welche  dieser  Gleichung  nothwendig  zakommt^ 
so  ist: 

X,  =  (x-ß)X, 

und  X-='(x  —  a){x  —  ß)X^  =  0 . 

Fährt  man  in  die  Schlussfolgerung  fort,  so  kommt  man  durch 
stetige  Erniedrigung  der  Ordnung  des  Polynoms  auf  einen  Quo- 
tienten X,_i,  welcher  ein  Binom  ist  von  der  Form  x  +  a,_i,  so 
dass  man  erhält: 

X^,  =  (ar  -  is){x  +  a_.)  =  0 
und 

X~{x~a)ix~ß)-^..{x-a)ix  +  a^,)-0. 
Der  leizte  Quotient  liefert  also  die  Wurzel  x  — >  —  a„~-i  =  t .    Da 
nun    das   Polynom   itlr  jede   der   Substitutionen  a:  —  a,  j3,y  ■  •  -  r 
verschwindet,    so   folgt  daraus,   dass    die  Gleichung   wenigstens 
M  Wurzeln  hat. 
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Lehrsatz.    Jede  Gleichung  vom  »""  Grade  hat  nur  m  Wurzeln. 

Seien  a,  ß,y  —  t  die  «  nothwendigen  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  vom  w'*"  Grade,  so  mQsste,  falls  es  noch  eine  n  -fr  1" 
von  jenen  verschiedene  Wurzel,  z.  B.  (d  gäbe,  dieselbe  fOr  x  sub- 
stituirt  das  Polynom  zu  Null  machen,  also: 

Z  =  (o  -  a)(fl)  -  ß){ct  -  y)  ■  ■  ■  ■  (o  -  t)  =  0  . 
Dies  würde  aber  nur  dann  möglich  sein,  wenn  einer  der  «  Binomial' 
factoren  z,  B.  ra  —  y  ="  0  wäre.   Daraus  würde  folgen  o  =  y,  d.  h. 
es  musB  a  schon  unter  den  n  Wurzeln  enthalten  sein.    Die  Gleichung 
vom  n""  Grade  hat  also  nur  n  Wurzeln  und  keine  mehr. 

Führt  man  also  die  Division  des  Polynoms  X  durch  den 
Binomialfactor  x  —  tc  aus,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von 
nächstniedrigerem  Grade,  welche  die  übrigen  m  —  1  Wurzeln  liefert. 

V.  Bildung  des  Polynoms  einer  Gleichung  aas  Binomial- 
factoren  und  Beziehung  der  Coefficienten  zu  den  Wurzeln. 

§  10.    Von  der  BUdniig  der  Coefficienten  aus  den  Wurzeln. 
Sind   sämmtliche  Wurzeln  einer  Gleichung  bekannt,   so  lässt 
sich  umgekehrt  das  Polynom  herstellen  dadurch,  dass  man  sämmt- 
liche  Binomialfactoren  x  —  a,x  —  ß,  u.  s.  w.  mit  einander  mul- 
tiplicirt. 

Für  numerische  Wurzeln  lässt  sich  leicht  durch  Umkehrung 
des  in  §  3  beschriebenen  Divisionsverfahrens  die  Gleichung  bilden. 
Angenommen,  die  Bildung  des  vollständigen  Polynoms  sei  fortge- 
schritten bis  zum  Polynom 

X*=  a^+  ö,a^->  +  6,a^-»  H h  *i  =  0, 

und  der  hinzutretende  Binomialfactor  sei  ic  —  a,  so  ist: 
Xt+i  =  {x-~tt)Xt 

=  a:»+i 4. Oj  j a^  +  (,j    \3*-f-\ f- i,    \x 

—  a\      —  aOi  I  —  '•■■■  —  ai,\    —  aJc^ . 

Ist   die  Wurzel  gebrochen   von  der  Form  -,   so   multiplicire 
man  mit  mx  —  a,  also: 
Xk+i  =- (mx  —  a)Xi 

■=•  mx'^^  +  mui  I  x^  +  "»^1 1 2^'  +"■■■  +  *»^  I  ^ 

—  a      I       —  aa,  \  —  •  ■  •  —  «*i    |     — a^i- 
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Zahlenbeispiel.    Die  Wurzeln  einer  tileicbung  vom  fünften 
Grade  seien  —  1,  2,  3,  — -j  —  5. 

Schema  der  Berechnung: 


1 

—  2 
-3 

+    1 
—    1 
~   4 

-  3 

+   1 

+   6 

+i 

-13 

-    8 

+  27 

+   18 

+  5 

+    ' 

—  73 

—  13 

+  143 

+  90 

Für  litterale  Wurzeln  wird  diese  Aufgabe  sehr  erleichtert  durch 
die  geaetzmässigen  fieziehungeu,  welche  zwischen  den  Wurzeln 
und  den  zu  bestimmenden  Coef&cienten  der  Gleichung  X=0  be- 
stehen. 

let  die  gegebene  Gleichung 

2  =  3;"  +  aaT»-»  +  ftx"-*  +  ex'-'  -{ \-t  =  0, 

80  sind  die  CoefGcienten  a,b,e-  •  ■  t  die  auf  einander  folgenden 
Summen  der  Combinationen  der  Wurzehi  x,  x^x^-  ■  -Xn  zu  allen 
Classen  und  »war  mit  abwechselnden  Vorzeichen  also : 

X=x'-2:C(xiXi...Xn)x^'+£C{XiXi..x^)af^*-2:C{x,x^..x^)x^~^ 
1  t  i 

+ \-(—lY£C(_x,x,...x,)  =  0. 

Ändere  abgekürzte  Bezeichnungen  hierfür  aind: 

X  —  a;-  —  [aija?^^  +  [a:,ai]a:"~»  ~  [x^XtXs]^^-''  -\ 

•+  (-  mxx^...x.]  =  IZI  ^Cix.x,  ...X,). 
Die  speciellen  Werthe  dieser  Symbole  aind: 

2:C{x^Xi  ...«,)  =  [xj  =  a7,  -f-  a^  -| \.  x,^  —  a, 

SCix^Xt  ...X,)  =  [XiXt\  =x^Xi  ■¥^i^i-\ h^n-ix^=  +  h  , 

2:C{x^Xi  ...Xn)  =  [XiX^  .  .  .  3:J  =  Xi_XiX^  .  .  .  X„  =  {—  X)*  t  . 

Demnach  ist: 

der  negative  Ooefficient  des  zweiten  Gliedes   gleich  der  Summe 

aller  Wurzeln, 
der  CoefGcient  des  dritten  Gliedes   gleich   der  Summe  der  Pro- 

dncte  ans  je  zwei  Wurzeln, 
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das  Absolut^lied  t  gleich  dem  Froducte  aller  Wurzeln,  und  zwar 
positiv  genommen,  wenn  die  Gleichung  von  gerader  Ordnung  ist, 
und  negativ  genommen,  wenn  sie  von  ungerader  Ordnung  isi . 
Hat  die  Gleichung  zwei  Wurzeln  x^  und  x^,  so  ist 
X  =  a:*— (a;,  +  x;)x-{- x^x^  =  0; 

hat  sie  drei  Wurzeln  x^,x^■,X3,  so  ist 

X  =  3^  —  (x^ -\- Xj  •\-  Xi)a^  -\-  (XjX^  -\- XiX^  -{-X2Xf)x  —  XjX^Xg^O. 

Um  die  Allgemeinheit  dieses  Gesetzes  zu  beweisen,  kann  man  sieh 

der  Eästner'schen  Beweismethode  bedienen,  indem  man  vom  n — 1**" 

Grade  auf  den  »*"  schliesst.    Es  sei  also  das  Product  von  n  —  1  Bi- 

nom  ialf aotoren : 

{x  —  Xj)(x-'X3)...{x  —  x^i)-=X"-^  —  £Cx'-~'-i \-{—l)''-'SC 

und  der  folgende  Binomialfactor  x  —  x^,  so  erhält  man  durch  Mul- 
tiplication  des  Polynoms  mit  demselben: 

{x  —  Xi){x  —  x^) . .  .(x  —  X,)  =•  x"  —  (.SC+  ar,)3;''-' 

+  (ZC-\-x„£C)3f-^  —  i£C+x^2:C)x'>^  -\ h  (—  1)"««^C . 

Bttcksichtlich  der  Ciasee  der  Combinationen  sind  die  Vorzeichen 
unveriindert  geblieben,  rücksichtlicb  der  Coefficienten  des  neuen 
Polynoms  ist 

der  zweite  £C  +  x„  von  der  ersten  Dimension,  gleich  SC; 

der  dritte  SC -\-  x^HC  von  der  zweiten  Dimension,  gleich  SC; 
s  1  'S 

u.  e.  w,;  endlich 

der  letzte  x^SC  voa  der  «**"  Dimension,  gleich  SC. 

Da  nun  vorhin  gezeigt  ist,  dass  das  Gesetz  fQr  drei  Binomial- 
Factoren  gilt,   so  gilt  es  auch  fllr  vier,  fünf  u.  e.  f.;  folglich  all- 


Daa  Gesetz  der  Bildung  der  Gleichungen  aus  Binomialfactoren 
liefert  n  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  zwischen  den  Wurzeln 
und  den  CoefScienten.  Sie  sind  indess  im  Allgemeinen  zu  einer 
directen  Bestimmung  der  Wurzeln  nicht  geeignet,  da  sie  zur  Be- 
rechnung der  einen  Wurzel  durch  Elimination  der  «  —  l  übrigen 
nur  die  ursprüngliche  Gleichung  wiedergebeil.  Man  kann  diese 
,  wichtigen  Relationen  jedoch   durch   geeignete  Combinationen   der 

UUttüeueii,  OrandiUge  d,  not.  a.  mod,  Algebii,  St 
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imbäkannten  Wurzeln  zu  neuen  Unbekannten  mit  Vortheil  zur 
Auflösung  der  Gleichungen  von  den  ersten  vier  Graden  anwenden, 
wie  im  Abschnitt  fiber  die  Gombinationemethoden  gezeigt*  werden 
wird. 


VI.     Von  den  Zeichenfolgen  und   Zeichenwechseln.   — 
Cartesischer  oder  Harriot'scher  Lehrsatz. 

§  II.    Von  den  Zeichenfolgen  and  Zeichenwechseln. 

Lehrsatz.  Wenn  in  einer  Gleichung  X  =  0  die  Vorzeichen 
der  Glieder  von  gerader  Ordnung  geändert  werden,  so  erhält  man 
eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  denen  der  ursprünglichen  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  gleich  sind. 

Die  gegebene  Gleichung  sei: 

X  =  ar  +  aaf-*  -\-  bx"-^  +  caf^'  -\ 1-  '  =  0 . 

Setzt  man  —  x  an  die   Stelle  von  x,  so  erhält   man  offenbar,  « 
möge  gerade  oder  ungerade  sein,  die  folgende  Gleichung: 
X'  —  aar-*  -)-  bx^*  —  C3f~^  -| 1-  (—  1)"  <  =  0  . 

Lehrsatz.  Sind  sammtliche  Wurzeln  einer  Gleichung  X=0 
positiv,  80  haben  die  CoeMcienten  abwechselnde  Vorzeichen; 
sind  sämmtUcbe  Wurzeln  negativ,  so  sind  die  Coefficienten  ohne 
Ausnahme  positiv. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  folgt  aus  §  10,  der  zweite  Theil 
ans  der  Form  des  Products: 

X-(5:  +  «){i  +  «(«  +  rt.-..(a;  +  T)-0. 
Bei  lauter  positiven  reellen  Wurzeln  hat  die  Gleichung  also  lauter 
Zeichen  Wechsel   (changes,    Variationen);    bei    lauter    n^ativen 
reellen    Wurzeln    lauter   Zeichenfolgen    (continaations,   Perma- 
nenzen).    Diese  Sätze  lassen  sich  jedoch  keineswegs  umkehren. 

§  12.    Harriot'acher  oder  Cartesischer  Lehrsatz*). 
Eine  Gleichung  X=^0,  diese  möge  vollständig  oder  unvollstän- 
dig sein,  kann  nicht  mehr  reelle  positive  Wurzeln  haben  als  Zeichen- 

*)  Harriot,  ArtiBanaljticEiepraiiBadaeqDationesalgebraicasTeBolTendaR. 
Fol.  Loudin.  1681  (Postliiuii). 

Carteiini,  Oeometria  a  B.  d.  C.  De  natnia  aequationnm.  p.  70.  Am- 
■t«lod.  1683.  —  QansB,  in  Cielle'B  Jonro.  Bd.  UI  3.  1. 
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Wechsel  und  eine  voUstäiidige  Gleichung  nicht  mehr  reelle  negative 
Wurzeln  als  Zeichenfolgen.  Sind  sämmtliche  Wurzeln  reell,  so  ist 
die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  gleich  der  Anzahl  der  Zeiehen- 
vechael,  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  gleich  der  der  Zeichen- 
folgen. 

Ist  die  Gleichung  X=-Otodi  «""  Grade,  so  hat  8ien-|-  1  Glieder 
und  darum  eine  »fache  Aufeinanderfolge  von  Vorzeichen.  Es  stimmt 
dieselbe  also  zunächst,  mit  der  Anzahl  der  Wurzeln  üherein. 

.  Es  sei  nun  X^  das  Product  aller  binomischen  und  aus  je  zwei 
conjngirten  complexen  Wurzeln  gebildeten  trinomischen  Factoren, 
von  denen  die  binomischen  allein  die  negativen  Wurzeln  enthalten ; 
ausserdem  mögen  K,ß  .'.  die  übrigen  positiven  Wurzeln  bezeichnen, 
ao  ist  das  vollständige  Polynom: 

X  =  X,{x-a){x-ß).... 

Wenn  sich  aber  zeigen  läset,  dass  das  Theilpoly nom  X^,  einer- 
lei welche  die  Beihenfo^e  seiner  Vorzeidien  auch  sein  möge,  nach 
der  Multiplication  mit  x  —  «in  ein  Polynom  von  wenigstens 
einem  Zeichenwechsel  mehr,  nach  der  weiteren  Multiplication  mit 
X  —  jS  in  ein  Polynom  von  wenigstens  zwei  Zeichenwechseln  mehr 
iibergegangen  ist,  so  wird  der  Satz  in  Betreff  der  positiven  Wurzeln 
bewiesen  sein. 

£s  nun  das  Theilpolynom; 

.  X,  —  flf"  —  auf"-'-  +  ca;'™-'  —  daf~* 1 \- , 

also  die  Aufeinanderfolge  der  Zeichen: 

+  -  +  + +  -+• 

Man  entwickele  das  Product  Xi{x  ~  a),  wobei  sich  die  Zeichen 
der  Partialprodncte  auf  folgende  Art  combiniren: 

+  -  +  + +  -  + 

-+ — + j:j:+~  +  ~ 

woraus  sich       H \-  :h  —  +  +  +  H f"  — 

als  die  theils  bestimmten,  theils  unbestimmten  Vorzeichen  der  Glieder 
des  Froductes  ergeben.  Es  sind  in  diesem  concreten  Stalle  die 
Zeichen  von  vier  Gliedern  zweifelhaft,  wenn  das  Polynom  X,  elf 
Glieder  hat.  Yei^leichen  wir  aber  die  Zeichen  des  neuen  Polynoms 
mit  denen  des  gegebenen,  so  ei^ht  sich  daraus*),  dass: 


*}  Man    vergL  HjmerB,  Treatise   on  the  theory  of  algebraic&l  equa- 
tiona.  8  66. 
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a)  für  jede  Qruppe  der  Zeichenfolgen  eine  gleiche  Anzahl  ent- 
sprechender Gruppen  von  zweifelhaften  Zeichen  existirt; 

b)  die  beiden  Zeichen,  welche  unmittelbar  vor  und  hinter  den 
zweifelhaften  Zeichen  stehen,  entgegengesetzt  sind; 

c)  ein  überzähliges  Zeichen  am  Ende  auftritt,  entgegengesetzt 
dem  des  letzten  Gliedes  vom  Polynom  X^. 

Also  im  ungünstigsten  Falle,  im  welchem  alle  zweifelhaften 
Zeichen  +  oder  —  sind,  können  wir  wegen  b)  die  oberen  Zeichen 
nehmen.  Dann  sind  alle  Vorzeichen  der  Coefficienten  des  Products 
dieselben  wie  im  Polynom  X^  und  ausserdem  ist  am  Ende  ein 
Zeiehenwechsel  hinzugefügt  Würden  wir  statt  der  oberen  die  un- 
teren Zeichen  annehmen,  so  wären  die  Ybrzeichen  sämmtlich  die 
entgegengesetzten  des  Polynoms  X^  mit  Ausnahme  des  ersten, 
durch  welches  in  diesem  Falle  ebenfalls  wenigstens  ein  Zeichen- 
Wechsel  zu  den  bereits  vorhandenen  hinzutreten  würde. 

Fährt  man  in  der  Moltiplication  mit  den  Binomialiactoren 
X  —  ß,x  —  y....  fort,  so  kommt  jedesmal  wenigstens  ein  Zeichen- 
wechsel hinzu,  wodurch  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen  ist. 

Verwandelt  man  das'  Polynom  X  in  ein  anderes  X,  dessen 
Wurzeln  von  entgegengesetzten  Vorzeichen  sind,  so  erscheinen  die 
negativen  Wurzeln  der  Gleichung  X^O  als  positive  der  Gleichung 
X  =  0,  und  diese  muss  daher  wenigstens  eben  so  viele  Zeichen- 
Wechsel  darbieten,  als  X  negative  Wurzeln  besitzt. 

Da  nun  also  jede  positive  Wurzel  der  Gleichung  X^O  we- 
nigstens einen  Zeichenwechsel  und  jede  negative  Wurzel  für  sich 
wenigstens  einen  solchen  in  X^O  erwarten  lässt,  so  kommt 
dies  dem  Sinne  nach  überein  mit, dem  Satze,  dass  die  Gleichung 
X  =  0  nicht  mehr  positive  und  negative  reelle  Wurzeln 
haben  kann,  als  Xand  X  beziehlich  Zeichenwechsel  ent- 
halten. 

Ist  die  Gleichung  X  =  0  vollständig,  d-  -h.  ist  kein  Coefficient 
derselben  gleich  Null,  so  sind  in  ihr  eben  so  viele  Zeichenfolgen 
als  in  X  =  0  Zeichen  Wechsel,  und  darum  hat  die  Gleichung  X  =  0 
unter  derselben  Voraussetzung  eben  so  viele  Zeichenfolgen  als  ne- 
gative Wurzeln, 

Weil  nun  bei  lauter  reellen  Wurzeln  die  Anzahl  der  positiven 
und  negativen  Wurzeln  gleich  der  Summe  der  Zeichenwechsel  und 
Zeichenfolgen  ist,  so  ergibt  sich  aus  dem  Hauptsatze,  dasB  die  An- 
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zalil  der  pOBitiven  Wurzeln  genau  gleich  der  der  ZeichenwecLsel; 
die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  gleich  der  der  Zeichenfolgen  ist. 
Ist  die  Oleichang  X  •=  0  incomplet,  ao  hat  aie  nicht  mehr 
reelle  n^^tive  Wurzeln,  als  die  Anzahl  der  unmittelbaren  und  durch 
eine  gerade  Anzahl  fehlender  Glieder  tinterhrochenen  Zeichen- 
folgen vermehrt  um  die  Anzahl  der  durch  eine  ungerade  Anzahl 
fehlender  Glieder  unterbrochenen  Zeichenwechsel.  Es  ist  nämlich 
evideui^  dass  jeder  wirklich  vorhandene  und  jeder  durch  eine  gerade 
AnmtTil  fehlender  Glieder  unterbrochene  ZeichenTvecheel  in  X  eine 
ähnliche  Zeichenfolge  in  X  voraussetzt,  z.  B.: 

X:     + +  -  +  + +  ■- 

X:     +  +  -  +  ..  +  +  + +-.-, 

dass  da^^en  jedem  durch  eine  ungerade  Anzahl  fehlender  Glieder 
unterbrochenen  Zeichenwechsel  in  X  ein  gleicher  in  X  entspricht. 
In  dem  vorstehenden  concreten  Falle  hat: 

a)  X  drei  unmittelbare  und  zwei  durch  eine  gerade  Anzahl 
fehlender  Glieder  unterbrochene  Zeicbenwecfasel;  ausserdem  zwei 
durch  eine  ungerade  Anzahl  fehlender  Glieder  unterbrochene; 

b)  X  drei  unmittelbare  und  zwei  durch  eine  gerade  Anzahl 
fehlender  Glieder  unterbrochene  Zeichenfolgen;  ausserdem  zwei 
durch  eine  ungerade  Anzahl  fehlender  Glieder  unterbrochene  Zeichen- 
wechsel. 

Ist  in  einer  Gleichung  vom  h'*°  Grade  zufolge  des  Hauptsatzes 
die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  höchstens  p,  die  der  negativen 
höchstens  q,  also  die  Anzahl  sämmtlicher  reellen  Wurzeln  höchstens 
p  -j-  q,  so  ist  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln  mindestens 
n—p  —  q. 

§  13.    Von  der  Aazahl  der  oomplexen  Wurzeln. 
Lehrsatz.    Jede  Gleichung  X >=  0,  welcher  eine  gerade  Anzahl 
p  auf  einander  folgender  Glieder  fehlt,  hat  mindestens  p  complexe 
Wurzeln.    Ist  dagegen  die  Anzahl  der  auf  einander  folgenden  feh- 
lenden Glieder  ungerade,  so  hat  sie  mindestens  J)  +  1  complexe 
Wurzeln,  je  nachdem  die  fehlende  Gruppe  zwischen  zwei  Gliedern 
von  demselben  oder  dem  entgegengesetzten  Zeichen  sind. 
Die  gegebene  Gleichung  sei: 
Ä-  +  aar-^  -{ h  faf+f^'  -\-kx"'-] \-8x-]-  1  =  0. 
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In  ihr  fehlt  die  Gruppe: 

gaf+p  bis  iic™+i 
und  das  Torangehende  Glied  hat  mit  dem  Dachfolgenden  dasselbe 
Zeichen.  Schreibt  man  nun  dasselbe  Zeichen  vor  alle  Fehlenden  Glieder, 
so  -nird  die  Anzahl  der  Zeichenwechael  etwa  ca,  die  aller  Zeichenfolgen 
n  —  G)  sein.  Schreibt  man  dagegen  die  Zeichen  aller  fehlenden 
Glieder  der  Gmppe  abwechselnd  —  vmd  +,  so  dass  p  oder  p-\-l 
neue  Zeichenwechsel  eii^eführt  werden,  je  nachdem  p  gerade  oder 
ungerade  ist,  also: 

pgerade:         +  +  ■■■•  +  +  +  +  +  + +  , 

+  +  ■•■■  +  -  +  -  +  + +,' 

j>  ungerade:    +-) 1-  +  +  +  + +, 

+  +  •■•■  +  -+-+ +, 

SO  sind  odenbar  n  —  a  —  p  oder  n  —  ro  ~  jj  —  1  die  Grenzen 
der  Zahl  der  negativen  Wnrzeln.  Deshalb  kann  es  höchstens  a 
positive  und  beziehungsweise  n  —  a  — p  oder  »  —  a>  — p  —  1  ne- 
gative Wnrzeln,  d.  h.  höchstens  n  —  p  oder  n  —  p  —  1  reelle 
Wurzeln  geben.  Folglich  ist  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln 
mindestens  p  oder  j)  4;  1,  je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist. 
Wenn  die  fehlende  Gruppe  zwischen  zwei  Gliedern  von  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  steht ;  z,  B,  die  angedeuteten  Ver- 
ändemngen  folgende  Systeme  ergeben: 

p  gerade:        +-j f.  +  +  +  +  — +  ,. 

+  +  -■■■  +  -+-+- +  , 

p  ungerade:     +  -\ [-  +  +  H +  , 

-t-  +  ----+-  +  -- -f-, 

80  werden  fOr  p  gerade  wiederum  p  neue  Zeichenwechsel  ein- 
geführt; hingegen  für  p  ungerade  nur  p  —  1  neue  Zeichenwechsel. 
Deshalb  sind  in  diesem  Falle  n  —  a>  —  p  oder  «  —  o  —  i»  +  1 
die  Grenzen  der  Zahl  der  negativen  Wurzeln  und  die  Grenzen  der 
Zahl  der  reellen  Wurzeln  beziehungsweise  » — p  oder  n — i>+l; 
d.  h.  die  Minimalzahl  der  complexen  Wurzeln  ist  p  oder  p  —  1, 
je  nachdem  p  gerade  oder  ui^jerade  isi 

Ist  also  j)  =  1,  so  ist  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln  we- 
nigstens zwei,  wenn  das  Glied  zwischen  einer  Zeichenfolge  fehlt; 
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tl^Segen   ist  sie  unentacbieden,  wenn  das  Glied  zwischen  einem 
Zeichenwechsel  fehlt.     Ist  z.  B.  die  Form  der  Gleicbung: 

iB"  +  Baf^^  +  Cic— '  -f f-  T  =  0 

aad  j&  ^  0,  so  hat  sie  wenigstens  zwei  compleze  Wurzeln. 

Allgemein,  wenn  in  einer  defecten  Qleichnug  die  fehlenden 
Glieder  zuerst  mit  solchen  Yorzeichen  ei^änzt  werden,  dass  die 
Cresammtzahl  der  Zeichenwechsel  möglichst  klein  ist  and  gleich  ra; 
sodann  mit  solchen  Vorzeichen,  dass  die  Gesammtzahl  der  Zeichen- 
folgen möglichst  klein  ist  und  gleich  q,  so  ist  die  Anzahl  der  po- 
aitiTen  reeUen  Wurzeln  höchstens  m,  die  der  negativen  reellen 
Wurzeln  höchstens  j;  mithin  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln 
mindestens  n  —  o  —  g. 
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Zweiter  Abschnitt 

Von  den  Transformationen  der  tlleiclinngen  und  den  symme- 
trlschea  Panetlonen  der  Wurzeln. 


I.    Vergröaserung  und  Verkleinerung  der  Wurzeln  durch 
Addition  und  Subtraction.  —  Lineare  Variation. 

§  14. 
Gegeben  sei  die  Gleichung: 

f{x)  =  X  =  3r  +  aa:— '  +  6a?^* -I \-t  =  Q. 

Dieselbe  lässt  sich  stets  in  eine  andere  verwandeln,  deren  Wurzebi 
um  e  kleiner  sind,  so  dass  in  der  neuen  Gleichung: 

Y=r  +  Ay—  +  Br-^  +  ■ .  ■  +>='o 

die  Wurzel  y  ^  x~  z  und  x  ^y  -\-  s  wird.  Wenn  nun,  was  in 
der  Folge  häufig  geschieht,  durch  die  Substitution  x  =y  -\-  e  oder 
x'  •\-  e  die  gegebene  Gleichung  in  eine  neue  }'  =  0  verwandelt 
wird,  so  soll  die  Grösse  z  mit  dem  Namen  Variation  bezeichnet 
und  die  neue  Gleichung  in  y  oder  af  die  varürte  Gleichut^  oder 
kurz  die  Variirte  genannt  werden. 

Durch  Substitution  und  Entwickelung  der  Glieder  der  Gleichung 


y=;0  erhält  man  nun: 

^-(1)'  +  »  -/>-W:(n-l)!. 

B  -(;)«'  +  ("7')  «»  +  S  -/■— «  :  (»-2)!  , 

r— <■  +al-'  +  ii^*-\ \-si+  t  —  f{i). 

Wenn  man  die  tnmeformirte  Gleichung  nadi  steigenden  Potenzen 
der  neuen  Unbekannten  y  ordnet,  so  kann  man  mit  EintUbrnng 
der  demirten  Functionen,  wie  in  §  5,  sclireiben: 
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/■(!/+»)-/-w+r«f +  rc»)Ä  +  --- 
+  '*"'(•)  (;r=T)i +  »"=■''• 

Zur  SubstituMon  der  linearen  Function  1/  +  «  an  die  Stelle  der 
Wurzel  X  einer  numerischen  Gleichung  kann  man  folgendes  ein- 
fachere und  bequemere  Verfahren  einechl^en.  Die  gegebene 
Gleichung  und  die  Yariirte  sind: 

X  =  3f  +  ax— '  +  fia^-"  H |-sa;  +  i  =  0, 

r=-(:c— «)"  +  J(a:-a)"-'  +  B(a.-a)-^  +  -  +  S(*-«)  +  r=0. 
Da  das  Polynom  Y  durch  x^  a  getheilt  den  Rest  T  und  den 
Quotienten 

r,  -  (a; -»)—  + ^(« -«)—  +  ...  + S 
gibt,  00  mnss  auch  das  Polynom  X  durch  x  —  a  getheilt  den  Rest 
T  und   den  Quotienten  Y^^  geben. 

"Wird  der  Quotient  y,  abermals  durch  x  —  «  getheilt,  so  erhält 
man  den  Rest  S  und  den  Quotienten 

r,  —  (a;  —  «)— ^  +  Aix  -  k)— '  ■\ f-  ^ 

u.  8.  f-    Die  Transformation  kann  also  einiach  durch  eine  wieder- 
holte Division  des  Polynoms  bewerkstelligt  werden.    Die  ÄusfQhrung 
iat  bereits  in  §  3  demonstrirt  worden. 
Zahlenbeispiel.    Die  Gleichung: 

I*  — 2a^  +  4a;-8=.0 
in  eine  andere  zu  verwandeln,  deren  Wurzelwerth  um  1  kleiner  ist 

0—2        4—8 

1  _  1        3       (_  5) 

2  1       (4) 

3  (4)  . 
(4) 

Die  Varürte  ist  demnach: 

y*  +  4y^  +  4y»  +  4y  -  5  =.  0. 
Ist  der  GoefGcient  des  ersten  Gliedes  nicht  1 ,  so  ist  das  Verfahren 
ganz  ähnlich.  , 

Zahlenbeispiel.  Die  Gleichung: 

3**  —  \%3?  +  22**  —  54a;  +  127  =  0 
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in  eine  andere  zu  verwandeln,  deren  Wurzeln  ^  um  2  grSsser  sind. 
Die  Variation  ist  also  X ^y  —  2. 

3        -  13        +22        —    64        +127 
—  2     3        -  19        +60       {—  174) 
3        —  25       (+  110) 
3       (-  31) 
Die  Tranaformirte  ist: 

3y*~31y''+  llOy»  -  174y  +  127=0. 

IL    Vergrösserung  und  Verkleinerung  der  Wurzeln  durch 
Multiplication  und  Division. 

§  15. 
Wenn  eine  Gleichung  in  eine  andere  verwandelt  werden  soll, 
deren  Wurzeln  das  m  fache  von  denen  der  gegebenen  betragen,  so 
setze  man  in  der  gegebenen: 

Z  —  a:"  +  oa:^'  +  hsf^*  + 1-  s«  +  f  =  0 

y  '.m  an  die  Stelle  von  x.  Multiplicirt  man  zur  Wegscbaffong  der 
Quotienten  die  Gleichung  jetzt  mit  tti",  so  lautet  die  Transformirte: 

j/"  +  may'-^  +  «"iy"-*  H f-  »t"-'sy  -f-  mH  =  0. 

Man  wendet  diese  Transformation  dazu  an,  den  ersten  Coe^cienten 
auf  die  Einheit  zu  reduciren  oder  vorkommende  gebrochene  Coef- 
ficienten  verschwinden  zu  lassen. 

Aufgabe.    Den  Coefficienten  des  ersten  Gliedes  der  Gleichung 

Ou«"  +  a^af-^  +  a^yf*-'*  -\ -f-  o„  =  0 

aof  die  Einheit  zu  bringen. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  seien  x^^x^x^  ■  ■  ■  ^-    Alsdann  hat 
die  Gleichung 

öo?"  4-  Oo'^^'  +  «0*«*!'""''  H Va.  =  0 

oder 

V"  +  öiy""'  +  Oo«a!/"~*  H f-  «(.""'  o«  =  0 

die  Wurzeln: 

«o«!,     ^o^i,   . ..   a^x„. 
Aufgabe.    Die  Gleichung: 
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in  eine  andere  zu  verwandeln,  deren  Coefficienten  ganz  sind. 

Sind  die  Wurzeln  a:,a:ja:, . . . «,  und  m  der  kleinste  gemein- 
schaftliche Diriduna  der  Divisoren  bj^b^bg , . . ,  so  hat  die  Gleichung 

die  Wurzeln: 

mxj ,    mxg ,    ...    mx„  , 
und  alle  CoefHcienten  sind  ganze. 

In  vielen  Fällen  erhält  man  indeas  auf  die  angegebene  Art 
nicht  diejenige  Gleichung,  welche  die  möglichst  kleinen  Coeföcienten 
hat  Ea  ist  klar,  daas  man,  um  dieselbe  zu  erlangen,  m  so  zu  be- 
stimmen hat,  dtiss 

F,'    T^'    T,'  ■■■  b^ 
gleich  einem  Ganzen  seien.    So  z.  6.  genügt  der  Gleichung: 

'•-v-'-^  +  Ä-o 

die  Zahl  m  =  12  statt  m  =  72,  und  die  Transformirte  ist: 

yS  _  IQjfl  _  54y  4-  120  =  0. 
Sind  die  numerischen  CoefGcienten  einer  Gleichung  so  beschaffen, 
dasB  sie  einen  gemeinschaftlichen  Factor  in  irgend  welcher  Potenz 
besitzen,  so  kann  man  unter  Umständen  die  Wurzel  der  Gleichung 
dorch   Division  verkleinem. 

ZahlenbeispieL    Setzt  man  in  der  vorigen  Gleichung: 

m  1=  72,  so  ist  die  Transformirte: 

ys  _  QQf  _  1944J,  ^  25920  —  0, 
oder: 

y»  —  3  .  2V*  —  3* .  2'y  +  3*  .  2"  .  5  =  0. 
Die  Wurzeln  lassen  sich  durch  3  .  2  verkleinem,  wobei  man  erhält 
jf  =  S  .2r}  und: 

,,»  _  2*17*  —  2  .  S'ij  +  2» .  3  .  5  =  0. 
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III.    WegBchaffuQg  des  zweiten  oder  eines  anderen  Gliedes 
der  Gleichungen.  —  Varianten  und  Retrorarianten. 

%  16.  Die  Redaotlonsfomel. 
Eine  wichtige  Anwendung  der  in  §  14  angegebenen  Trans- 
formation ist  die  Wegschafifung  irgend  eines  Zwischengliedes  der 
Gleichungen.  Die  Variation  bietet  oft  ein  Mittel  zu  einer  bequemeren 
Auflösung  derselben  dar.  Um  die  Wegschnffiing  des  zweiten  Gliedes 
zu  bewerkstelligen,  setze  man  in  der  Varürten  y=  0  (§  14): 

^-(").  +  a -/>■-'(«)  :(»-l)!-0. 

Baraus  folgt  s  =  —  -  und  x  =  y d,  h.  die  Wurzeln  müssen 

um  —  Tei^össert  werden. 

Zahlenbeispiel.    Aus  der  Gleichung: 
ar'  —  Gj:'  +  4a:  —  7  =  0 
das  zweite  Glied  wegzuschaöen. 

=  2  und  x  =  y  -{-  2.    Man 


(-15) 


Die  reducirt«  Gleichung  ist  y*  —  8y  —  15  =  0  und  ihre  Wurzeln  sind 
sämmtlich  um  2  kleiner,  als  die  der  ursprunglichen.  Soll  das  r*" 
Glied  fortgeschafft  werden,  so  hat  man  die  Wurzel  zu  verkleinem 
um  eine  Grösse  e,  welche  bestimmt  wird  aus  der  Gleichung: 

Um  das  letzte  Glied  wegzuschaffen,  muss  man  natilrlicb  die  ge- 
gebene Gleichung  selbst  auflösen.  Die  WegschaEFiing  des  r'^  Gliedes 
kann  also  auf  r  —  1  verschiedene  Arten  geschehen  und  es  gibt 
wenigstens  eine  reelle  Variation  ir,  wenn  r  gerade  ist.  Ist  aber 
r  ungerade  und  die  Wurzeln  der  Gleichung 

/■—+■(»)-« 

sämmtlich  complex,   so  kann  die  Gleichung  X^-O  nicht  reducirt 


Hier  ist  « 6, 

bilde  folgendes  Schema 

»  —  3, 

also  2 

.2 

1 
1 

-6 

—  4 

-2 

(0) 

+  i 
—  4 

1 

(—8) 
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werden,  ohne  dass  trnter  den  Coefüeienten  der  reducirten  Gleichung 
complexe  Coefficienten  auftreten.  Wenn  r  grösser  als  ^(n  +  1) 
oder  ^(»  -\-  3)  ist,  je  nachdem  »  ungerade  oder  gerade  ist,  so  lässt 
sich  die  Bestimmungsgleichnng  in  e  reduciren  auf  den  w  —  r  -{-  1*™ 
Grad.  DiTidirt  man  nämlich  die  Gleichung  X=~0  durch  af  und 
schreibt  sie  in  der  Form: 

so  lassen  sich  durch  die  Variation  ~-  ^  —  +  e  auch  die  Glieder 
mit  den  Coefficienten  s,  r,  u.  s.  w.  fortschaffen. 

§  17.  Die  Varianten  und  RetroTariantea  einer  Glelohnng. 
Wenn  man  eine  Gleichung  so  variirt,  dass  entweder  das  zweite 
oder  das  vorletzte  Glied  verschwindet,  was  durch  eine  lineare 
Transformation  geschieht,  so  erhalten  die  übrigbleibenden  Glieder 
Coefficienten,  welche  wir  im  ersten  Falle  Varianten,  im  zweiten 
Retrovarianten  nennen  wollen.  Sie  stehen  im  Zusammenhang 
mit  gewissen  anderen  Functionen  der  Coefficienten,  die  wir  später 
kennen  lernen.  Wir  gehen  zunächst  aus  von  der  gewöhnlichen 
Form: 

X  =  a;"  +  ar-i  +  6ic"-ä_| ^sx  +  t  =  0, 

und   setzen  zur  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  x  ^y ~  a. 

Entwickelt  man  die  Potenzen  der  Binome  und  ordnet  die  Gleichung 
nach  der  Hauptgrösse  y,  so  erhält  man: 

-[K:)S-(V):4'+c^»)^-^]^ 
+ 

Soll  ausser  dem  zweiten  noch  das  r**  Glied  verschwinden,  so 
bedarf  ea  dazu  der  Auflösung  einer  Gleichung  vom  r  —  l'<"  Grade'). 


*)  TscfairnhanB  er&nd  eme  Methode,  darch  SubstätntioD  einer  Function 
ner  Unbekannten  beliebig  viele  Glieder  einer  Gleichung  va  elimioiren. 
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Von  beso&derer  Wichtigkeit  för  die  Theorie  der  algehraiBchen 
Gleichungen  sind  nun  diejenigen  Formen,  welche  die  Goefficienien 
der  Yariirt«D  annehmen,  wenn,  man  von  der  Oayley'schen  Form 
des  Polynoms  ausgeht. 

Mach  g  1  ist  diese: 

fix)  -  ax-  +  (;;)  bx-'  +  (;)»— + -  +  (")  sx  +  ( -  0, 

oder  mit  der  eingeiOhrten  symbolischen  Bezeichnung: 

{a,b,c,...s,t'flx,iy  =0. 
Die  transformirte  Gleichung  lautet  in  diesem  Falle: 

+  (")  s  (2'''  -  ä"'"  +  "'^  ii"~' 

-  ("")  i  (SJ'  -  Oofc  +  ia'bd  -  a'e)  j— ' 


+    ■   ■   ■   ■ -0- 

Die  Variation  ist  nun  —  —  und  x  ^y  —  —  ,  also  «  = 
Setzt  man  dies  in  die  Transformirt«  ein,  so  erhält  man: 


ax  +  h 


+  (gV26'-3flfctf+a''<^(aa;+6)-» 

-  (^  V36*  — 6aft»c+4o*6rf- a*e)  (oi  +  6)— 


oder  kurz: 

Die  CoefGcienten    Fj,  V^,  V^,  u.  b.  f.  heissen  der  Reihe  nach  die 
quadratische,  kabieche,  biquadratische  Variante  u.  s.  f. 

Entwickelt  man  wiederum  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  x, 
so  erhält  man  durch  Vergleichung  der  einzelnen  Goefficient«n  mit 
denen  der  ursprüi^lichen  Gleichung  die  Relationen  der  Varianten 
unter  einander.    Wir  erhalten  n&mlich: 
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§  17.    Die  Varianten  und  HetroTorianteD. 
—  o-a!-+(^W'6j?-'  +  ("')o->J'  *•-'+  (3)0-'*'  :^'+" 

-(^)n-.--(:)C7y.»- 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Beziehungen  zwischen   V^,  Fg 
S"—  V,  —  ae, 
f—  3br,+  r,  —  a'd, 
i'  —  GacV,  +  Ur,—  V,  =  a'e, 
V  —  lOa'iir,  +  lOacV,  -  Ur,  +  r^  —  a'f, 


Wenn  daa  vorletzte  Glied  versclinmden  soll,  so  dividire  man  die 
Gleichung  durch  x',  ordne  die  Glieder  ent^gengesetzt  und  sub- 
stitnire : 

X  y  l  '     y         X     '      ' 

Aladann  ist: 

-v(i)^(i+»)--(;)(.-.<)(i+r 

+ 

Die  Coefficienten  dieser  Redueirten  heissen  Eetro rar ianten,  welche 
wir  mit  einem  doppelten  Index  bezeichnen. 
1.  BeispieL 

öS*  +  26a:  +  c  -=  0. 
Die  Redacirte  ist: 

(7  +  »)'-(»'-«=)-o. 

und  die  quadiatiscbe  RetroTsriante  der  qnadratiecheu  Function: 
r,,,  — 4'  — oc— F,. 
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2.  Beispiel. 

a^  +  Sia:*  +  3ca;  +  d  =  0. 
Die  Reducirte  ist:   . 

/i.  4-  cV  -  3  U  ~  hi\[~  +  A  +  {2c'  -  Zlcd-\-^-a\, 

und  die  quadratische  RetroYariante  der  kubischen  Function: 

r,,8=c»  — 6d, 
die  kubische  Iletrovariante  der  kubischen  Function: 

Fs,,  =  2c='  -36cd+rf'ö. 

3.  Beispiel. 

a3^  +  4fe3;'  +  ßca;*  +  4rfa:  +  c  —  0. 
Die  Beducirte  ist: 

(i  +  .)*-6(^-.,)(^  +  .)' 
+  4  /"gd»  _  Scrfe  +  c-ftV-J  +  rf)  --  ("Sd*  -  Gc(f  c  +  4c*rf6-c>o^ 
und  die  quadratische  Retrovariaute  der  biquadratischen  Function: 

die  kuhische:  ■ 

rs,i  =  2(?'-3c(Ze  +  e"fe, 
die  biquadratische: 

FV*  =  3d^  -  6ed*c  +  4c»(i6  -  &(l 

lY.  Transformation  einer  Gleichung  in  die  ihrer  reciproken 
Wurzelwerthe,  —  Beciproke  Gleichungen. 

§  18. 
Wenn  man  in  der  Gleichung: 

X  =  af+oa:^>+fea;"-*H \- t'-={x  —  x;X^-x^[x—x^ 0 

—  an  die  Stelle  von  x  setzt,  also: 

Bo  erhält  man  durch  Multiplication  mit  y"  :  t: 
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g  18.    Beciproke  Gleichangen.  33 

»■  +  !»-•  +  { r-'  +  -+'f  y  +  |-(!/-^)(!'-.J;)- -0, 

eine  Gleichung,   deren  Wurzeln    die   reciproken  Wurzeln   der  ur- 
spranglichen  aind. 

Setzt  man  in  der  transfonuirten  Gleichung  x  an  die  Stelle  von 
y  und  niultiplicirt  sie  mit  der  gegebenen  2^0,  so  erhält  mau 
eine  Gleichung  yon  2n*^  Grade,  deren  CoefScienten  vom  Anfang 
und  Ende  gleich  sind,  nämlich: 

+  (a  +  i)«+l-0. 

Man  nennt  diese  Art  von  symmetrischen  Gleichungen  reei- 
proke.  Sie  bleiben  nämlich  dieselben,  wenn  man  in  ihnen  --  an 
die  Stelle  von  x  setzt.  Man  darf  daraus  scbliessen,  dass  sie  je  zwei 
Wurzeln  von  der  Form  x^  und  —  besitzen.  Es  ist  einleuchtend, 
dass  wenn  man  jede  der  Wurzeln  XiX^X^  .  • .  x^  mit  ihren  reciproken 
Werthen  combinirt,  jede  reciproke  Gleichung  sich  in  »  trinomische 
Factoren  zerlegen  läast,  nämlich: 


«'-(».  +  ^)«  +  i-o> 


-('■+?;)" 


■1  —  0. 


Man  kann  den  Begritf  der  reciproken  Gleichungen  noch  etwaa 
yerallgemeinem,  indem  man  solche  damnter  versteht,  deren  Trans- 
formirte   mit  der  ursprünglichen   identisch  bleiben,   wenn  man 
an  die  Stelle  yon  x  setzt.    Die  Gleichung  hat  alsdann  die  Form: 

a*-  +  aa^^'  +  la^—'  H 1-  lin-'i"  +  <•«— 'i  +  ii"  —  0, 

fSr: 

!*•  +  aaf—'  +  6a*^"  H 1-  r»"  +  SI  +  (  —  0, 

und  ee  bestehen  also  die  Relationen: 


MS  =  atj    «*r  =  bt,    u^q  =  et,  ...  «""  ■=  ('. 

MUthiHien,  Onnding«  d.  ut.  d.  mtul.  Als^bm.  3 
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Ist  im  Bpeciellen  Falle  u"  =  +  1 ,  bo  folgt  aus  der  letzten  Ctleicliung 
f  ==  +  1,  und  je  nach  dem  Vorzeichen  +  oder  — 

1)  8  =  a,         r  =  6,         2^c. 

2)  s  =  —  a,    r  =  —  b,    2  =  —  c,    ... 

d.  h.  es  mtlssen  entweder  die  correspondirenden  Glieder  vom  Anfang 
und  finde  gezählt,  gleich  und  von  gleichem  Vorzeichen  sein,  oder 
sie  mfissen  gleich  und  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  sein. 

Die  obeii  zu  Grunde  gelegte  allgemeine  Form  der  reciproken 
Gleichungen  ist  von  geradem  Grade.  Sie  wird  aber  in  ihrer  Form 
nicht  geändert,  wenn  man  die  Wurzel  x  =  +  1  hinzufDgt,  wodurch 
sie  eine  Gleichung  von  ungeradem  Grade  wird.  Wenn  femer  die 
Gleichung  von  geradem  Grade  2m  ist,  so  gibt  es  offenbar  ein  mit- 
telstes Glied  maf  mit  der  Beziehung  u'-m-^^mt  Dies  gibt  für 
t=  —  1  die  Beziehung  m  =  0.  Wenn  daher  die  Gleichung  von 
geradem  Grade  ist  und  die  correspondirenden  Goefficienten  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben,  so  darf  es  kein  mittelstes  Glied 
geben. 

Da  die  Wurzeln  +  1  und  —  1  ihren  reciproken  Werthen 
gleich  sind,  ao  können  sie  eine  beliebige  Anzahl  der  Wurzeln 
reciproker  Gleichungen  bilden,  auch  fdr  den  Fall,  dass  die  Wurzel- 
paare allgemein  x  and  —  sind.  Dabei  sind  x  —  1  oder  «  -j-  1  die 
Binomialfactoren,  d.  h.  +1  oder  —  1  die  Wurzeln  einer  Gleichnis 
von  ungeradem  Grade,  jenachdem  das  letzte  Glied  —  1  oder  -|-  1  ist; 
ferner  sind  stets  beide  Binomialfactoren  x—l  und  a;  +  1  vorhanden, 
d.  h.  +  1  und  —  1  die  Wurzeln  einer  reciproken  Gleichui^  von 
geradem  Grade,  wenn  das  letzte  Glied  —  1  ist'. 

Wenn  demnach  diese  Factoren  eliminirt  sind,  so  wird  die 
reducirte  Gleichung  in  beiden  Fällen  von  geradem  Grade  mit  posi- 
tivem Endgliede  sein. 

Die  vorstehenden  Sätze  erweisen  sich  analytisch  auf  folgende 
Art: 

1)  Die  reciproke  Gleichung  von  ungeradem  Grade  läset  sich 
schreiben,  indem  man  die  correspondirenden  Glieder  vereinigt: 

(x'  +  1)  +  «(j:-*  +  1)  a;  +  H^'-*  ±l)3^-\ -=  0. 

Da  jedes  Glied  dieses  Polynoms  durch  ^  +  1  theilbar  ist,  so  sind 
^  1  Wurzeln  derselben. 
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2)  Die  reciproke  Gleichung  von  geradem  Grade  mit  negativem 
Endglieds  —  1  kann  ebenso  geordnet  werden,  nämlich: 

(a^  —  1)  +  0(1»"-«  —  1)  a;  +  6(a;'— *  —  1)  x' -\ 0. 

Di^elbe  ist  theilbar  durch  a;*  —  1,  weswegen  +  1  und  —  1  Wur- 
zeln dieser  Gleichung  sind. 

Die  reciproken  Gleichungen  von  gerader  Ordnung  lassen  sich 
auf  eine  Gleichung  reduciren,  deren  Grad  nur  halb  so  gross  ist. 
Sie  enthält  nämlich,  wie  oben  gezeigt,  lauter  triuomische  Factoren 
von  der  Form: 

and  noch  eine  gerade  Anzahl  von  der  Form: 

a?-  1=0, 
wenn  das  Absolutglied  -|~  1  istj-eine  ungerade  Aneahl  dieser  Form, 
wenn  dasselbe  —  1  ist.    In  dem  letzteren  Falle  lässt  sich  einer  der- 
selben eliminirenj  die  übrigen  geben  je  zwei  und  zwei  das  Froduct: 

(x*  —  1)  («*  —  1)  =  (a?  -  2«  +  1)  (a^  +  2a!  +  1), 
also  ebenfalls  trinomische  Factoren  der  vorhergehenden  Art    Mao 
dividire  einen  jeden  derselben  durch  x  und  ordne  die  Glieder  wie 
folgt: 

Setzt  man  x -\ =  y,  so  erhält  man  statt  sämmtlicher  quadra- 
tischer Factoren  lauter  lineare.  Ihr  Product  gibt  also  eine  Gleichung, 
deren  Grad  nar  halb  so  gross  ist  als  wie  die  Gleichung  in  x. 
Um  die  reciproke  Gleichung  von  gerader  Ordnung: 

a^  +  aa^«->  +  6a^— »  -| \-maf-\ \-bx' +  ax  +  l-~0 

zu  reduciren,  dividire  man  dieselbe  durch  x'  und  setze  die  von  den 
Enden  gleichweit  abstehenden  Glieder  paarweise  zusammen,  wie> 
folgt: 

(^  +  ^,)  +  « (^'  +  ^.)  +  •■•  +  »•-  0. 

Man  setze  x  -\ -^  9  und  suche  x  zu  eliminiren,  was  leicht  auf 

folgende  Art  bewerkstelligt  wird.    £b  ist: 
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folglich  allgemein: 

Steigt  man  tod  den  kleinsten  Potenzen  zu  den  höheren  aufwärts, 
Bo  erhält  man: 

U.  8.  W.  U.  B.  w.; 

allgemeiu: 

»"  +  i,  -  r  -  «r-  +  ^-;"  r-'  -  ""TT.~-r-'+- 


V.  Bildung  der  Gleichungen  der  Wurzelsnmmen  und 
Wurzeldifferenzen.  —  Geminanten  und  Discriminanten. 

§  19.  Die  Glelohniigen  der  Warzelsammeii  imd  Wurzeldlfferenzen. 
Wenn  man  irgend  eine  homogene  algebraische  Function  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  annimmt,  in  welcher  nur  jedesmal  eine 
bestimmte  Anzahl  der  Wurzeln  enthalten  sind,  so  ist  durch  ver- 
schiedene Kunstgriffe  möglich  eine  andere  algebraische  Gleichung 
zu  bilden,  welche  alle  die  möglichen  Yariationen  jener  homogenen 
Functionen  als  Wurzeln  enthält.  Handelt  es  sich  darum,  eine 
Gleichung  Y  =  0  za  bilden,  deren  Wurzeln  alle  möglichen  Summen 
von  je  zwei  Wurzeln  der  gegebeneu  Gleichung  sind,  also; 

yi  =  ^1  +  *«)     J/s  =  *i  +  ^  7     "■  8-  w- 
80  wird  die  neue  Gleichung  offenbar  vom  -ten  Grade   sein, 

da  dies  die  Anzahl  aller  Gombinationen  von  n  Elementen  zur 
zweiten  Klasse  ist,  um  zur  Gleichung  1^=0  zu  gelangen,  mOsst« 
man  sämmtliche  Binomia Ifactoren: 

[»-(*!  +  *>)J  [>  -  (».  +  i.)l  •  ■ .  b  -  (',  +  »,)]  ■ .  • 
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mit  eicandsr  multipliciren  und  das  Product  gleich  Null  setzen. 
Man  erhält  auf  diese  Art  die  Gleichung: 

jr  +  ^jr-'  +  5y-»  H 0, 

wo  r  =  (  " )  und  A,  B,C,  ...  gewisse  symmetrische  Functionen 

der  Wurzeln  Xi^x^x^  . .  -x»  sind,  die  sich  stets  durch  die  Coefäcienten 
der  gegebenen  Gleichung  ausdrücken  lassen. 

Aufgabe.    Fflr  die  allgemeine  kubische  Gleichung 
«»  +  as»  +  Js  +  c  =  0 
die  Gleichung  der  Wurzelaummen  zn  bilden. 

Die  Wurzeln  der  gesuchten  Gleichung  sind 

Durch  Multiplication  der  Binomtalfactoren  erhalten  wir 

y*— 2(3!,^-J^^-a^)J/*+(Xl»+V+V+3^l^  +  3«l«8  +  3^i3^)y— 
(,x,»aT,  +  x^Xt*  +  Xi*x,  +  *,  V  +  V^  +  a^V  +  23\a:ja^)  =  0, 
oder  kurz 

y'  +  Äy'+By  +  C-O. 
Ea  ist  demnach  folgende  Gruppe  von  Bestimmungsgleichungen 
vorhanden 

*i+*s  +  ^  =  —  flj 

X^Xi  +  X^X^  +  XfX^  ^  *; 
X^X^Xi  =  ~C, 

2(«, +«.  +  %) Ä, 

X*  +  V  +  V  +  3(a;,3:j  +  x^x^  +  x^x^)  =  B, 
^,ai(«,  +  ^,)  +  XiXs{x^  +  x^)  +  2^a^(j^  +  a^)  +  2j;,a;ja^  =-  —  C. 
Aus  diesen  sechs  Gleichungen  folgt 

Ä^2a,    B  =  a*  -b,    C=ab  —  c. 
Die  Gleichung  der  WurzeUumme  ist  also 

»•  +  2«j' +  (o>  +  t)  j,  +  («i  -  »)  -  0. 
Für  Gleichungen  höherer  Grade  ist  dies  Ver&hren  oft  mit  Schwie- 
Tigkeiten  verknüpft  und  ohne  Kenntniss  und  Änwendui^;  der  Eigen- 
schaften der  sogenannt«Q  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln 
der  Aufgabe  unmöglich. 

Eb  soll  deshalb  ein  anderes  einfacheres  Verfahren  entwickelt 
werden,  wodurch  zugleich  die  Gleichung  der  Wurzelsummen  und  der 
Wurzel  differenzen  erhalten  wird. 
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Die  gegebene  Gleichung  sei 

f{x)  =  x-  +  ax^-^  +  6a:"-*  H h  '  —  0, 

und  X, x^x^  ..  .Xu  ihre  Wurzeln!  Bezeichnet  man  die  Summe  zweier 
Wurzela  x^  und  x^  mit  y,  ihre  Differenz  «,  —  a^  mit  e,  bo  ist  offenbar 

%  — -2-(y  +  «),    y^  =  \in  —  e). 

Da  die  Werthe  «,  und  x^  der  Gleichung  /X^a;)  =  0  genfigen,  so  ist 

c-i^)"+«C4-'r+'(^'r +■•■+'-" 

und 

(s^-)" + °  ^-^T + '  f^T"' +■••+'-»■ 

Gliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  b,  so  erhält  man  die  Gleichung 
der  Wurzelsummen;  eliminirt  man  dagegen  y,  die  Gleichung  der 
Wurzeldifferenzen.  • 

Zur  Vereiniachui^  der  Gleichungen  setzen  wir 
1  1  ^ 

und  achreiben  die  Gleichungen  in  folgender  Gestalt: 

{t  +  nY  +  o(£  + «))-'  +  KS  + 1)-'  +  <t  + 1)}-»  +  -  =  0, 

a-  ^)"  -  o{e— ^)-'  +  &a- '))-''  -  ca-  ^)"-''  +  -  =-o. 

Werden  die  Binome  entwickelt  und  nach  Potenzen  von  %  geordnet, 
so  ergeben  sich  daraus  mit  Einffihruog  der  derivirten  Functionen 
die  beiden  Gleichungen: 

I-  «1) + rm + rw  ^  +  - + /•"»  i^^,y,  +  ?•  -  o, 
n-  m  -  rm + rw  ri  -  ■■ + f^'(.v)^^,  +  s-  -  o. 

Durch  Addition  und  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  erhält 
man  zwei  andere,  welche  nur  gerade  Esponenteu  der  HauptgrSsse 
enthalten,  sich  also  auf  den  halben  Grad  bringen  lassen,  nämlich 

III.  /■(,,)■+ r(v)-^  +  f"(v)rrm  + »• 

IV.  /■■(,) +rwj|^,+rwn|x6  +  ----»- 

Fährt  man  mit  der  Elimination  von  g  fort,  so  erhält  man  zuletzt 
eine  Gleicboog,  welche  nur  noch  i)  enthält. 
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Entwickelt  maa  die  Binome  und  ordnet  nach  Potenzen  von  t), 
80  erhält  man  die  Gleichungen: 

V.  «0    +r(Oi    +r(Oi''-j   +-+r-o, 

VI.  a-t)  +  r[-t)i  +  r'(-t)^^  +  ■  ■  ■  +  r -0. 

ffliininirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  i],  so  erhält  man 
sttletzt  eine  Gleichung  in  £,  welches  die  Gleichung  der  halben  Wurzel- 
differenzen ist.  Dieselbe  ist  offenbar  von  doppelt  so  hohem  Grade 
als  die  der  WurzeUummen. 

Aufgabe.  Für  die  allgemeine  kubische  Gleichung  sowol  die 
Gleichung  der  Wurzelsummen  als  der  Wurzeldifferenzen  nach  vor- 
stehender Methode  zu  bilden. 

Es  ist 
I.      E»  +  (3i/+«)f'  +  (3^'+2a.,-|-i)£  -H  (f-\-ar}*-\-b7}-\-c)=0, 

Durcli  Addition  und  Subtraction  erhält  man  weit«r: 
m.  e'-(-(35'  +  2o5  +  S)  — 0, 

IV.  (3,  +  «)p  +  (,'  +  «,>  +  i,  +  «)_0, 

und  wenn  man  die  Werthe  von  ^  einander  gleichsetzt: 
8i)*  -t-  Sarj'  -\-  2(o*  -f  b)r)  -|-  (ab  -  c)  —  0. 
Setzt    man    wieder   y    au  die  Stelle   von  2i},    so  erhält  man   die 
Gleichang  der  Wurzelsummen,  nämlich 

f  +  2ay*  -f  {a'  +  b)y  -|-  (ah  -  c)  =  0. 
Geht  man  aus  von  den  Gleichungen  V.  und  VI.,  so  ist 

V.  V+(3e+a),'  +  (3S'+2"£+i)l  +  (E'+«P+H+«)-0, 

VI.  ,"-(3t-a),'  +  (3{'-2<.{+i),-(S'-o{'+!,E-c)-0. 
Eliminirt  man  hieraus  ij,  so  erhalt  man 

ab  —  9£-~Bo£' 
"^  ~        'i(ar—'zb  —  laj') ' 
und  die  bikubiscbe  Gleichung 

^  L2(a' -1  3fc  -  länj  '''*  2(a'  -  86  -  12 £^  +  ^  +  *  =  " ' 

welche  die  Gleichang  der  halben  Wurzeldifferenzen  ist.  Setzt  man 
wieder  2£  =  ^,  so  ergibt  sich 

z*  —  2(a»  -  36)ä*  +  (o*  —  3i)*Ä  +  j-  («&  -  9c)* 

-  -j  (a>  —  36)  (y  -  3ac)  —  0. 
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Man  kann  diese  Fina^leichaugen  noch  auf  eine  andere  Art 
Tou  zwei  Sondergleichimgen  ableiten.  Um  nämlich  die  Gleichung 
der  Wurzelsummen  unabhängig  yon  z  zu  bestimmen,  beacht«  man, 
dasB 

T  C?  + «)  =  y  ~  y  (y  -  ^) 

oder 

•  Xi^y  —  x^ 

ist,  und  dass  demgemäss  folgende  beiden  Gleichungen  coexistiren: 

f(x)  =  iE"  +  ax'-^  +  bx^*  +  cx"-^  H =c=  0 

f(y~x)  =  {y  —  xy  +  a(y  -  x)"-^  +  b(j/~  a;)"-*  H =  0, 

oder,  wenn  man  die  Potenzen  der  Binome  entwickelt: 

vji.      rtj)  -  r(»)«  +  r  (j)  o  —  +  »■  -  0 , 
vm.  /■(_>,)  +  /-(-»)  j,  +  /•(-«)  J^  +  ...  +  »•_  0 . 

Eliminirt  man  aus  f(x)  =  0  und  VII.  die  Grösse  x,  so  erhält  man 
die  Summengleichung  ¥=0. 

Um  die  Differenzengleichung  unabhängig  von  y  zu  bestimmen, 
erwäge  man,  dass 

!(!'  +  «)--(»-»)  +  » 
ist,  oder 

«1  =  Äj  +  z. 

Es  coexistiren  also  die  Gleichungen 

und 

f(x  +  ,)_(«  +  ,).  +  a(x  +  1)-'  +  bix  +  «)—  + 0. 

Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  x,  so  erhält  man  die  Dif- 
feranzengleicbung  Z  ^0.  Man  -entwickele  zu  dem  Zwecke  die 
zweite  Gleichung  in 

IX.      f(x)+f'(x)i  +  r(x)^^  +  --+f-o, 

oder 
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Weil  ({x)  ™  0  ist,  so  reducirt  sich  die  GleichuDg  IX.  nach  Division 
durch  2  auf 


XT. 


/-(^)  +  rwj^  +  rWn^  +  ---  +  ^^  =  o. 


Wenn  die  Gleichung  Z=0  mehrere  Wurzeln  gleich  Null  hat,  so 
ist  dies  ein  Zeichen,  dase  die  Gleichung  X  =  Q  mehrere  gleiche 
Wurzeln  hat.  Es  kann  also  die  DifFerenzengleichung  zur  Auffindung 
derselben  dienen. 

Um  noch  zu  zeigen,  wie  die  Summen-  und  DifiFetenzengleichung 
der  allgemeinen  bubiseben  Gleichung  nach  der  letzten  Methode  ge- 
fanden wird,  so  bilde  man  die  Gleichungen 
VII.      (y»+oy*  +  6y+c)  — (3y^+2o!/-f6)a:+(3y+a)a;*— j:'=0 

Setzt  man  dazu 

f{x)  =  c  -\-hx  -{-  ax"  -f-  a;'  ■=  0 , 
so  hat  man  aus  dieser  und  jeder  der  beiden  andern  die  Grösse  x 
zu  eliminiren.    B^innt  man  mit  der  ersten,  so  ist  die  letzte  Best- 
gleichung: 

2\^  +  2ay^  -\-  (a»  +  b)y  +  {ab  -  c)]  x 
=  y[jf'  +  2af  +  (a*  +  b)g  +  («6  -  c)] . 
Dieser  61eicbnI^;  gen^en  die  beiden  andern 
1 

S^  +  2a!^  +  (o»  +  h)y  +  (ah  -  c)  =  0. 
Da  die  erste  im  Allgemeinen  nicht  stattfindet,  so  muss  immer  die 
zweite  gelten  und  sie  ist  die  Summengleichnng.    Im  andern  Falle 
hat  man  x  zu  eliminiren  aus  den  Gleichungen 
a?  +  ax*  +  6a;  +  c  ^  0 
und 

3a:«  +  (3^+2o)a;  +  ^*  +  a2+  6  =  0. 
Die  letzte  ßestgleichung  ist: 

2(3«»  -  a»  +  U)x  +  [3«*  +  2az^  —  {a^  ~  36)^-  (a6-9c)3=0, 
woraus  der  Werth  von  x  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt,  die 
Gleichung  Z  —  0  ergibt 

Da  sich  die  n  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  h*™  Grade  stets 
n(n —  l)mal  zu  Differenzen  ohne  Wiederholungen  combiniren  lassen, 
so    mnas   die   Gleichung  2  =  0  im   Allgemeinen    vom   »(«— l)**" 
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Grade  aein,  und  da  je  zwei  und  zwei  Differenzen  «i  —  Xtundx^  —  »^ 
dem  absoluten  Werthe  nach  gleich  und  von  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen sind,  80  besteht  die  Differenzengleichung  aus  n(n  —  1)  Bi- 
Domialfactoren : 

(»-»,)(»+»,)(«-».)(»+«.)(»-».)(«+».)■••, 

oder  aus  »  quadratischen  Factoren: 

woraus  herroi^eht,  dass  das  Product  dieser  Factoren  eine  Gleichung 
von  lauter  geraden  Potenzen  bilden  muss.  Schreibt  man  die 
Gleichung  in  der  Form 

^'"  +  a^z"«-'  +  by-^  H =  0 

und  setzt  u  an  die  Stelle  von  z^,  so  erhält  man  eine  Gleichui^ 
deren  Ordnungsexponent  halb  so  gross  ist  als  der  der  Differenzen- 
gleichung und  deren  Wurzeln  die  Wurzelquadrate  derselben  sind. 
Man  nennt  die  Gleichung  U^O  deshalb  auch  die  Gleichung 
der  quadrirten  Differenzen. 

§  20.  Von  den  Geminanten  and  Disorlmlnanten. 
Ea  ist  fQr  die  Auflösung  der  Gleichungen  und  ffir  die  Unter- 
suchung der  Natur  der  Wurzeln  oft  von  Wichtigkeit,  gewisse  Ver- 
bindungen oder  Functionen  derselben  zu  keimen.  Aus  den  wich- 
tigsten sind  hervorzuheben  die  Geminanten  und  die  Discriminanten. 
Unter  der  Geminante  Gn  einer  Gleichung  verstehen  wir  das  Ab- 
solutglied der  Summengleichung  und  unt«r  der  Discriminante  i), 
das  Absolutglied  der  Differenzengleichung  oder  der  Gleichung  der 
quadrirten  Differenzen.    Demgemass  ist  einerseits 

G.  =  +  (*.  +  ^)  (a^i  +  iCa)  (3^  +  ^4)  ■  ■  ■  (^i  +  ^)  X 

(a^  +  Xg)  (Xt  -f  «.)   -'•  •  (xt  +  a;,)  X 

(^  +  «*)  ■■•{*>  +  ^-)  X 


(x^t  +  x^); 


und  andererseits 

2»,  -=  +  C^i  -  '^)\:^i  -  ^)\^i  -  a;J'  -  ■  ■  (a;.  -  x^y  X    ' 
{x,  —  a^)V,  —  x,y  ■■•{xt  —  x^yx 
(ic,  —  a;^)'  ■  -  -  (x,  —  2!,)'  X 

(ai_i  —  *,)'. 
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%  20.    Die  Geminante. 
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Das  Vorzeichen  ist  +,  je  nachdem  d!e  Anzahl  der  Factoren  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Um  die  Geminante  einer  Gleichung  vom  n*™  Grade  zu  bilden, 
setze  man  in  der  Gleichung  VIII.  §  19  j/  •>=  0  und  eliminire  x  aus 
den  beiden  Gleichungen 

fXxj'-O     und    /(-a:)  =  0. 
Ist  die  gegebene  Gleichung 

f{x)  =  rc»  +  ax^^  +  b3f^'  +  ex—'  H h  *  —  0, 

so  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction  der  beiden  Gleichungen 
die  beiden  einfacheren : 

ar  +  bsf^'  +  rfa:"-*  +  fx"^  -\ —  0 

oa--»  _|-  cx'"~*  +  ex"~*  +■■•■=  0, 
welche  nach  Elimination  von  x  die  Geminante  ei^ben. 

Dieselbe  läset  sich  am-  eipfachsten  in  Form  einer  Determi- 
nante darstellen*).  Ist  n  gerade,  so  hat  die  erste  Gleichung  ein 
Glied  mehr  als  die  zweite;  ist  n  ungerade,  so  haben  beide 
Gleichungen  gleichviel  Glieder.  Die  zu  berechnende  Detenni- 
nante  ist 


1     6     d    ■     ■    r     t     0     0 
0     1     b    d     ■    ■     r     t     0 
0    0    1    6    rf    -      -     r     t 

a     c    e    ■     ■    s   0    0    0 
0    o    c    c     ■    ■    s    0    0 
0    0    a    c    e    •     •     s     0 

Ist  »  gerade,  so  bilde  man  — ^ —  Reihen  der  ersten  Gruppe, 
-=  Reihen  der  zweiten;  ist  n  ungerade,  so  bilde  man  — - —  Beihen 
in  beiden  Gruppen.    Die  Diagonale  (-| — f-)  ist  positiv  gerechnet 

1.  Beispiel.    Gg  zu  bilden. 

Die  beiden  Gleichungen  sind 

*)  Mao  aehe  9  14. 
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Zweiter  Abschnitt    Traosforumtion  der  Gleichungen. 

Man  findet  nach  der  allgemeineD  Anleitung 
1     !.|+_ 
+  \a     c\ 
2.  Beispiel.    G^  zu  bilden. 
Die  betreffenden  Gleichungen  sind 

a;'  +  Sa;'  +  iJ  —  0 
aj^  +  c  ^0. 

Die  Determinante  ist 


e,  — 


(c-ab) (l,+ai)(rc,+ai)(l,  +  I,). 


o,— 


=  —  (c*  —  abc  +  a'd) 


Die  Geminanten  der  Gleichungen  höherer  Ordnung  sind: 

e, (ad  —  e)'—(ab  -  c)(be  -  cd)  , 

G, [eiad—ej-caA  Uad ~c)  ~  ^(ab-c)\ 

+    a*/  —  (te{ab  —  c)      ■ 

Man   Icann   die  Geminanten  zur  besseren  Ueberaicht  ihres  in- 
neren Zusammenhanges  anf  die  Form 

ö. (ql—sr)P,+(i>t-sp)P,  +  (ml—s«)P,-(kt-^sl)P,+  -  ■  ■ 

bringen*).     Man  findet: 

e,  —  o , 

G, {l.c  —  b.ajB,,   B„  —  1  1 

G, {ad  -  cb)0,  +  (0  .  d  -  c .  i)C,  ;     C,  —  o,  C,—ö; 

O,  — —  (ie  — iJc)i),  +  (l.e  — <(<i)Ai  D,  —  ab  —  c,D,  —  ad—e; 
G,--{cf-ei)E,  +  (af-eb)E,-(p.f^€A)E,; 

E„^  —  a(ad  —  e)  -f-  c(ab  —  c) , 

M,--a(af-S)  +  e{ab-e-j, 

£j  ■=  —  e{af  —  ?)  +  e{a(i  —  c)  ; 

*}  HatthieBBCn.    Zar  Theorie  der  beetammten  Integrale  nnd  der  Gamma- 
fuDCÜODen.    ZeitMhrift  f.  M.  u,  FhjB.  Xll.  1867.  S.  30». 
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G-, {dg  ~  fe)F,  +  (bg  -  fc)F,  -  {\  .g  -  fa)F, ; 

F„^—(ah-c)[(ah-c)d-{af~g)]-\-(aä-e)[(ab-c)b-iad~e)] 

F, (ab-c)[(ab-c)f-(ah^i)]-\-iaf-g)[(ab-c)b~(ad-e)] 

Fg (ad—e)[(ab-c)f-{ah~{)]  +  (flf-~g)[(ab-c)d—{ad-e)b] 

G^^-ieh-^f)G^+{eh-g^G,~(ah~^gb)G,-^-{0.h-g.l)G,; 
etc.  etc. 
ü«  die  Discriminante  einer  Gleichung  vom  n""  Grade  zu 
bilden,  aetse  man  in  Gleichung  XI  §  19  ?  «  0  mit  allein^er  Bei- 
behaltung der  höchsten  Potenz  ^~^,  welche  einen  Theil  des  Al>- 
eolotgliedes  von  f(x)  bildet  ÄUdann  eliminire  man  9:  aus  den 
beiden  Gleichungen 

/■w-o,  r(«)  +  »-'-o 

und  setze  ?  =  0.    Für  eine  Gleichung  vom  n*^  Grade  sind  die 
beiden  Gleichungen: 

af  +  asf-'^  +  6a?^»  H j-  i  —  0 

»»^»  -H  (w  —  l)axf^'  H f-  (s  +  «^')  —  0- 

Von  der  ersten  Gruppe  der  Elementenreihen  hat  man  n  —  1, 
von  der  zweiten  n  Reihen  zu  bilden.    Da  die  h&chste  Potenz  von 
g,  nämlich  «^"— •>,  positiv  werden  muss,  so  hat  man  das  Voraeichen 
der  Determinante  umzukehren.     Dieselbe  lautet 
+  1  a  b  c  ■  t  0  001- 


{n-l)a(H-%)b  (g+i;--ij     0  0  0        0 

n      («-1)0  (»^2)6  ■    (*+*""')       0  0        0 

0  n      C«-l)(,n(-2)(.        .  .    (s-l-r"-')       0        0 

0  0  n       (n— l)a  (n^2)6  («+«""')  0 


1.  Beispiel.    Die  Discriminante  D^  zu  bilden. 
Man  berechne  die  Determinante 


=._(«*-  46)  = 


-(*,-x,)^ 
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2.  Beispiel.    Die  Discriminante  i>,  der'knbischeti  Gleichang 
zu  bilden. 

Man  bereclme  die  Determinante 


A  — 


1    a    b    c    0 

— 

0    1    a    b    ■<: 

S   2a  b    0    0 

0    3   2o  i    0 

0    0    3  2o    i 

+ 

9c)'-|(o'  — 3!i)(i'-8oc) 


3.  BeiBpieL     Die  Discrinmiante  D^  zu  bHdea. 
Mau  findet 


c    d 


0    0 
d    0 


0     1    a 

0    0     l    a    b    e  d 

4   3a  2b   c    0    0  0 

0     4   3a2b   ö    0  0 

0    0    4  3o26  c  0 

0    0    0    4  3o2S  c 


=  K  -fl^)*(x,— a;,)*(a;i— a:^)* 
X("i-»<)' 


+ 
—  i  j(16iJ  -  oc)'—  (16i  -  oc)  [4(6. 
+  2(8J  — 3<.')(8M-3(!^"|  +4(86 


+  4(ßbd  —  Si?)(6c  -  abf - 


-ab)(ead-be) 
3o')(6oii  — Sc)' 
3a')(9oe  -  4i')(86(i—  3c0)  • 


Die  Determinaut«  D.  läset  sicli  nocli  unter  einer  etwas  abge- 
kürzten Form  darstellen,  indem  man  die  erste  Gruppe  der  Horizontal- 
reihen mit  n  multiplicirt  und  die  homologen  Reihen  der  zweiten 
Oruppe  paarweise  snbtrahirt.     Man  erhält  auf  diese  Art: 


- 1)—'  X 


86         Sc 

a         ib        3c 

!(«- 

■       [(. 

J     ni                  0              0       0- 
-1)8 -z""*]        tri             0       0- 

(t          a         ib 

Sc 

■       [(«-1)«-I— ']  M        0          . 

(»-J)o(n-S)6    . 

(s-l-«"-')              0               0        0 

n      («^l)a(»- 

2)4 

(.-!-«—')     0      0 

0          «       (n— 

l)a(« 

-!)1 

■       (.■+•-')<' 
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Bei  der  Bestiinmang  des  Yorzeichene  dieser  Detenainante  hat 
man  auf  die  Anzahl  der  Inversionen  zu  achten,  welche  bei  der  Bil- 
dung der  hSchsten  Potenz  von  ss,  nämlich  z^*~'J  unter  den  Per- 
mutationen vorkommen.  Das  höchste  Glied  in  der  DifFerenzengleichnng 
ist  nämlich 

(-1)— '«"-*«-(— ". 

Deshalb  ist  die  Resultante  der  Gleichnngen,  welche  man  durch 
Berechnung  der  Determinante  erhält,  durch  ( — 1)"~^  w"~'  zu  diyi- 
diren  und  dann  e  gleich  Null  zu  setzen.  Um  diese  Rechnung  an 
Beispielen  zu  zeigen,  so  ist 

2ftl  +_ 


D,  = 


+    2 


-(o'-46); 


2i 

3« 

0 

a 

2!. 

3c 

2a 

6 

0 

3 

20 

b 

-|(a'-3S)(S'-3«.) 


—  i(2a'  -Sol  +  27»)'  -  ^(a>  -  3i)' 

—  ia'c  -  a'V  -  ISuJc  +  iV  +  87c". 


2S  3e 

a  2b 

0  a 

3a  2b 

i  Sa 

0  4 


id 

0 

0 

3c 

4rf 

0 

2b 

3c 

id 

c 

0 

0 

2b 

c 

0 

3o 

2b 

c 

U\U- 


-  oe)'  —  (\M  -  ac)  U(6c  —ab)(6ad  - 


bi) 


+  2(8S  -  3i.>)(8J<J  -  3c")']  +  4(8S  -  3a')(6<.i  -  ic)> 
+  4(86d-3c")(6c  — oi)"  — (8J  — 3a')(9oc-4(i')(8iii-3c")| 
—  ^(i'-3ac  +  12(0'-^(72Sä+9oJc  — 27  c'  — 27<.V-2ii')'. 
Was  das  Vorzeichen  der  Discrimiiiante  anbelangt,  so  hat  mannoch 
Folgendes  zn  beachten.  Es  ist  ||  gerade,  wenn  n  von  der  Form 
4m  oder  4»t+liBt,  imd  ungerade,  wenn»TOB  der  Form  4»t  +  2 
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oder  4t» -j- 3  ist  Ist  (*l\  gerade,  so  muss  fSr  lauter  reelle 
Wurzeln  der  Gleichung  das  A.bsolut^lied  ein  -|-  Zeichen  haben;  ist 
d^egen  ("  ]  ungerade,  so    muss  fQr  lauter  reelle   Wurzeln   das 

Äbsolutglied  ein  —  Zeichen  haben.   Sind  die  Vorzeichen  entgegen- 
gesetzte, so  wird  man  hieraus  schliessen  müssen,  dass  unter  den 
Wurzeln  auch  complexe  vorkommen.     FHr  lauter  reelle  Wurzeln 
ist  das  letzte  Glied  der  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen 
D^  und  Dg  negativ, 
D^  und  J)j  positiv, 
Dg  und  D-,  negativ,  u.  s.  f. 

Man  vrird  demnach  zur  Prüfung  der  Realität  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  das  Vorzeichen  der  Discriminante  ermitteln  müssen.  Für 
die  Gleichungen  der  ersten  fünf  Grade  gelten  folgende  Regeln: 

Sind  i)j  und  D^  negativ,  so  sind  alle  Wurzeln  reell;  sind 
2>j  und  Bf  positiv,  so  sind  zwei  Wurzeln  complez.  Sind  femer 
Iff  und  D^  positiv,  so  sind  alle  Wurzeln  reell  oder  vier  com- 
plex;  sind  D^  und  D^  negativ,  so  sind  zwei  Wurzeln  complez, 
die  übrigen  reell. 

§  21.    Die  Dlsoriminasten  der  Cayley'schen  Formen. 
Gebt  man  aus  von  der  in  §  1  genauer  bezeichneten  Form  des 
binären  Polynoms 

fix,y)={a,b,c,...t')lx,y)', 
so  nehmen  die  Discriminanten  eine  viel  einfachere  Gestalt  an.   Nach 
Brioachi  erhält  man  dann  die  Discriminante,  wenn  man  die  beiden 
partiellen  Differenzialquotienten  (t^)  und  (?^ )    gleich   Null    setzt 

und  die  Variabein  x  und  y  eliminirt.  Dies  Verfahren  lässt  sich 
von  dem  oben  angewandten  leicht  ableiten.   Das  binäre  Polynom  sei 

dann  ist 

(1^)-»»»?— +  («-l)(")6i— »  +  -.  +  «SC-'-0. 

Multiplicirt  man  f(x,y)  mit  «  und  (/-)  mit  x,  dividirt  die 
Differenz  der  beiden  Gleichungen  durch  y,  so  erhält  man: 
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§  81.    ENe  DiHcriroinaote  der  Cajlej'scbeD  Formen.  49 

nfca:— +  («-l)p^c^-»y  +  ---  +  nfy-'  =  (|^)  =  0. 

Man  kann   also   zur   ElimmatioD   von   x   und  y  uehmen  die 
Gleichufigea 

(1-0  =  0,   (19  =  0. 

1.  Beispiel.     Man  soll  die  Discriminante  bilden  von 

f{x,y)  •=•  aa?  -\-  2bxy  +  cy*  =  0 . 
Mau  bilde  die  Determinante  der  beiden  Qleicliungen 

Man  findet  daraus 

B,_+|«    '-_„_,.. 

—  I  6     c  .+ 
Sind  —  und  —  die  Wurzeln  der  Gleichung  f{x,  y)  =  0,  so  ist 

2.  Beispie].  '  Die  DiBcrimin&nte  7)g  zu  büden  von 

/■(».j)  —  aif+  Ux'y  +  3cV  +  ely'  —  0. 
Man  berechne  die  Detenninante  der  Gleichungen 

I  (Ij)  -  »^  +  2hxs  +  cy'-0 
Dieselbe  iat 


A  — 

Sind 


a 

26 

c 

0 

0 

a 

2b 

c 

h 

2e 

d 

0 

0 

i 

2c 

d 

{ad—hcf—Aiitc-b^Qid  —  c^. 
die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung /"(a;,j/)  ^  0, 


M«tthin»ii,  Griudia^  d.  ont.  u.  mod.  Al^bra.  4 
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3.  Beispiel    Die  Discriiniiiaute  D^  zu  bilden  vou 
f(x,y)  =  aa^  +  4ba?y  +  Gcx'y*  +  4dx!f^  +  ej^  =  0. 
Die  BeBtiminungsglöichuDgen  sind 

i  09  -  '** + ^"^^ + ''''■»' +'-"■ 

Die  Discriminante  findet  man  durch  BerediDuug  der  Deter- 
minante 


+ 


a 

3J 

3c 

d 

0 

a 

3i 

3c 

0 

0 

a 

3S 

b 

Sc 

Sd 

e 

0 

h 

3e 

Sd 

0 

0 

t 

3c 

Man  kann  dieser  Determinant«  eine  ktlrzere  und  symmetrisclie 
m*)  geben,  nämlich 


+ 


II,— 


3(ce  -  (F) 

c'J),  3(be-ci) 

(ae  —  bd) 


cif 


lae-bi),  3(be—cd), 

3{ad  —  bc),  ([oe  -  bd]  +  9lbd 

3(oc-S"),  3(oi;-Sc), 

—  [oe  —  bdf  —  9[ad  —  be)(be  —  cd) 

+  2(<ic  —  V)(fe  —  d^l  [0«  —  bd]  +  27{oc  —  V)(bc 

+  27(ce  —  d')(ad  —  6c)'  -  81  (oc  —  i'){i(/  —  c')(cc  -  <i") 

_<eft_«.yA,_^yft_5,V/ai_«.Y/:^^.AY"i_sV 

Ebenso  kann  man  die  Biacriminante  der  kubischen  Gleicbimg 
abkürzen  in 

+ 


A- 


{ad-bc),     2(ac  —  b') 

2(tii  —  c"),    (oä  -  6c) 
^,r(26'-3o6c  +  o'ii)'- 


+ 
4(6'- 


««)■]  • 


Da  die  Discriminanten  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln 
sind,  so  lassen  sie  sich  auch  auf  verschiedene  Art  symmetrisch 
schreiben,  x.  B. 


*)1 


rergl.  §  46  nnd  §  G 
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S  22.    Die  QleicliQtig  der  Wurzelprodacte.  51 

D^^  -ac  —  hi  -\-^ac , 
S,  —  2(l>'—acXbd-if}  -(ad-  be)(eb  -ii<i)+2{c'— <»)  (ea  -  i"), 

'"L"   "  "         '        'ef-d-a  -     - J 

„,  nad  -bcYI.ee-  d-)  +  (6-  -«c)(rf  -  ».)n  ■ 
_27|_  -,j.^.J—  -J    • 

Von  der  Mitte  ab  vertausche  man  rückwärtssclireitend  a  und 
Cy  h  und  d.  Äuaserdem  lässt  eich  die  Discriminante  B^  schreiben : 
D^  =  (ae  -  Ahd  +  3c»)'  -  27 {«ce  +  2hcd  —  ad^  -  e6«  -  c*)*, 
unter  welcher  Form  sie  in  der  Theorie  der  biquadratischen  Gleichungen 
gewöhnlich  betrachtet  wird. 

VI.     Bildung   der   Gleichungen    der    Wurzelproducte    und 
Wurzelquotienten. 

§  22.    Die  Glelchoogen  der  Wvrzelproducte. 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

f{x)  -=-  ar  +  ax'-^  +  bxr-^  -f sj;  +  i  =  0. 

Wenn  eine  Gleichung 

Y=ir-\-Ay-^  +  By^*-\-...-\-T=0 
gesacht   werden    soll,    deren    Wurzeln    sämmtliche    Producte    der 
Wurzeln  von  f{x)  zu  je  zweien  darstellen,  so  dass 

?i=*i^.    yt  =  x^x^,---yr'^  x^-iX„ 
ist,  dann  wird  offenbar  r  =-  -^ — ^  sein. 

Zur  Bestimmung  der  Gleichung  der  Wurzelprodacte  kann  man 
sich  einer  Methode  bedienen,  durch  welche  zugleich  die  Gleichung 
der  Wurzelsumme  gewonnen  wird.  Man  setze  3:1+3:^  =  5  und 
x^x^^y;  alsdann  ist 

a?  —  (i^i  +  a^)a:  -\-XiX^  =  a^  —  sx  -\-  y 
ein    quadratischer    und    trinomiscber    Factor    von    der   gegebenen 
Gleichung.     FOhrt   man  die  Division  des  Polynoms   durch   diesen 
Factor  ans,  so  muss  man  zuletzt  einen  Rest  von  der  Form  Px  -\-  Q 
erhalten,  welcher  gleich  Null  sein  muas,  woraus  folgt 
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Nun   sind  P  und  Q  ganze  algebraische  Functionen  von  s  und 
y,  ans  denen  durch  Elimination  die  beiden  Gleichungen 

gewonuen  werden.    Multiplicirt  man  P  mit  s  und  addirt  Q,  so  er- 
hält  man  zwei   Reihen,   welche   sich   allgemein  darstellen   lassen, 
nämlich 
I.    Ps  +  §  =  s''-|-as"-i-|-is— «  +  CS— «H \-t 

n.    P  —  if^'  +  as—'  +  ts— '  H t-r 

+"'[("  »V'^+C^')'"'""' +■■■]"■■• 

Setst  mau  nun  der  Kurze  wegen 

«■  +  «s^'  +  hs-' +  ■■■+!  -f(s), 

S-'  +  OS-'  +  is—  H h  s  -  A  (s) , 

s-<  +  oi--»  +  Js—  +  ...  +  ,.  =  /;(s) , 

U.    8.    W,, 

SO  sind  die  beiden  Gleichungen,  welche  die  Gleichungen  der  Wurzel- 
summen  und  Wurzelproducte  einzeln  liefern: 

IV.        P~Us)-vr.\s)  +  J^/;"(s) -  j^' ,; C'«  +  •  •—  0. 

Beispiel:  Gegeben  sei  die  biquadrische  Gleichung 

a;*  +  Oic'  +  ftar^  +  «a:  +  rf  =  0; 
die  Gleichungen  8  =  0  und   Y  ■=■  0  zu  finden. 
Durch  Ausfabrui^  der  Division 

x*  +  ax'+bx*4-cx+d        81/     i\      r/si  II         \i      -^«+0 

ai'  — sx  +  y  I  \     I     /      I  \      I  I  Jf/  I  a;i_sx-j-i/ 

oder  auch  mit  Hülfe  der  Formeln  111  und  IV  erhält  man: 
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9  23,    Die  Gleichung  der  WorEelqDotienten, 

Ps  H- <y  =  (»^  +  as^  +  fcd- +  CS  +  rf)  -  l/(3s*  +  2«s  +  t)  +  yä  = 
P  =  (s-''  +  as«  -\.bs  +  c)~  y(ßs  +  a)  =  0. 
Aus  beiden  Gleicbnn^n  ei^ibt  sich  weiter 


'(^-7)  =  « 


-  ay. 


Substituirt  man  y  aus  der   zweiten  Gleichung  in  die  erste,  so  er- 
hält man  die  Gleichujig  der  Wurzele ummen: 

s'  +  3os*  +  (3a«  +  2b)s*  +  (a*  +  iaby  +  (2a»6  +  «c  +  6*^  —  4rf>» 
4-  (a^c  +  ab'  —  ia<l)s  —  (a'd  —  abc -j- c*)  =  0 . 
Substituirt  man  dagegen  s  aus  der  dritten  Gleichung  in  eine 
der  beiden  andern,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Wurzelproducte: 
*/-bf  +  (ac  —  d)y*-  —  {a'd  -  2bd  +  >^)f 
+  (oc  -  rf)rfy^  -  &<rj/ +  d»  =  0. 

§  23.    Die  OleiolLimgeti  der  Wnrzelqaotlenten. 
Ist   iKe   Gleichung  f(x)  =  0  gegeben   und    wird   eine   andere 
y  SB  0  gesucht  von  der  Eigenschaft,  da«»  ihre  Wurzeln  allen  mög- 
licheu  Quotienten  ans  je  zwei  Wurzeln  der  Hauptgleichung  gleich 
Bind,  also 

ä'i  ^  ^  '    ''i  ■=  ^  '    y*  ^  ^  ■    "'s  ^  if  '  "•  ^-   ^- 
80   folgt  BUS  der  Form  dieser  Fartialgleichungen,  dass  die  Final- 
gleichung !F-=0  eine  reciproke  Gleichung  Tom  n(n — 1)  Grade 
sein   wird.     Denn  bildet  man  aus  je  zwei  reciproken  Wurzeln  yj 
nud  iji  die  trinomischen  i'actoren 


»"-(S+D^+i-ö. 
»■-(l+D'+i-o- 


so  liefert  das  Product  aller  dieser  Factoren  eine  reciproke  Gleichung 
von  dem  sovielten  Grade,  als  von  n  Elementen  Variationen  ohne 
Wiederholung  gebildet  werden  können.  Die  Bildung  der  Gleichung 
y  =  0  kann  erst  vorgenommen  werden,  sobald  die  Theoreme  Ober 
die  Berechnung  der  symmetrischen -Bruchfunctionen  der  Wurzeln 
gegeben  sind. 
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VII.  Bildung  der  Gleichungen  der  Wurzelpotenzen. 
§  2^.  Die  Glelchangen  der  Worzelqnadrate. 
Ist  eine  Gleichung  X^O  gegeben,  so  wird  zuweilen  verlangt, 
eine  Gleichung  Z  =-  0  zu  bilden ,  deren  Wurzeln  die  Wurzel- 
quadrate x^\  x^,  x^  n.  s.  w.  der  gegebenen  Gleichung  sind.  Diese 
Gleichung  der  Wurzelquadrate  ist  offenbar  eine  Gleichung  vom 
2n'"'  Grade,  in  welcher  die  ungeraden  Potenzen  der  Unbekannten 
X  fehlen. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

X"  —  aa:»-'  +  fca?--*  -f  caf-'  -| 1-  '  =  0 

=  {x-  x,){x  -  x,){x  -  X,)  ...{X  ^x.). 
£s  ist  alsdann  auch 

af  —  oa;"-'  +  bit*-^  —  cx!*-^  H +  (  =  0 

=  (a=  +  x,){x  4-  x,){x  ^x^)---{x^x„). 
Multdplicirt  man  beide  Gteichungen  mit  einander,  so  erhält  man 

(!■  +  IH^'  +  rfi"-"  H )'  —  (o»— '  +  ex—'  +  eai— >  H )' 

-  («=  -  «,•)(«'  -  V)C»'  -  V)  •••(«'-*,')-  0. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  ist  nun  nach  Entwickelung  der 
eingeklammerten  Ausdrücke 

s^n  _  (o»  —  26)s»"-ä  +  (6»  —  2ac  -f  2<i)a^"-* 

-  (c"  -  2hd  -f  2ae  —  2/^2:"—«  H =  0. 

Demnach  wird  der  Coefficient  irgend  eines  r*"  Gliedes  der 
Gleichung  der  Wurzelquadrate  gebildet  durch  die  Verbindung  des 
Quadrates  von  dem  Goefficienten  des  r**°  Gliedes  der  ursprOnglichen 
Gleichung  mit  den  doppelten  Producten  je  zweier  gleichweit  zu 
beiden  Seiten  von  ihm  abstehenden  CoefGcienten,  diese  regelmässig 
mit  abwechselnden  Vorzeichen  genommen. 

Die  gegebene  Gleichung  kann  nicht  mehr  reelle  Wnrzeln 
haben,  als  die  ihrer  Wurzelquadrate  positive  Wurzeln  hat;  sie  kann 
also  nicht  mehr  reelle  Wurzeln  haben,  als  die  andere  Zeichen- 
wechsel hat 

§  25.    Die  Olelchnngen  der  Wurzel^ben. 
Soll  eine  Gleichung  gebildet  werden,  deren  WurzelQ  die  dritten 
Potenzen  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind,  so  mnltiplicire 
man  die  drei  Gleichungen 


lyGoo^^lc 


S  Sfi.    Die  Gleichungen  der  Wnrzelkaben. 


55 


X"  +  ajt"-'      +  bx''~'      +  ca:'~*  -|-  dx'^*      -|-  ...  +  (==  0, 

X-  -i-  fl/i«— '  -f-  bJ^X'^  +  ex-^  +  dJiX"^  -i =-=0, 

jf  -{-  aj^x^^  +  fcJia:"-»  +  c*"-*  +  d/ja?*-*.-! 0 

mit  einander,  wo  J^  und  J^  die  complexen  Kubikwurzeln  der  Ein- 
heit sind,  nämlich 

J,- — i  +  ^V^,   J.  —  |-iv-^. 

Die  Gleichung  der  Wujzelkubeii  wird  gefunden  gleich 
x"  +  (o'  —  3oi  +  3c)i^— '  +  (S"  +  3o'(i  —  3otc  —  3o«  —  3i(i 
+  Sc"  +  3^1?— •  +  (c*  +  3oV  -  iahf—  Saee  +  3o(i>  —  3a4 
+  Si'e  —  3SC.J  -  Shg  +  Scf—  Sde  +  3i)j"^  H h  ?  —  0. 

Um  das  Gesetz  der  Bildung  deutlicher  hervortreten  zu  lassen, 
wollen  wir  die  Columnen  hersetzen,  welche  bei  der  Multiplication 
gebildet  werden; 


+K-«) 


!^'-'+i2f-ea-db+c') 
+a(—e+Ma-cb) 
+li-d~-ca+V) 
+c(2c-i«.) 
+d(~l+a') 
■  +<-«) 

+«1) 


i*^+(2i— Jo-jS+2/i-edJ 

+ii(r-h+2ga-ß-ec+ct^ 

+h(—g—fa+2eb—de) 

+<(if-m~ilb+if) 

+ä(-e+2äa—<3)) 

+ii-d-ca+h') 

+ft2c-fe.) 


Encke  hat  im  Astronomischen  Jahrbuche  für  1841  eine  andere 
Methode  angegeben,  die  Gleichung  der  Wurzelkuben  der  Stamm- 
gleichnng  zu  bilden.   Er  gründet  dieselbe  auf  die  identische  Gleichung 

Diese  Gleichung  hat  förp  +  ^  +  r«— 0  die  zweite  Relation 

i)'  +  y"  +  r*  -  Zpqr  —  0 
zur  Folge.    Man  theilt  demgemüss  die  Stammgleicbung  in  folgende 
drei  Theile: 

a"  +  ex*-*  +  /ir-*  +  iV-'  +  ■  ■  ■  =  j», " 

asT-^  +  dX"-*  +  gx*-i  H =  q, 

6ic^'  +  ea^-*  +  haf-*  -( =  r . 

Diese  Gleichungen  geben,  jede  für  sich  kubirt  und  auch  mit 
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einander  multiplicirt,  lauter  kubische  Potenzen  der  Unbekannten  x. 
Man  bildet  also  den  Ausdruck 

•    f  +  <t  +  f^-^Mr  =  Q, 
welcher  nach  Potenzen  von  x  geordnet  die  geanchte  Gleichung  sein 
wird.    Wir  wollen  hierbei  das  Gesetz  der  Coefficienten  nicht  weiter 
verfolgen. 


VlII.  Die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln. 
§  26.  Begriff  der  sTnimetrischen  FnnctioDeiL 
Ausser  den  in  §  10  betrachteten  Beziehungen  der  Wurzeln 
einer  Gleichung  zu  deren  Coefficienten,  den  Geminanten  und  Dis- 
criminauten,  lassen  sich  noch  viele  andre  rationale  Beziehungen 
zwischen  den  Wurzeln  und  Coefficienten  auffinden,  deren  Kenntnise 
ffir  die  Theorie  der  Gleichungen  von  Wichtigkeit  ist.  Diejenigen 
Relationen,  welche  sämmtliche  Wurzeln  auf  eine  ähnliche  Art  ent- 
weder unter  sich  oder  mit  andern  Grössen  verbunden  in  sich 
Bchliessen,  nennt  man  symmetrische  Functionen  derWurzeln. 
Man  erkennt  dieselben  im  Allgemeinen  daran,  dass  sie  ihren  Werth 
nicht  ändern,  welche  Permutationen  man  auch  mit  den  Elementen 
vornimmt,  woraus  sie  bestehen.  Die  wichtigeteü  Formen  derselben 
sind: 

a^^  +  a^  +  a^  +  a^H \-  af^     =  £[3)^]  =  S,„ 

3^a;^  +  a^a;f  +  a^aj*  -( h  ^  ^^1  =  ^[^^f]  =  S„.p 

u.  s,  w. 
Der  erste  Ausdruck  ist  die  Summe  aller  n  Wurzeln  zur  *»'"'  Potenz 
und  hat  (  "  J  Glieder. 

Der  zweite  Ausdruck  ist  gebildet  aus  sämmtlichen  Variationen 
ohne  Wiederholungen  aller  n  Wurzeln  zur  zweiten  Klasse  und  ent- 
hält 2  (g)  Glieder. 

Der  dritte  Ausdruck  ist  gebildet  aus  sämmtlichen  Variationen 
aller  n  Wurzeln  ohne  Wiederholung  zur  dritten  Klasse  und  enthält 
31(3)  GliedcK 

Man  bezeichnet  die  erste  dieser  symmetrischen. Functionen  kurz 


lyGoo^^lc 
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mit  ^[x,™]   oder   mit  S„,  oder    auch    mit  [cCi"*].    Sie   ist  diejenige, 
darch  welche  sich  alle  andern  ausdrücken  lassen. 

Newton  hat  in  seiner  Äritlimetica  üniTersalis  sehr  elegante 
Formeln  gegeben,  vermittels  deren  sich  jede  rationale  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  ihre  Coe^cienten  aus- 
drOckeu  lässt,  ^hne  dass  man  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht. 
Die  gebrochenen  Functionen  lassen  sich  auf  ganze  reduciren,  indem 
man  sie  auf  eine  gleiche  Benennung  bringt,  wodurch  man  Quotienten 
erhält,  deren  Glieder  ganze  symmetrische  Functionen  bilden*). 

§  27.    Die  Newfon'sohen  Formeln  fttr  ZiXt'^}  oder  S„ . 
Gegeben  sei  die  Gleichung  X  ■=  f{x)  =  0,    Setzt  man  in  dem 
Polynome  y  ^  j3  an  die  Stelle  von  x,  so  hat  man 

f{x)  =  fii/  ^  3)  =  {y-\-  ä  ~  Xi)(y  ■{■  B  -x^).,.(y-\-2—Xn)  =  0. 
Ordnet  man  dieses  Product  nach  Potenzen  von  y,  so  resultirt 

/■(»  +  «>-/'«  +  r »»  +  f'W  ^  +  •■■  +  y, 

and 

«»)-(»-»■)(»-«.)(» -«.)-.-(»-«.)--£C(.-«,). 

Weiter^  ist  die  erste  Derivirte 

r  w-  (« -  i,x»  -  ai)  ■  •  •  (» -  äi^.) + — ■  i£(»  - 1,). 

Dieselbe   besteht   also    aas  n  Producten   von  je  n  —  1   Binomial- 
factoren. 

Setzt  man  £  an  die  Stelle  von  s,  so  wird 

r(x)  =  {x~x,){x-x,)-(x-xn)  j-i-+-J^.^-  +  ...+^-i_-j 

3i  —  x,'x—Xf'ic  —  Xf'  '   x  —  x^ 

Fuhrt  man  die  Divisionen  durch  die  Binomialiactoren  ans,  so  er- 
hält man 


-  -=  ar-'  +    Xi  af-»  +    Xi' 
+  h 


3f~^  -f    a:,- 


*)  Man  T«^I.  Vandermonde,  Uän.  de  l'acad.  deeBciences.  Aiuiäel7Tl. 
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+    a            +a^ 

+  h 

+  !>', 

+  « 

U.  8.  W. 

endlich 

/<4  _;^>+  «u^.+  ».. 

!■-'+    *,> 

+    o  1           +  »I. 

+  oai,' 

+  i 

+  t^ 

+  « 

Addirt  man  diese  Reihen,  so  resuitirt 

r(i)-na:-'+    S,   i— +    S, 

«— ■+  s. 

+  »o             +  aS, 

+  »s. 

+  nh 

+  SS, 

+  «c 

I— '  +  ■ 


«^  +  - 


1—+.. 


Nun  ist  aber  auch 

rW  —  nx—'  +  (»  — l)oa?^'  +  (»— 2)!i3?-*+(n 

Durch  Gleichsetzung  der  homologeu  Coefficienten  erhält  man 

S,  +  <.  —  0 , 

S,  +  oS,  +  2i  =  0, 

S, +  iiS, +  6S, +  3c  — 0, 


S.+  oS._,  +  JS,^,  H \-mt  —  0. 

Man  kann  nun  auch  die  Summen  S^S^ . . .  S^  unmittelbar  duivh  die 
bekannten  Coefficienten  a,  h,  c  . . .  t  ausdrücken.  Es  braucht  nur 
nach  und  nach  der  Werth  von  S,  ans  der  ersten  in  die  zweite 
Gleichung,  dieser  und  der  fUr  S^  erhaltene  Werth  in  die  dritte  n.  s.  w. 
gesetzt  werden. 

Man  findet  auf  diese  Art  die  Newton'schen  Gleichungen: 

S, o, 

S,—       a'-2S, 

S, a'  +  Sai  —  3c, 

S.—       a'  —  ia'b  +  iac  +  2b'-4<l, 

S, «'  +  ba'h  +  6<il'  -  So"«  +  6<id  +  Uc  —  5e , 

n.  s.  w. 
Die  Formel  8„  gilt  nur  fflr  den  Fall,  wo  m  <  n  ist.    Um  den 
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Werth  S„  auch  för  m  ^  »  zu  erhalten,  multiplicire  man  die  Stamm- 
gleichong  mit  x™-",  also 

af  +  aaf^'  +  fca?"-*  H f-  /sc*—  —  0 . 

Sabstitoirt  man  fllr  x  aucceasive  die  Wurzeln  x^x^ . . .  x,,  und  amn- 
inirt  diese  n  Gleichungen,  so  gebt  daraus  herror 

8„  +  öS„_,  +  hS^^t  4 h  fS„_»  -=0. 

Nun  ist  selbstverständlich 

So  =  «i"  +  «»"  +  *a"  H H  «""■=» ) 

und  wenn   man  ßir  m  succeseive  subetitnirt  n,  n  -|~  1  >  »  +  ^;  ^o 
ergibt  sieb 

S,  +  aS,_,  +  hS^i  H h  «*  =  0, 

Sh-i  +  oS,  +  6S,_i  H 1-  fSj  =  0, 

S^„  +  oSh— 1  +  ö-S-^«-.  H \-tS„  =  (i. 

Die  Summen  der  aufeinander  folgenden  Potensen  der  Wurzeln 
einer  Gleichung  bilden  eine  sogenanute  recurrirende  Reihe,  d.  h. 
eine  solche,  in  welcher  eine  Gleichung  ersten  Grades  mit  constanten 
Coefficienten  Gültigkeit  behalt  zwischen  einer  gewissen  Anzahl  auf 
einander  folgender  Glieder,  woher  sie  auch  immer  genommen  werden. 
Denn  irgend  eine  der  QrSssen  z.  B.  Sm  hängt,  wenn  die  Gleichung 
YoUstiuidig  ist,  ab  von  den  n  Torangefaenden  durch  die  Gleichung 

<S„  +  aSr^i  +  hS^i  H *S^.  =  0 , 

in  welcher  die  Constanten  die  Coefficienten  der  Gleichung  sind*). 

Der  CoefficientSm  und  alle  folgenden  Sn^i ,  S,^i ,  werden  auf 
einerlei  Weise  dadurch  erhalten,  dass  man  eine  beatimmte  Anzahl 
Ton  den  unmittelbar  vorangehenden  in  umgekehrter  Ordnung  einzeln 
mit  den  Constanten  a,h,c,.  .,t  multiplicirt 

Diese  Reibe  der  Constanten  heiset  die  Relationsscala  der 
recurrireuden  Reibe. 

Um  die  Summe  der  gleichen  negativen  Potenzen  zu  erhalten, 
setze  man  in  der  Gleichung  [f^n+i]  ^^^  und  nach  m-=  —  1,  — 2,  — 3, 
u.  a.  w.  und  bestimme  daraus  S—i^  S—t,  u.  s.  w. 

Mittels  der  voranstehenden  Methode  gelingt  ea  auch  leicht 
den  Werth  der  Reihe 


*)  Hymera,  Theory  of  alf^bnical  equationa,  pg.  178.  %  161. 
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zu  finden,   wo  <p{x)  eine   beliebte  rationale  algebralBche  Function 
einer  Wurzel  bezeichnet.    Nämlich  aus  der  Gleichung 

f'M  =  Jl^i-  +    ^<^)    ^ \.  J^€L 

folgt 

fix)  X  —  x^''  X  —  x^''         '^  x~x^ 

Da  die  Beste  der  Quotienten  einzeln  ip(^x^ ,  (f{x^ ,  . . .  sind,    so 
erhält  man,  indem  man  nur  die  Beste  betrachtet, 

l\x)    ""     "    .    x~j^-^  x-^-^  ^x'^x. 

und  folglich 

ÄX-'  +  Bx-'  + i—  \^(x,)  +  9(i,)  +  •■•)+•■■ 

Es  ist  folglich 

?.(«,)  +  9fe)  + Ä 

d.  h.  gleich  dem  Coefficiehten  der  höchsten  Potenz  von  x,  welche 
in  dem  Beste  der  Division  von  f(x)fp(x)  dnrch  f(x)  enthalten  ist. 
Nimmt  man  nun  an,  es  sei  ^{x)  =  x,  dSnn  wird 

v(',)  +  viO  + S.1 

nimmt  man  darauf  (p  =  x^,  so  wird 

^(^i)  +  9(^)  H =  Ä,,  «.  8.  f. 

Der  Best  der  Division  von  f{x)  :  f{x)  ist  durch  f{x)  dividirt  gleich 

aa:"-'  +  äda;"-'  +  3C3i'^  +  ■  ■  ■ 

«"  +  aar-'-  +  6a!"-*  +  caT"*  +  .  .  -  ' 

Setzt  man  also  ~  an  die  Stelle  von  x,  so  erhält  man  die  Newton- 
schen  Formeln  ebenfalls  durch  Entwicklung  der  gebrochenen  Function 

1  +  ««"+  bz*  +  CI'  +  dz*  + 1-  (*- 

in  die  R«ihe 

S,  +  V  +  S,2*  +  Sir'  +  --- 
Beispiel. 

ic*  +  ar'  +  a^  +  a;+  1=0. 
Der  erzeugende  Quotient  der  recurrirenden  Beihe  iat 

_    1  +  35_+  8e'  4-  4)!'         _  1  _      _    a  _  -3  _ 
l+"^  +  ^'  +  ^'-|-"^'"'        ^        ^        '         '^        '" 
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Die  Methode  der  natürlichen  Logarithmen. 
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Es  ist  folglich 

S,  =  g,  =.  S,  =  Ä^ 1 . 

Diese  Methode  wird  mit  Vortheil  angewendet  in  denjenigen 
Fällen,  wo  die  Gleichungen  von  niedrigem  Qrade  oder  outoU- 
sföndig  sind. 

§  28.    Methode  der  natfirlichen  Logarithmen. 

Ebenso  wie  die  unmittelbar  vorhergehende  Methode  lassen  sich 
in  einfacheren  Fällen  die  Potenzaummen  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
unmittelbar  durch  die  Coefficienten  ausdrucken  mittels  Anwendung  ' 
der  folgenden  Methode.    Gegeben  sei 
f(x)  -=  a?*  +  ax"-»  +  har-*  -\ {x  —  x^){x  — x^)--- —  0. 

Substituirt  man  —  fSr  x,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  in 

Nimmt  man  von  beiden  Seiten  den  natQrlichen  Logiuithmus,  so 
resoltirt 

oy  +    ft  I  y'  +     c  I  j/3  +    <i  \y*  -\ — 

1       s'  1.     I  I 

+  a'b 

-  1"' 
--S,y~\s,^-\  S,y'-  ls,y< , 

woraus  sich  die  Newton'schen  Formeln  unmittelbar  ergeben. 
Beispiel,    a^  —  1  =-0. 
Es  ist 

X'  —   l  =(X  —  3:1)  (3;  — ■  Xj,)  ■  ■  -{x  ~  X,)  , 

und 

1  —  j,"  =  (1  —  a;,y)  (1  —  x,y)  -  ■  ■  (1  -  x,y). 
Folglich  ist 

log  nat  (1   -  y")  =  j^   +  1  j,'.  +  1  j,».  +  ...-(-  A  yr.  _^  ..  . 
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Hieraus  ei^ibt  sich 

Sj  =  S,  =  .  ■ .  =  S„_i  -»  S^i  =  ■  ■  ■  —  0, 

"■  =  Öin  ■=  jSg,  ^  ■  ■  •  ^  Sn  ™  M  ■ 

Auch  mittels  Reihenentwicklung  derETponentialfanction  gelingt 
es  leicht,  umgekehrt  die  einzelnen  Coefficienteu  -einer  Gleichung 
durch  Fnnctionen  der  Potenzsummen  auszudrücken.    Es  ist  nämlich 


'  +  ••■)  = 


log  Hat  (1  +  oj  + 
und  folglich 


s,y-is,,'-\s.t'- 


,  -i-s,s,^|s. 

»■-1^.. 

+  |v 

+ 1  s,s, 

-1^.' 

Demgemäss  ist 

<• Si, 

»--|S.  +  Ö«.'' 

«--¥«•  + ö«'«.-ri 

TS».'. 

29.    fllTard's  Formel  täi  die  Potenzsammen  der  Wurzeln  *}. 
Der    niederländische   Mathematiker  Albert   Girard    hat  in 
er  1629  verfassteu  Schrift  fUr  die  Potenzsamme  die  Formel 

p  (- 1)•.-^^.^-■+•- .  (8,  +  g,  j- . . .  +  ,^  _  1) ,  „•. .  6- .  e^...fn 


'mS- 


!s,!8, 


angegeben.  Sie  wird  zumeist  War  ing  zugeschrieben,  der  sie  erst  1782 
und   zwar  ohne  Beweis  mittlieilt    In  diesem  Ausdrucke  erstreckt 


*)  Oiiard,  Inventioa  noiiTelle  en  TAlgäbre.    AmBterdam  1629. 
Warin^,  Heditationes  algebraicae.  1T82. 
Lagrange,  H^m.  de  l'acad.  de  Berlin  1768  und   Träit^  de  la  r^ao- 

lofioii  etc.,  note  XI. 
Serret,  Conrs  d'algfebre  Bup^rieare  III.  g  196. 

Unferdinger,  Sitznogsber.  d.  Acad.  d.  Wiesenscb.  in  Wien.  Bd.  LX. 
S.  SG.    1869. 
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sich  die  Snmmatioii  auf  alle  positiven  ganzeu  Zahlen  einschlieBsHch 
Null  ftlr  Sj  s,  £s . . .  Sh  ,  welche  der  Gleichung 

Sj  +  2  5g  +  Säj  +  -  ■  ■  +  «s,  =  m 
genügen. 

Beweis  von  ünferdinger.  Es  seien  XiX^...  x^  die  n  reellen 
oder  im^inären  Wurzeln  der  Gleichung 

f{x)  =  a:"  ~f-  ax—^  +  bxf-"  -\ \- sx  +  t  =  0 

nnd 

5m  —  ai"  +  «i"  +  a;,""  4 1-  a;,"  —  [»»] . 

Setzt  man  x  =  —,  so  ist 

r  -  1  +  ay  +  fcj^  +  c/  +  ■  ■  ■  +  ijr  +  . . .  -I-  *y" 

-  (1  -  x,y)  (1  -  x,9)  (1  -  X0)  . . .  (1  -  a:,!/)  =  1  +  «■ 
Femer  ist  mit  n  maliger  Anwendung  der  B'ormel 

l»g  ■>«'  i-=^  —  «!'+-5-»'j''  +  y*'</°H . 

log  nat  i  -  [1] !,  +  I  [21  »•  +  1  [3]  sr»  +  •  . . 
Andrerseits  ist  auch 
lognat  Y=lognftt~^ z+~3^—  J  ^*+ ■■■-"^(— l/ — , 

wobei  immer  so  kleine  Werthe  Ton  t/  resp.  von  e  denkbar  sind, 
daas  beide  Reihen  convei^en.  Um  auch  die  zweite  Entwicklung 
von  log  Y  IQ  ^i°^  Potenzreihe  nach  i/  zu  verwandeln,  benutzen 
wir  den  polynoifaischen  Lehraatz.  Bezeichnen  $1,82,  5^,  ■  ■  ■  «,  solche 
ganze  positive  Zahlen  inclusive  Null,  welche  die  Bedingung 

Si  +  S»  +  &,H hs-— r 

erfüllen,  so  ist  bekanntlich: 

«,1  •>!«,.'.  .  .»,1  "  ' 

wobei  sich  die  Summation  auf  alle  Werthe  von  s  bezieht,  welche 
die   Torhe^ehende  Bedingungsgleichung  erfQllen.     Hierdurch  wird 

\og^  =  EE{-  Vf      ,  '1",'^'         o".fe-.C-...P-.y+"--t-'-V 
■*  1  »1-  «I-  »>■  ■  ■  ■  «,!  A 

Wenn  diese  doppelte  Summation  nur  jene  Glieder  zusammenfassen 

soll,  weldie  die  Potenz  y"  enthalten,  so  kann  dieselbe  wieder  auf 

eine  ein&che  Summation  reducirt  werden,  wenn  man  r  durch 
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^1  +  s*  +  «3  H +  s- 

ersetzt  und  nur  jene  Werthe  von  s,,  s^,  Sg, . . .  s„  gelten  lässt,  welche 
die  Bedmgung 

erffillen. 

Der  Goefficieot  von  y™  in  der  zweiten  Entwicklung  von  lognat  ^ 
ist  daher 

£(- 1).,+.+...+.. .  'A-+^+;;----iJJ  „..i.. ,....,:. 

Die  Gleichstellung  mit  dem  entsprechenden  Coefficienten  der  ersten 
Entwicklung  gibt  fdsdann  die  Formel  von  Girard.  Für  die  Summe 
negativer  Potenzen  hat  man  ähnlich 

~™°°^  s,is,' V  ■"■*,r  '       (•."+".+--üi. 

Um  die  Anwendung  der  Formel  zu  erläutern,  BoUen  die  Formeln 
für  eine  möglichst  einfache  Gleichiing  entwickelt  werden. 

Beispiel,   stf'  +a*  =  0. 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist  a^l>  =  c  =  ---  =  s  =  0  und 
f  1=  -J-  o" .  In  dem  Sammenausdruck  verschwiniien  also  alle  Glieder 
bis  auf  eins,  welches 

entspricht.  Ist  m  kein  Vielfaches  vom  n,  so  kann  diese  Bedingung 
nicht  eifallt  werden;  es  ist  daher 

M-s„_o. 

Ist  dagegen  m  ^^Jcn,  so  wird  5«  =  %  und  somit 

M-{+l)>  »<•*■. 

Das  umgekehrte  Problem,  dieCoefficienteneinerGleichung einzeln 
als  Functionen  der  Potenzsummen  darzustellen,  kann  auch  hier  durch 
ähnliche  Betrachtungen  auf  folgende  Weise  gelöst  werden. 

Schreibt  man  der  Kürze  wegen 

.log  n.t  i  -  [1]  »  + 1  [2]  <,'+ I  [3]  !,■  +  •.■- », 

BO  ist 

r—l  +  ag  +  hy'-f [- fy  —  e-' 

--«  + ri- ■.«  +  ■•  —  •?(-')'•?!■«'■ 
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Bezeiclineii  wiederum  5],  Sj,  s^,  ■  ■  ■  Bolehe  positive  ganze  Zahlen 
inclusive  Nnll,  welche  (üe  Bedingung 

s.  +  s»  +  Sj  H s-  =  »■ 

erfüllen,  so  ist  nach  dem  polynomischen  Lehrsätze 


».!«.l«. 


[1]  '•  ¥t2i    -■■y'+"'+"'+- 


worin  sich  die  Snmmation  eben  auf  die  Werthe  von  s,,SgjSg,.. , 
bezieht.    Dadurch  wird 

Y=  ££(—iy  -—'   —,—,'—- '— y.+»'.  + ><.+-■-. 

Soll  diese  zweifache  Summation  nur  jene  Glieder  vereinigen, 
welche  den  Factor  y™  enthalten,  so  kann  man  dieselbe  wieder  auf 
eine  einfache  Summatioo  redüciren,  wenn  man  r  durch  seinen  Wertb 
^  +  «g  +  *j  +  •  •  •  ersetzt  und  nur  jene  Werthe  von  Si ,  s^ ,  ä,  . . .  s, 
gelten  lässt,  welche  die  Gleichung 

s,  +  2sj  +  3^  +  "s-  =  *» 
erftlllen. 

Der  Coefficient  von  t/"  in  Y  wird  alsdann  sein 

^  »il*i'^' ■■■  «»,1 

und   die  Gleichstellung  mit  dem  entsprechenden  OoefGcienten  des 
ersten  Ausdrucks  für  7  gibt  das  Resultat 

(wr'Rmr-iYwr-UMi- 


»,i^ii 


§  30.  Wailng's  Formeln  für  die  sjnoimetrisahen  Functionen  der 
Prodncte  aus  den  Wnrzelpotenzen. 
Mit  Hülfe  der  Formein  fQr  die  Potenzsummen  kann  nun  jede 
algebraische,  rationale  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  ihre  CoefBcienten  ausgedrückt  werden,  wie  z.  B. 
die  folgenden: 

2;[a:,'"a^P3^?J  =  Sm,p,q,  u.  e.  w. 

IfiUblinM,  OrnDdiOga  d.  tat.  n.  mod.  Algsbn.  6 
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um  zunächst  iSm,^  zu  finden,  maltiplicire  man  die  Gleichungen 

Sm  =  «i™  +  a^""  +  x/'  +  ■  •  ■  +  X:,'", 
Sp  ■=  a;/  +  a^jjP  +  a;/  H \-  x^f. 

miteinander.    Dies  gibt 

S,n-Sp  =  3:,™+"  +  x,'"+'  -\ h  «."H^ 

+  x,"'Xi''  +  x^^x^p  -J-  ■  ■  ■  +  «."a;/  -\ 

Die  erste  Reibe  iat  gleich  S^^^p-,  die  zweite  besteht  aus  allen 
Variationen  der  WurzeM  zur  zweiten  Elasse  ohne  Wiederbolnng, 
wobei  das  erste  Element  den  fisponenten  m,  das  zweite  den  Expo- 
nenten p  hat.    Die  zweite  Reihe  ist  deshalb  gleich  Sm.p  and  folglich 
S„.S^=  S,„+p  +  S,„.p 
"  oder 

S^.p  =  S,.,.S^~S„.+p.       (1) 
Um  Sm.p,q  zu  erhalten,  multiplicire  man   miteinander  die  Beiben 

S.A.P  =  Xi"'x^p  +  ar.^a;/  -\ \-  x^^x,''  -\ \-  a;.'"ar„_,'' , 

Sg  =  x-i^  -\- x^^  +  Xs"/  -\ h  x„i . 

Dies  gibt 

S,„.p  .  S,  =  Xi'"+^x/  +  Xt'"+^Xsi'  +  a^j^+^ic/  H 

+  Xj'"x/+^  +  rCi™a^H-?  -j \-  a^^a^j*^  -\ 

+  a^"'a;/a^'  -f  a^-^V  V  H h  3^*"^,"^  H 

Die  erste  Reihe  ist  gleich 

s.,+„.-z(i,-+.i.), 

die  zweite  Reihe  ist  gleich 

S.,^-i:(i,-«;,rt-.), 
und  die  dritte  Reihe  gleich 

S^,p,g  =  £{x^"-Xi'\T^^). 
Es  ist  folglich 

Sm.  p  ■  S^  ^  S'-i+l.  J.    +  ^m,  p+J    +  Sm,  p,q, 

nnd  da  man  die  symmetrischen  Functionen  yon  zwei  Indices  mit 
Hülfe  von  Formel  (1)  berechnen  kann,  so  resultirt  aus  der  vor- 
stehenden Gleichung: 

Sm,p,q  =  SmSpSq  Sm+pSg  —  S,„J^g  Sp  —  Sp+gS,„  +  2S„,+p+q.      (2) 

Fährt  man  auf  dieselbe  Art  mit  der  Multiplication  fort,  so  kann 
man  offenbar  auch  die  symmetrische  Function  £„.,,,  ^.r  und  so  fort 
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die  jeder  beliebigen  hohem  Combinatioii  ausdrücken.  Da  nua  jede 
symmetrische  Fanction  einer  der  vorstehenden  Arten  angehört  und 
sich  durch  Addition  und  Subtraction  mehrerer  symmetrischer  Pune- 
tiouen  niedrigerer  Ordnnng  ausdrücken  lässt,  so  folgt  daraus,  dass 
der  Werth  einer  jeden  beliebigen  rationalen  symmetrischen  Function 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  die  Coeffleienten  derselben  mit- 
tels der  Wariug'schen  Formeln  gefunden  werden  kann. 

Die  gegebenen  Formeln  erleiden  einige  Modiöcationen,  wenn 
einige  der  Exponenten  f>i,p,  Q,  **  gleich  sind. 

Ist  p  ^  m,  so  geht  Formel  (1)  über  in 

0a  nämlich  in  diesem  Falle  die  Glieder  Xy^x^f  und  x^'"x,''  und 
alle  ähnlichen  Variationen  einander  gleich  werden,  so  vermehrt  sich 
ihre  Anzahl  S,„,p  auf  2S™,  ,„,  woraus  folgt 

S.„S.,.=S»,n-\-2S„,,„. 

Ist  p^m,  so  geht  Formel  (2)  über  in 


indem  S„,,  „  aus   der  vorangehenden  Formel  ohne   den  Divisor  2 
einzusetzen  ist,  da  dieser  schon  in  dem  Quotienten  enthalten  ist. 
Wenn  q  ^p  =  m  ist,   so   werden   die   sechs  Variationen  in 
Xi'"x/Xs^  auf  eine  rediicirt  und  es  wird 

also 


1.2.8 

Sind  r  Exponenten  gleich,  so  muss  die  allgemeine  Formel  durch 
»■!  =  1.2.3.!..r  dividirt  werden. 

Beispiel.    Gegeben  eej  die  Gleichung  x"  —  1=0.    Es  soll 

gefunden  werden. 

Man  erhält  nach  (1) 

"m,  p  =■  Om  "Sp  0,„^p  . 

Im  §  28  haben  wir  bereits  gefunden,  dass  für  diese  Gleichung 
die    Summe   der   J»'"'  Potenzen   glmcli  n  ist,    wenn  m  ein  Viel- 
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faches  von  n  ist;  dagegen  Null  in  allen  andern  Fällen.  Daher  ist 
Si„,,  =  n*  —  M,  wenn  m=^  rn,  p^^Jcn  ist;  Sm,p  =  —  «,  wenn 
m-^ p''*  in  ist    In  allen  andern  Fällen  ist  S„,,=^0. 


IX.    Transformation  der  Gleichnngen    mittels   symmetri- 
spher  Functionen. 

§  31.  BUdiug  der  OleiolmDg  der  Wnrzelsammeii. 
In  den  Abscimitten  §  19 — 25  ist  bereits  gezeigt  worden,  wie 
sich  aus  der  Stammgletchung  X  =  Q  neue  Gleichungen  bilden 
lassen,  deren  Wurzeln  symmetrische  Functionen  sind,  in  welche 
jedesmal  nur  eine  bestimmte  Anzahl  der  Wurzeln  der  Stammgleichung 
eintreten.  Man  kann  nun  dieselben  Aufgaben  mit  Anwendung  det 
Formeln  von  Newton  und  Waring  Idsen.  Es  möge  sidi  zunächst 
darum  handeln,  die  Gleichung  der  Wutzelsummen  zd  bilden. 
Gegeben  sei  die  kubische  Gleichm^ 

a^  +  ax^  -\-  bx  -\-  c  =  0  . 
Die  Wurzeln  der  gesuchten  Gleichung,  welche  Tom  dritten  Grade  ' 
sein  muss,  also 

!^  +  ^!,'  +  B,+  C-0, 
sind: 

»i  —  ^i  +  a:«.    yi-=*i  +  a:i,    y,  ■=  «^  +  a:^ . 
Durch  Multiplication  der  Binominalfactoren 

[y  -  (s.  +  :t,)]  [J  -  (l,  +  x,)]  b  -  (I.  +  xS 
erliält  man 

—  4  —  +  2(a;,  +  »,  +  »i)  —  +  2S,  —  —  2o, 
B—x^'+x,'  +  x,'+Hx,x,  +  x,x,+x,x,)  —  S,  +  3S,, , 

—  S,,,  + 2Si,  1,1  — S,S,—S,  + 2c. 
Nim  ist 

Si  — —  u,     S,  —  o'  — S,     S,~ o'  +  Soi  — Sc, 

folglich  die  Summengleicliuiig 

»•  + 21.!,- +  («•  +  %+ (oi.  -  e)  -  0 . 
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§  33.    Eine  andere  Methode. 
£8    werde  dieselbe    an  der    allgemeinen   Gleictiiing  vom  Jt*™ 
Grade  entwickelt.    Die  Smniueiigleichimg  sei  die  Gleichung  vom 
(^"S  oder  r*™  G^adfl 

tr  +  Ar-'  +  By-^  +  Cy^  +  ■ .  ■  +  r = 0 

und  y==Xi-{-Xi.   Es  gelten  dann  folgende  Bestimmungsgleichungen 

1)     y  —  ar, +0:,; 

2:{y)  =  2:(x,  +  X,)  =  («  -  1)  S.  ; 

2)     y^  =  a;,*  +  2a:, «,  +  a^* ; 

2:(j,»)  =  2;(x,»  +  3:,')  +  2£(x^x,)  =  («  -  1)  S^  +  251,  i  i 

3)    y'  =  x^^  4-  3x,*3^  +  Sa^^a^*  +  x^^ ; 
i;(y)  =^  27(3:/  +  x/)  +  32;(3Ti^a:)  -=  (»  —  1}  Sa  +  35,, , ; 

U,    E.    W. 

Allgemein 

Da  man  von  diesen  Gleichungen  so  viele  zu  bilden  hat,  als  in 

y  <=  0  unbestimmte  Coefficienten  A,  B,  C, enthalten  sind,  so 

muss    man  bis  zur  n(n  —  1)*™  gehen   und  mittels  der  Formel  in 
§  28  die  Coefficieuteu  bestimmen : 

C  -  -  I  -EW  +  ö  £(>■)£«  -170  t-^Wl"' 
u.  s.  w. 
Igt  die  gegebene  Gleichung  x*  +  ax*  +  6a;  +  c  =•  0,  so  ist 
S,  — -o,    S,  =  a«  — 2fc,    S, ö»+3a6-3c, 

Demnach  ist 
■S(p)-=-2a,  2;iy)  =  2ö»-2fc,  ■S(tf>)  =  — 2a'  +  3a6  +  3c, 
und  endlich 

Ä=-2a,    jB  — a'  +  &,    C— o6  — c. 

Man  kann  dem  Auedrucke  für  2?(^'") ,  welcher  zur  Berechnung 
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der  Summengleichung  in   Betracht  kommt,   docH  eine   bequemere 
Form  geben.    Es  ist  nämlich  für  ganze  positiTe  Werthe  von  m 

£(x+x^)-~=naf«  +  (T  ^-^i^"'  +  (  2  )  '^«^""*  +  •  ■  ■  +  ^"" 
and  wenn  man  ftlr  x  allmäblicli  substituirt  Xi,  x^. .,  x^,  darauf  die 
entstebenden  Reiben  addirt,  so  wird 

Nun  ist 

und  es  Bind  jedesmal  zwei  gleiche  Glieder  (j:,  -\-  x^)"^,  (x^  +  Xj)"* 
vorhanden,  folglich  ist 

i(r)-T{»S.+  (';')S„,S,+  (^';)s,._,S,+-+nS.J  -2— S.. 

Ist  nun  m  eine  gerade  Zahl  2k,  so  ist  die  Anzahl  der  in  der 
Klammer  enthaltenen  Ausdrücke  eine  angerade,  also 

2;(j^.)_„S„+^',')S„_,S,+  ('j')&,_,S,+...+  lQ(s,y-2-'--S„. 

Ist  dagegen  m  ungerade,  so  ist  die  Anzahl  der  eingeklam- 
merten Ausdrücke  gerade,  und  wenn  m  ^  2k  -\-  l  ist, 

•!•■(!'"+!)- »S»+. +  (","•"') S..S. +  •■•  + (";f')  Si&+t  -  2«>S,,+, . 

In  diesen  Summationen  sind  nur  die  Newton'scheii  Formeln 
enthalten.    Man  findet  leicht 

•£& )  - 1  (»s.  +  »s.)  -  s,  -  (»  - 1)  s„ 

Zdl')  —  y  (»S,  +  2S,"  +  iiS,)  -  2S,  =  („  _  1)  S,  +  2S,, , , 
Z(if')  —  liS,  +  3Ä,S,  —  2'S,  —  (11  -  1)  S,  +  3S,, , , 
ife)')  —  »S,  +  4S,S,  +  3S,'  -  2'S, ; 
u.  s.  w. 

§  33.    Bildung  der  GleiGhang  der  qoadrirten  DifferenEeii, 
Die  gegebene  Gieicliung  sei 

!■  +  ox"-'  +  ii— =  -i H  '  —  0 

und  die  Dilferenzengleichnug 
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Um  die  imbestiimuteB  Coefficienten  A,  B,C, . . .  durch  die  be- 
stimmten der  Stammgleichimg  auszudrücken,  aucheD  wir  den  all- 
gemeinen Ausdruck  fQr  £{e^  ),vio  z  =  (a:,  —  x^y.  Fflr  ganze  poeitive 
Werthe  fod  m  ist 

Setzt  man  für  x  aucceBsive  die  Werthe  a:,,  arj, «,  . . .  a-,  ein  und 
addirt  die  bo  entetandenea  Gleichungen,  Bo  resultirt 

-"*■--  (T)«— 'S!  +  (™)«-tS,  —  +  (- l)'"»S,.. 

Ist  m  angerade,  so  werden  beide  Seiten  der  (ileichung  gleich 
Null;  ist  aber  m  gerade  und  gleich  2k,  so  ist  die  linke  Seite 
227(2*),  wenn  (x,  —  x^Y  gleich  e  gesetzt  wird.  Paast  man  die 
gleichen  Glieder  von  beiden  Seiten  mit  Ausnahme  des  mittelsten 
zusammen,  so  ergibt  sich 

£.<z')  =  nSn  ~  (Y)  -^"-^^i  +  (?)  ^"-»  ^« 

+  U-0*(")W* 

Man   findet  demgemäss 

E(^e  )  =  mS,  —  (S^y  =  {n  —  l)Si  —  2S,. , ; 
£(g^)  —  „S,  -  4Ä,S,  +  3S,*  =  (n  —  1)  S^  -  45,, ,  +  6Sg,, , 
iYO  =  «ä'b  -  6S5S1  +  löS^St  -  lois^y ; 
u.  8.  w. 

Das  Absolutglied  der  Gleichung  der  qnadrirten  Differenzen  ist 
das  wichtigste  Glied  derselben,  da  es  Aufschluss  darüber  geben 
kann,  ob  eine  Gleichung  gleiche  Wurzeln  hat  und  ob  unter  den 
Wurzeln  auch  complese  rorkommen.  Dasselbe  ist  eine  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  der  ersten  Derivjrten  und  kann  mit  Berück- 
sichtigung dieses  ümstandes  mit  Vortheil  berechnet  werden. 

Es  ist  bereits  in  §  20  gezeigt,  dass  die  Discriminante  einer 
Gleichung  {(x)  =  0  gefunden  wird,  wenn  man  die  Resultante  der 
Gleichungen 

/■(i)-0,    /-(ij-O 
oder  auch 

«rtx)-r(i)-o,  rw-o 

bildet.    Es  ist  nun 
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f(x)=Z!C{x  —  Xi)=-=(x~x,)(x  —  X3)...(x—Xn^i)-\-(x—Xj)(x—Xt)... 

und  wenn  x  irgend  einen  der  Wertlie  :r,,  x^ ...  x,  aanimmt,  z.  B.  x^, 
so  reducirt  sich  der  Ausdruck  auf  eia  einziges  Glied: 
/"(«i)  =  (^  —  ^)  (a^i  —  x^)..  .  (x,  —  a,) . 
Die  Differenzengleichung  sei 

if  +  Air-^  +  £ä^»  H 1-  u=<), 

dann  ist 

l^  =  /'(=c,)/'(3^)A^)---/'(^-).    . 

Wenn  nun  £„  {j,  ^  . . .  6»-i  die  Wurzeln  der  Gleichung  /'(3:)-=0 
sind,  dann  ist 

/■«,)  -  (-  !)•  fe  - 1,)  («,  -  s.)  («,-{,)...  (»;  - 1,) 

und  folge  weise 

«W  ■  Ai.)  ..■  «I^O  -  (- 1)-'— '(«.  -  Wfe  -  1.) ...  (X.  -  I,) 
x(=«.-6.)(«. -«■..(*.-£,) 


X  (»,-I^.Xai-J.-.)-.(i.-l.-0. 

In  dieser  Productenreihe  ist  ( —  1)"('-')  =  ~f-  1  und  wenn  man 
jetzt  die  Verticalcolumnen  zu  je  einem  Producte  Terbindet,  so   ist 
das  ewte  Prodoct  («,  —  5i)  (^i  —  h)  ■  •  •  (*i  ~  5»-i)  / 
das  zweite      „       (J^  —  £i)  i^i  —  5»)  ■  •  ■  (^s  —  l^i) 


rr(«,)i 


Da 

nun 

[l,]  --  — 

-•, 

[E.y  -  +  ~ 

-b,     U.  B.  w. 

Bo  ist  dl 

äs  erste  Product  gleich 

-•■i"" 

-'  +  - 

1^  „.,-.  + 1^%.,- 

-.  +  ..._J 

das  zweite 

xj- 

-'  +  ■ 

^»»i'-'  +  ii-^V 

-i- 
1 

folglich 
oder 

rtW 

u.  e.  w. , 

',)-r(»i)-.- 
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Beispiel.    f(x)  =  a^ -\- aa^ -\- bx  +  c  =  0. 
Hieraus  ergibt  sicli  zunöcliBt 

Weiter  ist 

V  -  3'(6,'  +  »{,<  +  66,  +  c)  ({,■  +  ai,'  +  »1,  +  ») 

+  bps*  -\-  CT^  -{'  acs* 
—  2&P*  —  ^cps  —  2acp 
f^etzt  man  für  p  und  s  ihre  Werthe  ein,  so  resultirt 
(/=  +  4o*c  -  a*6»  -  ISotc  +  4fr'  +  27c« 
=  -(^,  -a;,)*(j;,  -  s,)*  (a^  -  a^)' . 

§  34.   Bildung  der  Gfleioliaiig  der  Wnrzelprodaete. 
Gegeben  sei 

f(x)=3f  -i-ax"-'  ^tr-'H \-t  =  0. 

Man  setze  x^x^  =i/,  so  ist 

r- sr  +  ^j— +  Bjf-' +  ■  ■ .  +  T- 0 

and 


■s(y)   =[a;.  3:,]  =  5,.^- 


S,)'  -  & 


S,)'  —  S^ 


Nun  JBi 

S,  ^ o  , 

S,  —       o"  —  2!i , 

S, a'+3ab  —  3c, 

S.  —       a'  —  4o'6  +iae  +  2b'  —  id, 
S,^  —  a'  +  6o"i  —  5aS'  —  Sa'c  +  5o<J  +  6i»  —  6e , 
S,  —       o'  —  Ga**  +  6a'c  +  Oo'i'  —  6a'iJ  —  12a6e  —  2i" 
+  6(1«  +  64ii  +  3«' —  6/ i  u.  s.  w. 

Daraus  folgt  z.  B.  für  n  ■=•  4: 
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U,   8.   W. 

Einfacher  und  allgemein  ist  die  folgende  Methode. 
Gegeben  sei 

X'  +  ax—'  +  6a;"-»  H \- t  =  0 . 

Setzt  man  x,  x.^  =  y,  so  ist  für  ganze  positive  Werthe  Ton  m 

(xxi)'"  +  (xx^)"'  +  (xx^)"-  -\ (xx,)-  =  X^S„  . 

Wenn  man  nun  ftlr  arsoccessive  die  Wurzelwerthe  Xi,x^,x^...Xn 
substituirt,  so  ist 
(^iX,r  +  (^,  =c,y-  +  (i-.^r^)-  +  ■  ■  ■  +  (^,a:„)'"  =  xrs..., 

(x^x^y'+^x^xS)"' +  {x^x^'y  + \-  (x^x^)"'  =  x^'"S^,  u.  s,  w. 

Addirt  man  sämmtüche  so  entstandene  Gleichungen,  so  resultirt 

oder 

S„  S„  -  Ä' „ 
£(»'")--■— -2 —-• 
Demgemäss  ist  nun 

£(!(■)  -  SlSpi,   „.  ,.  ,. 
Endlich  ist  nach  g  28: 

^_-i-(j)_-i(V-&), 

J*-       i  W  -  •^.)  -  ICS,'  -  2.5,'S,  +  S,), 
C—  —  |(£,'  —  3Z,  r,  +  2£|),  n.  8.  K. 

§  35.    BUdnng  der  ßleichong  der  Warzelqnotientan. 
Dieser  Aufgilbe  ist  bereits  in  §  23  Erwähnnitg  geschehen,  ohne 
dass  die  Auflösung  gegeben   worden   ist.     Dieselbe  möge  an   der 
allgemeinen  kubischen  Gleichung 

x'  +  a:!'  +  bx  +  e  —  0 
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erläutert  werden.  Die  gesuchte  Gleichung  wird  von  dem  sovielten 
Grade  sein,  als  die  drei  Wurzeln  zu  je  zweien  ohne  Wiederholung 
varürt  werden  können;  also  vom  3.2  =  6*™  Grade.  Daa  Äbsolut- 
glied  wird  gleich  1  und  die  Gleichung  eine  reciproke  sein  müsaen, 
also  von  der  Form 

y»  ^  Ay"  -^  By*  -\-  Cf  +  B;,'  +  Afj  +  l  =0. 
Ea  ist  also 

u.  s.  w. 
Mittels  Anwendung  der  Newtou'echen  Formeln,  die  man  bis 
Sg  ZU  entwickeln  haben  würde,  findet  man: 
4         _  "^  — 3i; 

S=     ■   "'c-ftabc  +  a'  +  SC 


[J,'».'l, 

««      s,s,-s. 

[fL^a 

«...         s.s,~s. 

0  = 


'  +6abc 


Vorstehende  Aufgabe  findet  sich  in  Aea  Annali  di  matematica 
Tom.  VII,  gestellt  von  Tortolini*},  zu  der  von  mir  in  Grunert's 
Archiv**)  folgende  Lösung  gegeben  worden  ist. 

Man  bilde  die  Quotient«tig1eicbung 

/  +  ^y*  +  By'  ■j-Cf-\-By'  +  Ay+ 1=0 
mittels  binomischer  Factoren  aus  dem  Producte 

0'-S)(-j)^-l)M)('^^:)0'-S)="- 

Man  findet  leicht 

*)  Die  Aufgabe   erscheint  zuerst   in   Edacational  Tioiei,    Äog.   18G6, 
p.  108.   Tortolini,  Kisolnuione  di  un  proUeroa  etc.  Ann.  d.  mat.  VII.  p.  297. 
**)  Ueber  ein  algebraisches  Problem  Ton  Herrn  Barnaba  Tortolini, 
die  kubischen  Gleichungen  betreffend.    Qruo.  Arcfa.  XLVIII,  8.  460. 
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oder  auch 

+i([y"-B^i.--[i].+>=o. 

Setzt  man  y  -| —  ^  ■?  >  so  wird  einfacher 

Es  ist  nun 

Setzt  man  in  diesem  Coefficienten  statt  a,  b,  c  die  Goe^cienten  der 

Gleichung  der  Wurzelquadrate,  bo  erhält  man 

rvn  ^  — (a'~  2b)(b'  -  2(.c)  +  3e'^— aa'c  +  fi'b'+4fffte-3c'  — 2ft' 

und  es  können  demnach  die  Goefficient«n  ^,  f  ,  C  gebildet  werden. 
Sind  die  Wurzeln  Xi,x^,a:^  einander  gleich,  so  wird 
f-6f+  15j^  -  20y»  +  15/  _  61/  +  1  =  0, 
oder 

gs^  6^*4-  12^—  8  =  0. 
Man  erhält  die  Wurzeln 

yi  ==  y*  =  i/s  =  ^4  =  y»  =  1/6  =  i'- 

Einfacher  und  allgemein  ist  die  folgende  Methode. 
Gegeben  sei 

»»  +  «r— »  +  &a?^»  H i-t-=0. 

Setet  man  -'  ^y,  so  ist  fSr  ganze  positive  Werthe  Ton   m: 

(^)-+t^r+(ir+-+(a"=--(a"=-^- 

Wenn  man  nun  fttr  x  saccessire  die  Wurzelwerthe  x,,  x,,  x, . . .  a:, 
substitutirt,  so  ist 

u.  a.  w. 
Addirt  man  sämmtlicbe  so  entstandene  Gleichungen,  so  resultirt: 

DiqnzeanyGoO'^lc 


oder 


%  36.    STmmetrische  Fanctionen  dar  Wareeln. 

„+^(j,".)  =  S™S^, 

Z(^)  =  s„,s~„  —  « . 

DemgemüsB  ist  nua 

£(1/)   =Ä,S_,  -n, 
£(3/")  ■=  S^S-i  -'  n,  u.  s.  w. 
Eadlicb  ist  n&ch  §  28: 

A  =  -  £(y)  —  -  S,S_,  +  n, 

B  =        ^'-A  ^  (SiS-i-*')'-(giS_,-n) 


c  = 


-  SZiZ,  +^£3 


1.2.S 
wodurch  die  Aufgabe  allgemein  gelöst  ist. 

g  36.     SymmetrlBclie  Functioneii  der  Wurzeln  und  Wurzel- 
differenzen  nacli  Meyer  Hirscli  und  Roberte*). 
Deuten  wir  uoa  die  allgemeine  Gleichung  n"'"  Grades  in  der 
gewöhnliclien  Form 

af  +  aar-^  +  6x^»  -| f-  sr  +  *  —  0 

gegeben,  so  sind   die  symmetriBchen  Functionen  der  Wurzeln  der 
ersten   sechs  Grade  in  folgenden  Formeln  enthalten: 
I.  2:{x,)-^  —  a. 

IL  £{xt')  —  a»  —  2ft ;     S(x^Xt)  -=  h . 
m.  £(x^^  =.  _  a«  4-  3o&  -  3c; 

£(x^'3St)  —  —  a6  +  3c;    2:(XiX^x^) c. 

IV.  .£(3:,*)  =  o*  -  4o*i  +  26»  +  4ac  ~  4d; 
^i^i"^)  —  o*b  —  2b*  ~ac  +  4rf; 
SiXi^x*)  =  fc*  —  2ac  +  2d; 
.2:(a:,*a^a^)  =  6c  —  Ad;     S(x^ZtXtX^)  =  d. 
V.  X(a:,')=  -o''  +  5a*6— 5ofc»  — 5a*c+56c  — 5ad-5c; 
27(ic/a^)  -=  —  0*6  +  3fl6*  4-  o*c  —  5fec  —  arf  +  5e; 
Z{xi^x^^ o6'  +  2a*e  +  6c  — 5ad+5e; 

*)  Hejer  Hirsch,  SammlnDg  von  Aufgaben  aua  der  Theorie  der  alge- 
bmiachen  Oleichangen.  I.  Thl.  Berlin  1809. 

Fiedler,  Die  Vorlenmgen  Ober  Algebra  von  Salmoa.  S.  444.  Leipiig  1377. 
Boberti,  Qnarterlj  Joamal.  Bd.  i. 
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2:(x'XfXg)  =  —  o*c  +  2bc  +  orf  —  ftc; 

£(x,'i,'x,) Ic+Sad-be; 

i:{Xi^x^XgX^)  =  —  ad  +  5e; 
£(xiX^x^x^x^)  =  —  r; 
VI.  Z(x,')  —  a'-ed'b  +  >JiiH'  —  2l'  +  6a'n-i2ale  +  3ir 
—  ea'il+ehd+eae  —  Gf; 
£{«,'1,)  —  a'li-  4a'b'  +  2b' -  a'c+7ahe -3c'+ a'd 

-Sbd-ae  +  Gf; 
£(x,'x/)  —  a'b'~2b'  —  2a'c+iiibc  —  3c'+2a'd+2bd 

-e<ie+ef; 
i"{.t,"»,')  -.b'  —  Sahe  +  3c'  +  3a'd  —3bd~Sae+  3f; 
£(x,'XiX,)  —a'c  —  3alc  +  3t?  —  a'd  +  2bd  +  ne—(if; 
£(x,'x,'x,)  —übe  — 3c'—  3a'd  +4bd+  Tae—  12  f; 
£(x,'x,'x,')  —  <f  —  2bd  +  2ac  -  2f; 
22{x'XtX^x^  =  a'd  —  2bd  —  oe  +  0/"; 
2:{xi'x,'x,x,')  —  bd  —  4ac  +  Sf; 
2^{x^XiX^X^X^  •=  ac  —  ()/"; 
li](XiX^X^X^X^X^)  =  f. 
Geht  man  aus  Ton  der  Cayleyschen  Form  des  Polynoms 
(a,  b,c, , . .  s,  t)  Ix,  y)" , 
so  erhält  man  nach  Roberts  symmetrische  Functionen,  mit  deren 
Hülfe  sich  die  ersten  Glieder  der  Gleichungen  der  quadrirten  Diffe- 
renzen berechnen  lassen. 

Man  setze  der  Kfirae  wegen 
b'  —  ae—  y„ 
ac"  ibd-\-3c^  ='Jt,t, 
(ICC  +  2bcd  —  aip  -  Ve  —  c'  =  J,,,, 
an  —  Uf+  \ticc  —  lOrf'  —  J,,,, 
ai  —  »hh  +  2Scg  —  Xdf+  36e'  —  J",,,, 
J'j  -  2cd'  +  bde  —  3bcf—  acg  +  3adf  —  2(ic'  +  3c'c  —  M. 
Die  Function  M  ist  das  Leitglied  der  quadratischen  CoTariante 
der  Form  sechsten  Grades 

{a,b,c,d,c,f,g){x,nf. 
Alsdann  ist 
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S  86.    Die  Formeln  von  HobertB.  7y 

«■  £(«,  —  !,)•  —  »'(»  —  1)  r, , 
o-iC»,  -  «,)'-»'(«-  l)r»'V  —  i(»  -  2)(«  — 3)oV.,,l  , 

o«  £(»,  -  »,)«  -  »■(»  -  1)  r»»  r,'  -i»'{«  -  2)(»  -  5)o>  rA , 

--  ir.(n - 2)(7«-  15)»V,,.-i(«-2)(.,- -3)(n-4)(„-r,)„V...], 

o'£(.r,—a:,)"  —  n'(»— !)[»■>',•  — !»'(«- 2)(n-7KF,«J,,, 
+  2»"(«  —  2)(3»  -  l)a'  r, .  J,,, 
+  in'(n - 2)(«  -  3)(»'+  8,  -  21)o' J,*, 

-f„"'(«-2)("-3)(«-4){«-21)«'n.J.,. 
-  J  »(»  —  2)(«  -  3)(«  -  4)(3«  —  7)0»  Jf 

-ii'-yj..,]- 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  lassen  sich  die  erHten  fliiif  Glieder 
der  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  berechnen. 

Um  für  die  Gleicliung  von  der  gewühnliclien  Form 

fix)  =  ic"  +  ax"-'  -\-  bx—'  -\ \'sx  +  t  =  0 

die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  nirt  Hülfe  von  symmetri- 
Beben  Functionen  zu  finden,  kann  man  auf  die  in  §  33  angedeutete 
Art  verfahren*).     Durch  Entwicklung  erhält  man: 
2;(ar,  —  x.y  =  (n  —  1)S,  -  2S,,i , 
£(x^  —  x^y  =  (n  —  1}S,  -  4S8.,  +  GS,.», 
2:(x^  —  x^f  =  (m  —  1)S«  ~  6S5.1  +  15S4,a  -  20Ss,a,  u.  s.  f. 
Bezeichnet  man  die  Differenzengleichung  mit 

Z  =  ss«'-\-  ÄST-'  +  52'"-»  H \-Mz-\-N=(i, 

wo  '"  =  (2)?  ^°  mu8s  man  so  viele  Summenreihen  bilden,  als  Z 

unbestimmte  CoelHcienten  hat,  also  gehen  bis  St^ .  Man  wird  dann 
zaerst  mit  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung  f{x)  -»  0 
die  Grössen  8^,8^,8^,  u.  s.  f.  und  hieraus  mit  Hülfe  der  Waring- 
Bchen  Formeln  ^§  30)  die  vorkommenden  Grössen  Sm,p  nnd  endlich 
mit  allen   diesen  Wcrthen  nach  den  voran  stehen  den  Formeln  die 


*)  Bnrg,  Lehrbach  (1er  höheren  HathcroftUk.  1.  S.  100.  Wien  1832. 
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GrSssen  ^{Xi — x^)'"  berechneo.  Mit  Hülfe  dieser  laaseii  sich  dann 
nach  g  28  die  unbestimiuten  CoefScieaten  A,B,C,...  der  Gleichung 
der  qaadrirten  Differenzen  finden. 


X.     Substitution   linearer,   quadratischer,   kubischer    und 
höherer  algebraischer  Functionen  der  Unbekannte-n. 

§  37.  AUgemeine  Bemerkniigeii. 
Die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  der  ersten  vier 
Grade  wird  in  deu  meisten  Fällen  dadurch  erzielt,  dass  man  eine 
geeignete  ganze  algebraische  Function  niedrigeren  Grades,  be- 
stehend aus  der  Hauptgrösse  x  und  einer  oder  mehreren  neuen  Un- 
bekannten, also 

ip{x,y,B,  M,  ...)='  0 
in  die  gegebene  Function  f{x)  einfuhrt,  in  der  Weise,  daaa   man 
die   Hauptuabekannte   X  aus   beiden  Gleichungen  eliminirt.     Man 
kann  alsdann  von  der  Resultante 

«(y,  «,  u,  ...)=-  0 
eben  so  viele  Partialgleichungen  (Resolventen) 
Z=<i  ,     P— 0,  u.  8.  w. 
absondern,  als  neue  Unbekannte  vorhanden  sind,   so   dass  durch 
diese   Theilung   die   Auflösung   des   Übrigen   Theiles   der  Function 
4>,  also 

f(y)  =  0, 

welcher  im  Allgemeinen  die  Reducirte  (r^duite,  ridotta)  heisst, 
ermöglicht,  d.  h.  auf  die  einer  einfacheren  Gleichung  redncirt 
und  von  der  Ausführung  einfacherer  Operationen  abhäi^pg  ge- 
macht wird. 

Die  Substitutionsmethode  ist  durch  Ferrari  und  Vieta  be- 
gründet, von  denen  Letzterer  zuerst  die  meisten  Reductionen,  na- 
mentlich die  WegschafTung  des  zweiten  Gliedes,  lehrte.  Sie  ist 
später  durch  Graf  Tschirnhansen,  Euler,  Waring,  B^zout  und 
Lagrange  nach  vei^chiedenen  Richtungen  weiter  ausgebildet 
worden.    Die  Methode  von  Tschirnhausen*)  bestellt  im  Wesent- 


*)  Metbodns  auferendi  omnes  terminoa  iutermedioB  ex  data  aeqnatioue 
per  D.  T.   Acta  Emdit.    Lipsiae  168S,  p.  804  seq. 
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liehen  in  der  Substitation  einer  andern  algebraischen  Function  von 
der  Form 

aar  +  ßif-^  +  yx"'-^  -\ -\-  0  =  y, 

um  mittels  derselben  ans  der  Hauptgleiehiing 

3^  +  oa;"-'  +  6a;»-*  -\ [-  (  =-  0 

beliebig  viele  Glieder  wegzuschaffen.  Genauer  kommt  das  Ver- 
fahren darauf  hinaus,  anstatt  der  Wurael  x  der  Hauptgleiehung 
eine  Wurzel  der  Substituirten  einzusetzen,  oder  was  dasselbe  ist, 
durch  Elimination  von  x  aus  den  beiden  Gleichungen 

l(x)-0,  •,{x,y,a,ß,..:)-Ü  - 
eine  neue  Gleichung  in  y  zu  formen,  welche  dadurch,  dass  man 
Qber  die  unbestimmten  ÜoefBcienteu  a,  fi,y,. .  .0  disponirti  auf 
weniger  Glieder  oder  Überhaupt  auf  eine  einfachere  Form  redu- 
cirt  wird.  ünt«r  der  Voraussetzung  m  <  «  kommen  nämlich  der  Uii- 
bekannt«n  y  in  der  Substituirten  eben  so  viele  verschiedene  Werthe 
zu,  als  wie- der  Unbekannten  x  in  der  Haupigleichung.  Daher  wird 
die  Resultante  in  Bezug  auf  y  ebenfalls  vom  n*"'  Grade  sein, 
also  etwa 

r  +  Ar-'  -H  By-^  H h  2" = 0. 

Die  CoefScienten  A,  B,  V,...  sind  Functionen  der  Coefficientea 
a,b,c,,..  und  a,  ß,y, . . .  Wenn  man  nun  m  CoefGcienten  der  Re- 
sultant«  y  =>  0  zum  Verschwinden  bringen  oder  ihnen  sonstige 
Relationen  unterstellen  will,  bo  hat  man  m  Bestimmungsgleichungea 
zwischen  m  -j-  1  Unbestimmten  aufzolösen,  wobei  eine  der  Unbe- 
stimmten willkürlich  bleibt.  Das  Hauptgeschäft  bei  der  Trans- 
formation der  gegebenen  Gleichung  ist  also  die  Elimination  der 
Hauptunbekannten  x  aus  der  gegebenen  und  der  substituirten 
Gleichung. 

Bereits  vor  Tschirnhausen  hatte  Vieta  durch  Substitution 

Qrnnert,  Die  Uethoden  von  TBchirnhaua  und  Jerrard  zur  Traua- 
Smiiation  der  Oluichnngen.  Grau.  Arch.  XL.  S.  214.  iSäS. 

Bring,  meletemata  quaedam  matbematica  circa  trouafonsatioDem  aeqna- 
tioDDin  algebraicarum.  Lundae  1786.  Ein  Auszug  davon  in  Oroo.  Arch.  XLI. 
S.  105.  1864. 

Lagrauge,  B^fleiioD«  mir  la  räiolntion  alg^brique  des  ^natioiu.  Nouv. 
H^m.  de  Tacad.  roj.  des  sciences,  annäe  1770,  {^,  134^216;  aunäe  1771,  pg. 
1S6— 264.    Berlin  1772  et  1773. 

Hanrath,  AlgebruBche  üutersnclinugeQ  nach  TachiinhanBeDs  He- 
thode.  1.  Progi.  GlOckstadt  1876. 

llutbltueii,  OrDiidaaini  i.  uit.  n.  mod,  AlBcbia  6 
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eioer  einfachen  linearen  Function  der  Unbekaonten,  nämlich  durch 
die  Variation 

die  Gleichungen  reduciit,  nm  aie  zu  einer  einfacheren  Lösung  vor- 
zubereiten.    Dasselbe  Princip  suchten  spätere  Algebristen  fSr  die 
directe  Auflösung  der  Gleichungen  zu  verwertben,  indem  dabei  zum 
Theil   die   definitive  Wurzelform  a  priori  in  Rechnung  gebracht 
wurde.     Aus  der  Bemerkung,   dass,  wenn  das  zweite  Glied  fehlt, 
die  Form  der  Wurzel  für  die  Gleichung 
zweiten  Grades  x  =  Yy^ , 
dritten  Grades  x  =  Vy^  +  ^y^ , 
vierten  Grades  x  =  Yyl  -\-  Yy^  -j-  Vvl 
wird,  glaubte  Euler  schliessen  zu  dürfen,  dass,  wenn  das  zweite 
Glied  einer  Gleichung  gleich  Kull  sei,  die  Substitution 

x  =  Wi-\-'Vyl-\-Wi-\ h  Vy^i 

zur  Auflösung  filbre,  oder  mit  andern  Worten  die  Form  der  ge- 
suchten Wurzel  sei*).  Dabei  sollten  die  Grössen  y,y^...  y,^—i  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  vom  » — 1"°  Grade  bezeichnen.  Er  nannte 
diese  Hülfsgleichung  die  Besolvente  der  Hauptgleichung.  Euler 
erkannte  jedoch  bald,  dass  die  Anzahl  der  in  der  linearen  Function 
von  X  enthaltenen  Wurzeln  den  Grad  der  Stammgleichung  bei 
höheren  Exponenten  überstehe  und  deshalb  auch  zu  einer  Gleichung 
in  X  fahre,  welche  in  rationaler  Form  von  höherem  Grade  als  dem 
n**"  sei.  Deshalb  stellte  er  später*"),  wie  bereits  zwei  Jahre  vor 
ihm  Waring***),  den  Satz  auf,  dass  ftir  Gleichungen,  deren  zweites 
Glied  fehle,  die  Substitution 

als  Wurzelform  allen  Anforderungen  genüge.  Gibt  man  nämlich 
yv  nach  einander  alle  Werthe  von  yT  .  "j/tT,  so  erhält  man  nur 
«  verschiedene  Ausdrücke  fär  x.  Durch  Aufhebut^  der  Wurzel- 
exponenten sollte  man  zu  einer  Gleichung  in  x  vom  selben  Grade 

*)  Euler,  De  farmis  radicum  aequationum  cigusqae  ordiais  conjectatio. 
Comin.  Acad.  Pelrop.  Tet.  VI.  p.  228.  1789. 

**)  Eulec,  De  reBoluläoDe  aeqnationum  ci^iUTiB  gradna.  Nov.  Comm. 
Acad.  Petiop.  IX.  1764. 

***)  Waring,  Uiioellaiiea  anal^tica  de  aequationibai  algebraicii.   pg. 
«.  1762.  ■ 
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gelangen,  wie  dem  der  Haaptgleichang,  so  dass  ditrct  Gleich- 
setzong  homol(^er  Glieder  die  übrigen  unbestimmten  Coefficienten 
y,e,u, , ..  sich  durch  eben  so  viele  Partialgleichungen  würden  be- 
stimmen lassen.  Man  erhält  so  freilich  eine  Finalgleichung  in  v, 
TOQ  deren  Lösung  dann  die  definitiTe  Berechnung  der  Wurzel  x 
abl^^ngt  Die  Finalgleichung  in  v  ist  nun  in  der  That  bei  den 
knbischen  Gleichungen  vom  zweiten,  bei  den  biquadratiechen  vom 
dritten  Grade.  An  dem  Versuche,  die  Finalgleichung  für  die  all- 
gemeine Gleichung  fünften  Grades  Qb»haupt  zu  erhalten,  scheiterte 
Ealer,  obwohl  er  der  Meinung  blieb,  sie  müsse  vom  vierten  Grade 
sein,  da  seine  Methode  sonst  nicht  den  Namen  einer  allgemeinen 
verdiente*). 

ßizoui**)  von  einem  ähnlichen  Prinzip  ausgehend,  betrach- 
tete die  g^ebene  Gleichung  als  ein  Resultat  der  Elimination  von  y 
aus  den  beiden  Gleichungen 

x=-py  -h  qf -\' ry' -\ (-  wy--' 

und 

y"  —  1  =.0. 

Diese  Methode  unterscheidet  sich  von  der  Waring*Ealer- 
scheu  Methode  nur  dadurch)  dass  Euler  mittels  der  Gleichung 

y  —v=0 
eine  Finalgleichung  in  v  sucht,  B^zont  aber  sogleich  v  —  1  an- 
nimmt und  Bo  die  Operation  nach  einer  andern  Richtung  verein- 
facht B^zout  modificirt  seine  Methode  noch  für  den  Fall,  dass  n 
eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  z,  3.  n  =  hl.  Er  gibt  für  diesen 
Fall  die  Regel,  die  Haup^leichung 

X*  +  oa!»->  +  6jr-»  -I f-  (  =  0 

zu  bilden  aus  den  beiden  andern 

^-(m+py+gy'+-  +  w^)^^-'  -j-  («.  +p,y +  ...«,, y*-')*^' 

+  (m_,  -f  pi-iy  + 1-  w*_,y^')  —  0 

nnd 

/  — 1«0. 

•)  BlomitraDd,  De  methodis  praeoipaii  etc.   VII.  Lundae  1847. 

**)  B^KOut,  Hämoire  Bar  pluaieare  claMes  d'^quations  de  tone  les  degräi, 
quiadmettentuner^solatiaaal^briqiie.  H^m.dal'acad.  iieBBcieiiceB,auii^  178S. 
Paris  1764.  —  Memoire  bot  la  r^BoIntäon  gänärala  des  dqnationB  de  touB  leB 
degr^B.  Ibid.  tataie  1766.    Potü  1768. 
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Die  Elimination  von  y  in  dieser  und  der  vorangehenden'  Me- 
thode wird  in  einer  äusserst  eleganten  Weise  auf  die  Auflösung 
von  linearen  Gleichungen  (Determinante)  zurückgeführt 

Obwol  die  besprochenen  Substitutdonen  von  der  von  Tschiro- 
hausen  vorgeschlagenen  abzuweichen  scheinen,  so  lassen  sie  sich 
doch  auf  dieselbe  zurückführen.  Letztere  liefert  nämlich  mit  An- 
wendung der  Methode  des  grössten  gemeinschaftlichen  Divisors 
(§  38)  für  die  Wurzel  die  Form 

a;  ^  F  +  G,j-i-  Hy'  +  -  ■  ■  +_K,^ 

WO n  •=Yf*r  wenn  n  eine  gerade  Zahl,  sonst  p  =  — (n— l)ist; 
ausserdem  y  ^v.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Coefficienten  F,G,,. 
U.S.W,  und  y  noch  unbestimmt  gelassen  werden,  es  gestattet  sein 
wird,  die  gegebene  Gleichung  /(a;)  •=  0  als  eine  solche  zu  betrach- 
ten, welche  durch  Elimination  von  y  aus  jenen  beiden  Gleichungen 
entstanden  ist  Wenn  die  Pinalgieiehung  in  x  mit  der  gegebenen 
vei^tichen  wird,  so  gibt  das  n  Bestimmungsgleichungen  für  eben  so 
viele  Unbestimmte,  während  die  etwa  noch  übrigen  willkOrlicli 
bleiben. 

Einlacher  wird  indess  die  Rechnung,  wenn  man  die  gebrochene 
Function  auf  eine  ganze  bringt,  also 

x  =-=  0 -^  py -\- qf -\ f-  tt-y"-' , 

was  immer  mittels  der  Hülfsgieichung  ^  —  t;  =  0  möglich  ist. 
Um  einen  geeigneten  Factor  für  den  Dividenden  und  Divisor  zu 
finden,  braucht  man  nur  zu  setzen 

L-\-My-\-Ny^  +  ---  +  Iiff  -=a 
und  y  mit  Hülfe  von  y"  =v  zu  eliminiren,  wodurch  man  erhält 

^  +  Az"-'  +  Bs"^  H \.irs-{.v 

=  s  (z-^»  +  Äs—^  +  Bs'-»  H \.V)+V=0. 

Der  gesuchte  Factor  ist  also 

£"-'  -f  Xs"-»  -t-  Be'-^  H \'U 

und  der  Divisor  verwandelt  sich  in  —  V. 

Eine  andere  bemerkenswerthe  Substitution,  welche  vor  allen 
andern  den  Vorzug  verdient,  wurde  von  Lagrange  und  Van- 
dermonde  zur  Auflösung  der  Gleichungen  verwendet,  und  nicht 
unpassend  mit  dem  Namen  Combinations- oder  Typenmethode 
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bezeichnet.  Während  uämlicli  bei  den  früheren  Substitutionen 
die  Wurzel  y  der  Reduciiten  eine  ganze  algebraische  Function  immer 
nur  einer  einzigen  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  umfasat,  z.  B. 
bei  der  Tscbimhansen'scheD  Methode 

«r"  +  ßaf^^  +  yx"'^^  -j_  .  . .  _j-  (f  =  y 
nnd  folgeweise 

ea;,""  +  ^a:,"-'  ■+■  y^i"^'  +  ■••  +  *  =  ^i , 

ax^"'  +  (5a;j"-i  +  ya;,"-'  H {■  a  =  y^ ,  u.  a.  w., 

suchten  die  letztgenannten  Algebriaten  eine  Beaolvente  herzusielleuj 
deren  Wurzeln  aus  symmetrischen  Functionen  einiger  oder  aller 
«Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  aus  sogenannten  Wun;eltypen  ge- 
bildet werden.  Lagrange*)  hatte  bemerkt,  dass  der  Gang  der  Anf- 
ISsung  immer  auf  gewisse  einfache  Functionen  der  unbekannten 
Wurzeln  fahre.  Er  fasste  zuerst  den  scharfsinnigen  Gedanken, 
dass  fQr  jede  specielle  Gleichui^;  eine  besonders  geeignete  Function 
aller  Wurzeln  a  priori  bestimmt  werden  müsse,  der  Art,  dass 
ihre  Berechnung  von  einer  Gleichung  von  niedrigerem  Grade  ab- 
hänge oder  einer  solchen ,  die  sich  in  mehrere  einfachere  Gleichui^en 
zerlegen  lasse.  Es  sei  ausserdem  erforderlich,  dass  man  aus  der 
entdeckten  Function  die  Wurzeln  selbst  leicht  herleiten  könne. 
Er  substätuirt  zu  diesem  Zweck 

ic,  +  aa^  +  0%  -i \-  a'-'xn  =  y, 

wo  a  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung 
«-  —  1  —  0 
ist    Bei  der  AuflSsung  der  biquadratischcn  Gleichung  substituirt 
er  auch 

a;,3^  +  3^3;^  —  y. 
Vandermonde'**)  lehnt  seine  Methode  an  die  ältere  Ton  Euler 
an,  indem  er  ausgeht  Ton  der  Substitution 

dann  aber  an  die  Stelle  von  y  die  linearen  Functionen  der  Wurzeln 


*)  hagtaag«,  Bäflezione  rar  la  r^lntion  alg^briqDO  des  äquations. 
NouT.  M^.  da  l'acad.  dee  Bcieocea,  annäe  ITTO,  pg.  134—216;  aunäe  1771, 
pg.  138^864.  Berlin  1TT3  et  1773. 

**)  Vandermonde,  Uämoire  enr  la  räsolntion  de«  äqaation*.  M^m.  de 
Tacad.  roy.  des  acience«,  auD^e  1772.  Paris  1774. 
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y<,  —  (iPi  +  «i"3:»  +  n/x,  H )■  , 

yi  =  («1  +  «1^*1!  +  «s'ars  H )-  , 

«'s  =  (ai  +  «i'i^  +  «K^a^  H )"  , 

y,_,  =  (a;, +  «,— %^+ V~'a:^H )"  J 

eioBekt,  wo  a^,  %, . . .  a"~'  die  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 
«»  -  1  =  0 

bezeichneii.  Die  Substituirt«  wird  dadurch  zu  einer  identischen 
Gleichung,  und  das  Verfahren  besteht  weiter  darin,  dass  er  die 
Potenzirung  der  linearen  Function  ausführt  und  womöglich  auf 
sjnunetrische  Functionen  zu  bringen  sucht. 

Aus  Allem  geht  nun  hervor,  dass  bei  der  Auflösung  der  Glei- 
chungen die  wichtigste  Operation  in  der  Elimination  der  Haupt- 
unbekannten  besteht,  und  zwar  im  Allgemeinen  aus  der-  gegebenen 
Gleichung  und  einer  zweiten,  welche  ausser  der  Unbekannten  x 
noch  irgend  eine  Anzahl  unbestimmter  Grössen  enthalt.  Dabei  sind 
besonders  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  die  allgemeine  Wurzelgrösse  x  wird  eliminirt  aus 

f{x)  -=  0,  tp{x,  y,s,u,---)  =  0; 

b)  sämmtiliche  Wurzeln   Xi,  x^,  x^  . . ,  af*  werden  eliminirt  aus 

/(3;)  =  0,  \x^,Xi,Xt,---x», 1)1  =  0. 

Die  Elimination  kann  auf  sehr  verschiedene  Arten  bewerk- 
stelligt werden,  nämlich 

1}  durch  die  Methode  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers; 

2)  durch  die  Methode  der  symmetrischen  Functionen; 

3)  durch  die  Methode   der  linearen   Gleichui^en   von   Euler 
und  B^KOut; 

4)  durch    die  Methode   der   linearen   Gleichungen   und   ihrer 
Determinante  nach  Hesse  und  Sylvester. 

Wir  wollen  sämmtliche  Methoden  in  den  folgenden  Paragraphen 
entwickeln. 
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%  38.    Methode'  der  Elimin&tion  der  Hanptnnbekaiiiiteii  doroli  die 
Aa&acliimg  des  grössten  gemelnaohaftllolLeit  Tliellers  beider 
Oleioliiuigen. 
Diese  Methode  wurde  zuerst  von  Newton")  ai^egeben.    Ge- 
geben seien  die  Oleichungeo 

f(x)  =  3^  +  acc'-'-  +  6a:"-''  -\ \-t  =  0 

g>(x,  y)  =  Ajf"  +  Baf"-^  -f  Caf-*  H \-  U-=0, 

wo  A,  S,  C,  .  .  .  unbestimmt«  GoefficieDten  sind,  welche  auch  y 
enthalten.  Es  soll  aus  beiden  eine  Gleichung  F(if)  =■  0  gebildet 
werden,  in  welcher  kein  x  vorkommt,  sondern  nur  Potenzen  Ton  j/, 
deren  CoeiBcienten  Functionen  von  a,  b,  c,  . . .  und  A,  S,-C, . . . 
sein  werden, 

Bezeichnen  a,  ß,  y,  .  .  .  die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung, 
%  j  ^1  >  ^i )  ■  ■  •  diö  simultanen  Wurzelwerthe  von  y,  so  ist  zunächst 
X'=  a  und  y  =  a,  ein  solches  Paar.  Denkt  man  sich  nun  den 
Werth  a,  fQr  y  in  die  zweite  Gleichung  aubstitairt,  so.  müssen 
beide  Polynome  f(x)  und  ip{x,  «i)  den  Factor  x  —  a  gemeinschaft- 
lich haben.  Dasselbe  wUrde  fUr  die  Übrigen  Paare  simultaner  Wur- 
zeln gelten.  Da  man  aber  die  Wurzeln  selbst  noch  nicht  kennt, 
so  wird  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  durch  die  Methode  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisors  bestimmen  müssen.  Es  sei 
nun  durch  die  Reihenfolge  der  Divisionen  der  Grad  der  Reste  It 
fortwährend  erniedrigt  und  erhalten 

f   -q^'P  +if., 


Rm-i  =  q^Rn-l  +  Rn  • 

Man  gelangt  schliesslich  zu  einem  Reste  i^,  welcher  kein  x 
mehr  enthält  Weil  nun  f  und  ip  gleich  Null  sind,  so  ist  es  nach 
der  ersten  Gleichung  auch  Bi  u.  s.  f.  alle  übrigen  Reste;  folglich 
auch  It„  =  <i.  Diese  Gleichung  ist  dann  die  gesuchte  Fina^leichung 
^(y)  =  0,  welche  sämmtliche  Wurzeln  von  y  liefert.  Es  muss  diese 
Finalgleichung,  welche  ausser  y  noch  theils  bestimmte,  thetls  un- 

*)  Uas  vergl.  Enler,  (ntroductio  in  anal,  cap,  IS,  and  Hejer  Hirach, 
SamtoIoDg  TOD  Au^^en  ane  der  Theorie  der  algebi.  OleichungeD. 

Eatter,   Oeber  die  BeBultante  sweier  algebraischen  Gleichnogen.    §  1. 
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beetimiute  Grössen  enthält,  von  demjenigen  GradQ  in  Bezug  auf  ^ 
sein,  als  verschiedene  Wertbe  desselben  m&glich  sind,  um  der  Glei- 
chung <p{x,  y)  =  0  zu  genOgen.  Da  der  letzte  Divisor  An— i  eben- 
falls gleich  Null  und  von  der  Form  Px  +  Q  ist,  so  kann  dieser 
Ausdruck  als  der  gemeinschaftliche  Factor  betrachtet  werden.  Daraus 
ergibt  sich  sofort 

und  mwi  kann  also  die  zn  jedem  Werthe  ß  zugehörigen  Wertbe 
von  a  finden,  indem  man  die  aus  It„  ^  0  gefundenen  Werthe  von  y 
in  diese  Gleichung  einsetzt. 

Euler  hat  bewiesen,*)  dass  wenn  die  unbestimmten  Coefficienten 
A,  Ji,C, . . .  in  Bezi^  auf  y  vom  ersten  Grade  sind ,  der  Grad  der 
Finalgleichung  auch  der  n**  sein  muss.  Es  ist  einleuchtend,  dass 
dies  der  Fall  ist,  da  die  Resultante 

E.  _  fCs,)  _  0 
alle   digjeuigen   Werthe  liefern  muss,  welche   fitr  y  In  üm^i  =  0 
substituirt,  alle  möglichen  Binomialfactoren  x—a  der  Hauptgleicfaung 
geben. 

In  vielen  Fällen  ist  jedoch  die  durch  diese  Methode  erhaltene 
Fioalgleicbung  nicht  genau  die  Resultante;  sie  kann  entweder  einen 
überzähligen  Factor  haben  und  sogenannte  fremde  Lösungen 
geben,  oder  es  können  im  Laufe  der  Operationen  Factoren  ver- 
loren gehen,  so  dass  man  nicht  die  vollständige  Resultante  bat. 
Wir  wollen  diese  Fälle  einzeln  betrachten. 

1.  Fremde  Lösungen.  Wenn  man  bei  der  Anwendung  der 
Methode  des  grössten  gemeinscbaftlichen  Divisors  bei  der  Division 
zur  Etxieiung  ganzer  Quotienten  die  Factoren  /i,/i,/j,  u.  s.  w. 
eingeführt  hat,  welche  Functionen  der  bestimmten  und  unbestimmten 
Coefficienten  der  beiden  Stammgleichungen  sind ,  so  sind  die  daraus 
entstandeoen  Factoren  aus  der  Finalgleichung  als  fremde  Ijöaungen 
zu  entfernen.  Für  unsem  Fall  muss  die  Resultante  in  Bezug  auf 
die  unbestimmten  Coefficienten  A,  S,C, . . .  U  vom  m*™  Grade  sein, 
und  wenn  y  in  allen  mit  Ausnahme  des  Absolul^liedes  U  fehlt, 
wenn  z.  B. 

ip(x,y)  =  Asf"  +  Bx-"-^  +  Cx"-'  H [.(U—y)  =  0 

ist,  auch  in  Bezug. auf  y  vom  n**'  Grade.    Es  ist  nämlich 


lyGoO'^lc 


§  38.    Fremde  LOanngeD.  Hi) 

y  „  (^„™  +  Ba-^'  +  . ..  +  (7)  =  0, 
y-{Aß^  +  Bß^'  +  ---+  i/)  =  0, 

y-(At~-{-  ^r"-'  +  ...  +  £0=0. 
Multiplicirt  man  Bämmtliclie  Binomialfactoren ,  so  findet  man 
mit  Anwendang  der  Summenformeln  der  symmetrischen  Functionen, 
dass  die  FinalgTeichnng  nicht  bloss  in  Bezug  auf  i/,  sondern  auch 
in  Bezug  auf  die  Qbrigeu  Unbestimmten  vom  w*™  Grade  sein  musB. 
Dass  dies  bei  der  Finalgleichung  nicht  immer  zutrifft,  zeigt  fol- 
gendes Beispiel:  x  zu  eliminiren  aus 

I.    ar>  +b3^  +CX  -\-d  -~0, 
II.     aV  +  6V  +  c'a:  +  d'  =  0 . 
Man  multiplicire  I.  mit  a,  II.  mit  a  und  subtrahire:  also 
IIL      (ah'  —  o'fc)«*  +  iac'—a'c)x  +(od'  —tid)^0. 
•  Darauf  multiplicire  man  I.  mit  d',   II.  mit  d  und   subtrahire, 
voraus  sich  ei^bt 

IV.      (ad'-  ail)x*  +  {bd'  -  b'd)x  +  (cd'-c'd)  =  0. 

Mit  in.  und  IV.  verfahre  man  auf  dieselbe  Art,  indem  man 
die  Methode  des  gemeinschaftlichen   Divisors  nach  ab-  und  auf-   • 
steigenden  Potenzen  zugleich  Tonmnmt.    Man  erhS.lt  dann  ein  Paar 
Ausdrücke   fOr  den  gemeinschaftlichen  Divisor,    vrelche  man  ein- 
ander gleich  setzen  kann,  nämlich 

(od'  ~  ad)'  —  lab'  —  ab)led'  —  c'i) 

"^        [ab'  —  db)(bi  —  b'd)  —  (ad'  —  ad^äc'—  a'c) 
nnd 

(.bd'-b'SHad'  -  a'd)  -  (ae'  ~  a'c) (cd'—  c'd) 
^  (ab'  —  ab){cd'  —  cd)  —  (ad'  —  a'd)' 

Hieraus  folgt  die  Finalgleichung 
[(oft'  —a'h)  (cd'—  c'd)  —  {a4'  —  a'rf)*]'*  —[ab'  —  a'b)  {bd'  —  b'd) 
—  lad'—a'd){ac'—a'c)'][(ac'—a'c)(cd'-c'd)-{hd'—b'd)iad'—a<ri\ 
=  0. 

Sdireibt  man  der  Eürze  vegen  ab'  —  a'b  =  (ab),  so  erhält 
maa  nach  Entvichelung  der  Gleichung  die  folgende: 
(«<f/  -  [2(ab)icd)  +  {ac){bd}]  (ad)'  +  [{ab)  (6d)*  +  (»c)'  (cd)]  {ad) 
+  i{ah)  {cd)  —  {ac)  {bd)]  {ab)  {cd)  =  0, 

Teiche  in  Bezug  auf  a'  offenbar  vom  vierten  Grade  ist.    Nun  ist  aber 
(ah)  {cd)  —  (ac)  {bd)~~  {ad)  (6c), 
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folglich  ein  Qbetzähliger  Factor  (ad)  =■  ad'  —  ad.  Man  kann 
hierdurch  die  Finalgreichung  dividiren  nnd  erhält  eine  Resultante 
bezüglich  a   vom  dritten  Grade,  nämlich: 

(a(0'  -  [2  (ab)  [cd)  +  {ac)  {h^l)}  {a^T)  +  [(ab)  {hdf  +  {acf  {cd)] 
—  {ab)  (bc)  {cd)  =  0. 

2.  Die  vollständige  Resultante.  Wenn  im  Laufe  der 
Division  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  aus  den  Resten  Factoren 
A I  /s  j  ■  ■  ■  I  welche  Functionen  der  nicht  zu  eliminirenden  Unbe- 
kannten sind,  ausgeschieden  vrerden,  so  müssen  diese  Factoren 
der  Finalgleichung  als  zugehörige  Fartialgleichungen  noch  mit  f 
zur  aovielten  Potenz  hinzugefügt  werden,  als  der  Grad  des  den 
jedesmaligen  Dividenden  bildenden  Polynoms  in  Bezug  auf  die  za 
Eliminirende  x  Einheiten  betrat 
Beispiel:  x  zu  eliibiniren  aus 

I.     x"  —  4tfa^  +  öy'x  ~2f  =  A=0; 
II.     3:S_4a^  +  (6-y)3;  — 2/  =  ^i  =  0. 
A  sei  der  erste  Dividend.    Es  e^bt  sich  dann 

ü, 4(y  -  l)z^  +  (5j/^  +  !,  -  G)x  -  2y\y  -  1)  =  0 . 

Hierin  ist  der  Factor  y  —  1  enthalten  und  der  Dividend  A^^ 
vom  dritten  Grade.  Lässt  man  den  Factor  vorläufig  aus  der  Rech- 
nung fort,  so  wird  der  zweite  Divisor 

III.  4a^  +  (5y  +  6):c  +  2y»  =  0. 

Multiplicirt  man  II.  mit  y  und  subtrahirt  von  I.,  so  erhält 
man  nach  Division  durch  y  —  1 

IV.  «*  — 6y  — 0. 

Aus  III.  und  IV.  folgt  durch  directe  Einsetzung  von  x 
2/  _  27!^  +  108j/*  —  108y  =  0 , 
und  da  die  ßesultante  vom  neunten  Grade  sein  muss    , 
(y  -  1)' {2f  —  27 y5  +  108/  -  lOSy")  =0. 

Wenn  in  dem  gemeinschaftlichen  Divisor  Px  ■\-  Q  der  beiden 
Polynome  die  CoefScienten  P  und  Q  durch  Substitution  einer  der 
Wurzeln  von  y  verschwinden,  so  daas  man  fOr  o;  den  unbestimmten 
Werth  Y  erhält,  so  ist  dies  ein  Zeichen,  dass  fflr  y  =  «j  dem  x 
mehrere  Wurzeln  entsprechen,  was  für  unsem  Fall  offenbar  ein- 
treten musB,  wenn  die  Finalgleichung  gleiche  Wurzeln  enthäll 
Man  suche  alsdann  x  aus  dem  Reste  7C-t  zu  bestimmen,  also  aas 
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R„_t  =  0,x*  +  P,X  +  ^,  =  0. 
Wenn  auch  hier  die  CoefGcienten  Terschwinden ,  aus 
it„_s  =  N,2^  +  0,x^  +  P,x  +  ft  =  0;  u.  a.  w. 

'     §  39.    Von  dem  Qrade  der  ReBnltanten. 

Um  zu  wisBea,  ob  man  durch  die  Methode  der  Aufsuchung 
des  gross teu  gemeiDschaftlichen  Divisors  zweier  Polynome  ihre 
wahre  Resiiltante  erhalten  hat,  muss  mao  den  Grad  derselben  in 
Bezug  auf  die  Coefficienten  der  Gleichung  kennen.  Bözoüt  und 
Euler  haben  hierfür  ein  paar  wichtige  Theoreme  rerÖfFentlicht, 
welche  sich  mit  Hülfe  der  Sätze  über  die  symmetrischen  Functionen 
beweisen  lassen. 

Theorem  von  B^zont*),  Der  Grad  der  Resultante  zweier 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  ist  nicht  grösser,  als  das  Pro- 
duct  der  beiden  Ordnungsexponenten,  und  genau  gleich  dem  Pro- 
ducte,  wenn  die  Gleichungen  vollständig  sind. 

Beweis  von  Poisson.  Der  Grad  der  Finalgleichung  wird 
offenbar  nicht  vermindert,  wenn  man  in  den  Coe^cienten  der 
beiden  Gleichungen  in  x  nur  immer  das  Glied  mit  der  höchsten 
Potenz  von  y  beibehält,  wenn  man  also  annimmt: 

I.  a^+oya?^'    +  fit^a?^"  H \-str-^x      +t^^0, 

II.  a?"  +  a^yjf^^  +  b^y*3f>-*  -\ f  8,^^'  x  +  iij"  =  0. 

Dividirt  man  I.  durch  jf,  IL  durch  ^  und  betrachtet  —  als 
HauptgrÖsse,  so  wird 

"'■  (f)" + "  (0""' + '(f  r + ■  ■  • + <f ) + '  -  "■ 

lV.(f)-+a,(f)-  +  ».(f)'-+-  +  ..(f)  +  <,-0, 

wo  die  Coefficienten  Zahlen  bedeuten.   Sind  a,ß,y,-  •  ■  die  Wurzeln 
der  ersten  Gleichung,  o:,,  ^i,  7,  ■  -  ■  die  der  zweiten,  so  bat  man  auch 

"■  (f-«)(f-'')(f-0-=«- 

"■    (7-«.)(f-ft)(f--)--«. 

oder  auch 

*)  B^iont,  SuT  le  Aegri  dei  ^natiom  i^nltant  de  rävaDanüaement  dea 
incoiUMies.    Häm.  Par,  lT6t. 
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VII.    (x-„y)(x-ßy)(i^ry) 0, 

Vm.     (i_.,j,)(i_ft!,){j:  _;,,;,) 0. 

Substitairt  man  nun  nach  und  nach  in  VII.  för  x  die  Wurzeln 
der  Gleichung  VIIL,  nämlich  x  =  aiy,x  ^  ß,y, . . .  so  erhält  man, 
da  für  jede  der  Substitutionen  das  Polynom  in  VII.  verschwinden 
muss,  die  m  Gleichungen: 

r (ßi -«)(fii-ß)ißi-r)---  =  0,  u.  a.  w. 

Diese  Gleichungen  geben  aämmtliche  Auflösungen  von  y  und 
deren  Product  nothwendig  die  vollständige  Resultante.  Dies  Pro- 
duct  ist  aber  voin  *»«'"■  Grade. 

§  40.    Elimiitatioii  der  Hanpt^ssB  durch  die  Methode  der  sym- 
metrisehBn  Fonotionen.  —  Theorem  von  Etiler*). 

Die  im  Folgenden  entwickelte  Methode  ist  von  Euler  1748 
gegeben;  sie  wurde  1750  von  Cramer  verbessert  Das  daraus  ab- 
geleitet« Theorem  läsat  das  allgemeine  Gesetz  erkennen,  von  welchem 
Grade  in  Beziehung  auf  die  Coefficienten  der  beiden  Gleichungen 
die  Resultante  sein  muas. 

Theorem  von  Euler.  Die  Resultante  zweier  Gleichungen 
vom  n^"  und  m*™  Grade  in  Bezug  auf  die  Hauptgrösse  x  ist  vom 
(m  +  h)*™  Grade  in  Bezug  auf  ihre  Coefficienten,  und  zwar  in  Be- 
zug auf  die  Coefficienten  der  ersten  vom  m*"",  in  Bezug  auf  die 
der  zweiten  vom  nf™  Grade.  Sie  ist  eine  homogene  Function  in 
Bezug  auf  die  Coef^cienten. 

Zum  Beweise  dieses  Theorems  nehme  man  an  die  Gleichungen 
seien 

f{x)~aiaf  +i»,a?-»  -\- c^af-*  -\ 1-/,  =  0, 

ip(x)  =-  a^ar  ■+■  b^3f-^  +  c^^-*  -\ 1-  ^  =  0  • 

Um  zu  untersuchen,  welcher  Art  die  gemeinschaftliche  Wurzel 


*)  Enler,  Introduotio  in  kaaX.  cap.  19.    LaaBaune  1748. 
Cramer,  Analyse  des  conrbea.  1750.    Appendice  11. 
PoiBBon,  Snr  rälimination  dans  lea  qneatiouB  alg^briqneB.    Mäm.  duu 
le  Jonm.  poljt.  1S02. 

LaoToix,  Elämeus  d'alg^bre.  II.  §9.  1799. 
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sei,  setze  man  die  hypothetischen  Wurzeln  k,  ,ßi,yi---  iu  die  zweit« 

GleicI^uDg  ein,  wodurch  auch  <^eser  Genüge  geschehen  muss,  wenn 

das  X  der  einen  mit  dem  x  der  andern  identisch  ist    Es  ist  demnach 

vX^i)  =■  <**''i'"  +  !>,a,'"~^  +  c^a,'"—*  +  ■  ■  ■  +  ij  ■=  0, 

9»»,)  -  «■  A"  +  »>  A"  +  <i  A—  +  •••  +  «.-  0 , 

U.    8.   W. 

Im  Allgemeinen  winl  die  Bestimmung  der  Wurzelwerthe 
«,,ß,,Yi  •  -•  unausführbar  sein  in  algebraischen  Ausdrücten.  Wir 
erhalten  aber  eine  von  x  freie  Finalgleichung  bestehend  aus  Func- 
tionen von  Oj,  bi,  c^ . ..  imd  aus  symmetrischen  Functionen  der  Wur- 
zeln «1,  A,  yi  ■  -  ■,  wenn  wir  sammtliche  Partialgleichungen  mit  ein- 
ander multipliciren.  Die  symmetrischen  Functionen  von  «i,  ß,,yi  •  ■  ■ 
sind  bestimmbare  Functionen  der  CoefScienten  a,,  6,,  c,  , . .  Die  Re- 
sultante ist  demnach 

?>(«.)  ■*((9,)-'p(y,}-..9'(O  =  0. 

Sic  ist  aber  vollständig  und  hat  weder  fremde  noch  fehlende 
Lösungen.  Wie  aus  der  Bildung  des  Producta  hervorgeht,  sind  in 
ihr  die  Coefficienten  in  Bezug  auf  <p  vom  tt**"  Grade,  in  Bezug 
auf  f  vom  Mt"°  (rrade  vorhanden,  also  in  Bezug  auf  alle  Coeffi- 
cienten vom  (m  -j-  «)*•"  Grade.  Es  ist  übrigens  gleichgültig,  ob  man 

?>(«,)  ■9>(A).'P(r,)..-9'W  =  0 
oder 

rt«.)./'») ■/■(/,).  •■/■(t,)-o 

setzt,  wo  «3,  ßi,  Yi- . .  die  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  sind. 

§  41.   Eine  andere  M«tliod«  der  Elimination  dnrch  die  Anwendung 
der  symmetriBchen  Fonctionen*). 
In    speciellen   Fällen,    wo    der    Ordnungsexponeut   der   einen 
Gleichung  verhältnissmässig  klein  ist,  empfiehlt  sich  folgende  Methode 
zur  Anwendung.    Gegeben  sei 

f{x)  =  ar"  -f  ai— '  +  6a^»  +  ...-(-(  —  0, 
ip(x)  =  X*  -{-  j/x  ■]-  z  =  0 . 
Bezeichnen  y  und  z  unbestimmte  GoefScienten,  so  erhält  man 
die  Beanltante  in  y  oder  n,  wenn  man  die  zweite  Gleichung  nach 
ihnen  auflöst,  also 


*)  Die  TruiKformation  nnd  AofltlBong  der  OleichnDgen   fQnftan  Qmde 
VMtäi  Jerrard  nnd  Hermite.-  ZeiUchr.  f.  Math.  n.  Fhj».  IV.  S.  78.  1869. 
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y-=  —  x- 


/i(— J,  B=  —  a?  —  y 


■  und  dann  die  Summe  der  Potenzen  von  y  oder  x  bestimmt.  Da 
die  Finalgleichimg  sowol  in  t/  als  in  e  vom  n**"  Grade  sein  muss, 
30  Bei 

jt  +  ^,£— •  +  5,«— » -I 1-  r,  =E=o. 

AUH 

2  =  —  af  —  ffx 
olgt  zunächst 

Z(^)  =       [x*^  +  2ylx,>]  +  y'ix,*]  =  A,'  -  2B,, 

U.    8.    Vf. 

wodurch  die  Werthe  von  j4,  ,  5, ,  C, , . . .  bestimmt  werden. 

Um  die  Finalgleichung  in  «  zu  erbalten,   bilde  man  Dachein- 
ander  die  Potenzen  von 


'—-{¥) 


und  darauB  weiter 

a.  s.  w. 
Diese  Gleichungen  liefern  die  Coefßcienten  der  Resultante 

r  +  Ä,y-'  +  B,9-'  +  .  . .  +  T,  _  0 . 
Sehr  häufig  wird  die  Aufgabe  gestellt,  die  Resultante  in  Potenzen 
des  Absolul^liedes  oder  eines  Theiles   desselben  zu  suchen.    Ge- 
geben seien  demnach  die  Gleichungen 

f{x)    =3f  -\-  ax*-^  +  6a?—*  H \-t  =  0, 

fp(x,y)  -=  a^  +  aa^-'  +  ,3a:'»-»  H f-  (r  _  j,)  =  0. 

Wenn  man  die  Gleichung 

y  ^  ic"  +  a3f~'-  ~\-  ßaf"—'  -{-■•■  ~\-  t 
der  Reihe  nach  auf  alle  ganze  Potenzen  erhebt,  so  kommen  succea- 
sive  alle  Potenzen  von  der  1"™  bis  zur  mn*™  zum  Vorschein;  je- 
doch können  a^,ar+%, ,  .a?""  mit  Hfilfe  der  Gleichung  /"(a;) -=  0 
entfernt  werden,  weil 
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af     ■-  —  o«"~'  —  bjf*-*  —  •  •  ■  —  sx  —  t, 

sf-'  ■=  —  asf     —  ba^*  — sa^  —  tx 

=  (a*  — 6)*-- »  +  (a6  — c)a?^»  +  (oc— <0*"~'+--- 
u.  a.  w. 
Es  bleiben  daher  Gleichungen  Ton  folgender  Form  übrig: 

y    =T    +ffX    +p3^-| +  3?"     " 

=  a„  +  a^x  +  Oja;*  +  ■  ■  ■  +  ar™ 
y»  =  6^  +  fc,ir  +.6,a:*  H f-  6^,af-' 

y'  =  Co  +  <ä«  +  öi^  H h  (V-ii»"'*, 

ir  =  J«  +  M  +  M'  +  '■••'  +  C-ti^"' . 

Hierin  sind  &o,  6,,  &^ . . .  ganze  und  homogene  quadratische  Func- 
iionea  von  o^,  Oj,  o^  .• .  oder  a,  ß,y,. . .;  ebenso  Cq,  c,,  c^  . , .  ganze 
und  homogene  kubische  Functionen  derselben  Grössen  u.  s.  v. 

Es  Tfird  nun  nach  dem  Theorem  Ton  Euler  die  Resultante 
in  y  Tom  Grade  der  Gleichung  f{x)  —  0,  also  vom  n*^  Grade  sein. 
Sie  sei 

y  +  Air~^  +  By^*  H — '+  r=  0, 

und  ihre  Wurzeln  Vn  tfit  Va  •  •  -j  die  zugehörigen  der  Gleichung 
f{x)  =  0  entsprechend  x,,  x^,  z^ . . .  Alsdann  lassen  sich  aus  den 
Gleichnngen  fSr  y  immer  Beziehungen  herleiten  zwischen  den 
Summen 

S^~x^   +  ic,   H h  *- , 

i5.  -  ^1*  +  ^*  +  ■  ■  ■  +  ^,S 

U,    8.    W. 

ri  =  yi  +y»  +---  +  J/-, 
y*  -  y,' +  yj*  +  •  •  ■  +  3/.% 

11.  s.  w. , 
indem  matt  itir  X  und  y  succesBive  die  verschiedeiien  Waizeltt  der- 
selben einsetzt.    Es  ist  nämlich 

H  _  »a,  +  o,S,  +  0,5,  H h  S.  , 

T,  _  «S,  +  SjS,  +  1,,S,  -I 1-  h^iS^t , 


T.  —  nl(,  +  h,S,-f-!i,S,-\ 1-  *._iS^ 

Mittels  der  Newton'schen  Fonneln 
0  —  S,+a, 
0  —  S,  +  aS,  +  2h, 
0  —  Sj  +  oS,  +  iS,  +  3c,  n.  s.  w. 
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k&noeD  die  Werthe  von  Sr  gebildet  werden..  Substituirt  man  die- 
selben in  T,  eo  erhält  man  diese  Werthe  au^edrückt  in  a,h,c, .  . . 
und  tt,ß,y, . .,  Die  Coefficienten  A,  B,  C, ...  können  dann  be- 
rechnet werden  aus  den  Newton'schen  Formeln 

0  =  r,  +  ^ , 

o  =  rg  +  A7;  +  2if, 

0  =  7,  +  AT^  +  BT  +  3C,  u.  s.  w. 
Man  kann  übrigens  die  Newton'achen  Formeln  umgehen,   in- 
dem man  in  den  Gleichungen  für  y  die  «  —  1  Grössen 

X,  !i?,...3f,  3;™+' , . . .  a;^! 
als  eben  so  viele  Unbekannte 

x^,  a^, .  .  .  x,„,  X,„J^^,  .  . .  X^-i 
betrachtet,  wodurch  jene  Gleichungen  linear  werden. 

Die  so  gefundenen  Werthe  der  auf  einander  folgenden  Potenzen 
von  X  können  dann  in  die  Gleichung  y(jT,  y}  =  0  ohne  Weiteres 
eingesetzt  werden,  um  die  Resultante  daraus  hervorgehen  zu  lassen. 
Diese  Methode  hat  offenbar  noch  den  Vortheil,  dass  sie  x^  ^  x 
rational  durch  y  ausgedrückt  liefert,  also  zeigt,  wie  die  Werthe 
der  Wurzeln  Xi,x^,Xj...  gefunden  werden,  nachdem  aus  der  Re- 
sultante die  Wurzeln  J/i,yi,y3  ■  ■  ■  gefunden  sind. 

g  42.    Die  Method«  d«r  linearen  Gleiohnngeii  von  Eoler*). 
Euler  hat  eine  höchst  elegante  Methode  der  Elimination  ge- 
geben, welche  sich  durch  die  Auflösung  einer  Reihe  von  linearen 
Gleichungen  bewerkstelligen  lässt.    Gegeben  seien  die  Gleichungen 

X'  -f  aiT-'-  -f  baf-*  H 1-  (  =  0  , 

x""  +  ax"^-' -i- ßxf^' -i I-t-=0. 

Ist  Xi  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  und  also  x  ~-  Xi  ein  bi- 
nomischer Factor,  welcher  beiden  Gleichungen  zukommt,  so  kann 
man  annehmen,  es  sei 


*)  Eoler,  Intioductio  in  anal,  infinit.  II.  cap.  XIX. 

Nonvelle  m^thode  d'^Uminer  lea  qaantit^  iaconmies  dea  äquatioDB. 

Mäm.  de  l'acad.  de  Berlin  1764.  p.  91. 

Bäzovt,  H^oire  bot  la  räeolatioo  gäaärale  des  äqaations  de  tous  lea 
degr^B.     Hirn,  de  l'acad.,  annde  1766.  Paris  1768. 

Theorie  g^n^rale  des  öqnatioDs  algdbriquOB.    Paris  177fl. 

Lacroii,  GlämcnB  d'alg^ie.  1.  §  193. 

Crelle,  Lefaibach  der  Arithm.  u.  Algebra,  pg.  699.  Berlin  1826. 
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X"  +  aaf-^  -I —  (a;  —  a;,)(a^>  +  a,  aT"^  +  ■■■)» 

a:^  +  ttaf"-*-\-  •  ■  ■  •=  {x  —  x^iaf^'-  +  UiOf-*  +  ■■•). 
Durch  Gleicbsetzong  ^er  Werthe  von  x  —  a;, '  erhält  man  sofort 

(a"  +  oa;«-'  +  6«"-*  +  ■  ■  .)(jf^»  +  ß,!""-*  +  ßt^"-^  -\ ) , 

=  (a?"  +  aa?»->  +  /Jaf"*  H )(a?^^  +  (i,a:"-»  +  fc,a?^*  -\ ) . 

Damit  diese  Belation  unahhängig  von  dem  besondem  Werthe 
von  X  bleibe,  mnss  man  nach  der  ausgeführten  Multiplication  die 
homologen  Coefficienten  einander  gleich  Betzen.  Aus  den  so  ent- 
standenen n  +  *"  —  1  Gleichungen  kann  man  dann  die  «  +  m  —  2 
unbestimmten  Grössen  a^,hi,  Ci,.  . .  und  «u  J^n  ^u  ■  ■  ■  nach  den 
bekannten  Methoden  ftlr  lineare  Gleichungen  eUmiairen,  wobei  eine 
Gleichung  mehr  vorhanden  ist,  als  [Inbestimmtc.  Darum  bleibt 
eine  Gleichung  üb^ig,  welche  nach  der  Substitution  der  aus  den 
Qbrigen  gefundenen  Werthen  der  unbestimmten  Coefficienten  nur 
die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  und  kein  x  enthält, 
also  die  Finalgleichung  ist. 

Aus  der  Gleichung 


oder 

'-"—^ 

-+«i"-'  +  |ia!— •+... 

'+.,.— '+A«-'+... 

lassen    sich    endlich    die    simultanen    Wurzeln    a;,,a^,a^...    zu 
».,!(.,»>•■■  berechnen. 

Die    linearen    Beatimniungsgleichangen     lassen    sich    ordnen 
wie  folgt; 

1+0     +0      +0 
o+lo,  +  0     +0 
i  +  oo,+  lft+0 

-1-0     -0     -0 
-«-la,-0     -0 
-^-«».-IS.-O 

—  0, 

—  0, 

—  0, 

c  +  i»,+a/l,  +  l,, 
.  +  c»,  +  lft+«r, 

-,-^o. -«S,-lc, 
.  -  j-o,  -  ^6,  _  oc, 

-0, 
-0,  • 
-0, 

■      ■        ■   +cn 

■  -r'. 

—  0, 

HtUhlMMB,  GraBdiOg«  d.  UL  il  mod.  AIgfbn. 
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§  43.    Di«  Hethod«  der  Uneardii  QleichniigeiL  von  Bäzool 
In  §  37  ist  mitgetheilt  worden,  daas  B^zout  bei  der  Trans- 
formation der  Gleichung  anaging  von  den  beiden  Gleichungen 

a.-  =  py  +  «y*  +  f  jr'  H 1-  «*»"-' , 

y-i  =  o. 

Er  suchte  hieraus  durch  Elimination  von  y  die  Gleichung 

f{x)  =  3^  +  aar-^  +  6a;"-'  H \~t  =  0 

zu  bilden,  was  er  auf  folgende  Weise  bewerkstelligte.  Man  multi- 
plicirt  die  erste  Gleichung  der  Keihe  nach  mit  y,  y*,  y*,  - . .  y"— '  - 
Mit  Anwendung  der  zweiten  erhält  man  so 

-  a;  +  jjy  +  ffy»  +  ry'  +  .  -  ■  +  «y—  =  0 , 

w—  ary  +  py*  +  qf -{ f-  v^-^  =  0  , 

u  +  wy  —  a;y*  +  jiy*  H 1-  uy"-^  =  0  , 


p  H-  «y  +  »"y'  +  V  + ^y"~'  =  o  ■ 

Betrachtet  man  hierin  y,  y^,  y^, . . .  als  eben  so  viele  lineare 
Grössen,  so  hat  man  ebenfalls  eine  Gleichung  mehr  als  Unbestimmte, 
woraus  sich  die  Finalgleichung 

ar  +  Ax''-'-  +  Baf-'  H 1-  T  =  0 

ergibt  und  woraus  durch  Oleichsetzung  homologer  Ooefficienten  die 
unbestimmten  CoefEcienten  p,q,r,...  gefunden  werden. 

Ist  n  eine  zusammengesetste  Zahl  il,  x.  B.  h  =  2,l  =  3,  so 
geht  Bezout  an  die  Elimination  von  y  aus  den  beiden  Gleichungen 

^  —  (»» +  py)^''  +  (»»,  +  p,y)^  -  ("»"  +  p-y)  ==  o , 

y*-  -  1  =  0  . 
Da  y  zwei,  allgemein  h  Werthe  hat,   so   liegt  es   nahe,  die 
Gleichung  in  :c  in  zwei  Gleichungen  dritten  Grades  zu  theilen,  also 

3?  —  z^x^  +  u^x  —  %  =  0 . 
Diese  enthalten  sämmtliche  Wurzeln  der  gegebeneu  Gleichung 
und  zwar  die  erste  Xi,x^,Xf„  die  zweite  x^,x^,x^. 
*       Dabei  ist 

Ist  nun  a  =  ]/!  so  ist: 

m-\-p     =gi, 
m  4-  a  J>  =  ^, , 
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m,  +  ap,  =  Mj , 
m„  -\-  p„     =  i>t  j 
™»  +  «JJ/f  °=  V, . 
Aus    diesen  sechs  Gleichungen    iasseti   sich    die   sechs  Unbe- 
stimmten leicht  finden,  nämlich 

2m    =z,-{ 
2p    =  «i  - 
2m,  ^  «1  +  «s  j 
2p,    =  Hl  —  a 
2m„  =  «1  +  «J 
2p„  — -tf,  —  » 
Man  erhält  zunächst 

«1  +  ^  "  Kl  +  [^] «  =  2m  . 

Femer  hangt  2»»,  '='Z,Xi-{-x,x^  +  x^x^-i-X3X^-\-x^x^  + x^Xg 
von  der  L5suDg  einer  Gleichui^  vom  zehnten  Grade  ab,  allgemein 
igegen  hälfen  2pf  2p,,  2p„ 

"  Grade  ab.    Bei  einer  biqna- 

dratischen   Gleichung  iat   «=»4,   also   k-=^2,  l-=^2.     Die  Hülfs- 
gleicbungen  sind  also  beziehlicb  vom  dritten  und  sechsten  Grade. 


§  44.  Methode  der  lineuren  Glelohungen  and  ihrer  Determinante 
nach  Hesse  nnd  Sylvester*). 
Bei  weiterm  das  eleganteste  und  übersichtlichste  Verfahren 
der  Elimination  iat  das  folgende,  welches  mit  Ausnahme  der  Deter- 
minantenform zuerst  von  Euler  {§  42)  gegeben  und  in  neuerer 
Zeit  von  Sylvester  und  Hesse  verbessert  worden  ist.  Dasselbe 
grOndet  aicb  auf  einen  bekannten  Satz  von  den  linearen  Gleichungen. 


*)  Srlvester,  A  method  of  determiniDg  b;  mere  iuspection  tbe  deri- 
vatioDB  from  two  eqnationH  of  an;  degree.  Phil.  Mag.  XVi.  London  and 
Edinburgh  1840. 

HeBBe,  Ueber  die  Bildnog  der  EndgleiclinDg,  welche  dnrch  Elimination 
einer  Tariabeln  am  Ewei  algebraiBcben  Gleich ungeu  hervoigeht  Crelle'B  Joam. 
XXVIL  S.  1.  1844.  XLI.  8.  263.  Ztschr.  f.  Math.  n.  PhjB.  IV.  79.  1869. 

E  a  1 1  e  r ,  Ueber  die  Resnltante  zweier  algebraigchen  Gleichungen.  I. 
S  6.  1876. 
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Wenn    zwischen    den  r  Unbekannten    x^,  x^,  x^  .  ..Xr 
Gleiclmngen  ersten  Grades 

OiXi  +  CTja^  +  a^Xg  +  ■  ■  -  +  «r3V  =  «1  , 

6,a:,  +  hgX^  +  63^:3  -f- .  ■ .  +  brXr  =  Wj , 
.       C,a:i  +  a,a^  +  fi,a;,  ~\ \~CXr  =  «^  , 


bestehen,  so  gibt  die  Auflösung  derselben  die  Werthe  vonaij,  x^...Xr 
in  Fonu  von  Brüchen,  welche  denselben  Divisor  haben,  nämlich 

Hier  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  unabhängig  von  u  und 
die  Determinante  der  Coefficienten  der  Gleichungen.  Sie  wird 
dargestellt  durch  r*  Elemente  in  r  horizontalen  und  r  verticalen 
Columuen  geordnet,  also: 


öl       &i       &3       .       -       -       6r 
Ci       (^       O,        .       .       .       Cr 

r,     r.     r.     .     .     .     r. 


Die  Determinant«  dieses  Systems  ist  dann  das  Aggregrat  der 
Froducte  von  je  r  Elementen,  die  sämmtlich  verschiedenen  Zeilen 
und  Oolumnen  angehören.  Jedes  Product  wird  positiv  oder  ne- 
gativ genommen,  je  oadidem  die  Complexion  der  Indices  der  OoefG- 
cienten  zu  den  Permutationen  mit  einer  geraden  oder  ungeraden 
Anzahl  von  Inversionen  gehört.  Da^  positive  Änfangsglied  ist  das 
Product  der  Diagoualreihe 

«1 6g  c, . . .  »-r  . 
Hieraus  .werden  die  übrigen  Glieder  der  Determinante  abgeleitet, 
indem  man  die  alphabetische  Ordnung  beibehält  und  die  Indices 
1,2,  3, . . .  *■  pennutirt.   Ist  beispielsweise  r  — :  6 ,  so  ist  das  Product 

«g  61  C(,  d,  %  U 

positiv  zn  nehmen,  weil  die  Anzahl  der  Inversionen  vier  beträgt, 
nämlich  21,  53,  54,  64. 
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§  44.    EliminationBmethode  von  Heiae  und  Sjtveater. 


101 


Wenn  i 
Pi,Pt,Ps- 


au  man  die  gegebenen  Gleichungen  mit  den  Factoren 
.  .   mnltiplicirt,    darauf   alle    zu    einander    addirt  und 
.  so  gewählt  denkt,  dase  linker  Hand  alle  CoefGcienten 
mit  Ausnahme  dessen  von  einer  Unbekannten,  z.  B.  Xi,  verschwinden, 
so  bleibt 

(fto,  +i),6,  +;)j  c,  H \-prrt)x^  =Ä«i  +  AMa  H hiW, 

oder 

Px,  -  Ö,  - 
Denmacb  ist 

Öl  ■=P[  Wi  +ft  "l!  H \-prUr 

and  Q,  gleich  Null,,  wenn  alle  Werthe  von  u  gleich  Null  sind. 

Da  Xi  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist,  so  muss 
P^O  sein,  d.  h.  die  Determinante  seihet  verschwinden. 

Enthält  eine  der  Yerticalreihen  nur  bestimmte  Grössen,  so 
braucht  man  sämmtliche  Horizontalreihen  nur  mit  einer  und  der- 
selben beliebigen  allgemeinen  Grösse  zu  multipliciren.  So  haben 
z.  B.  die  Gruppen 

b,x,  +  ij  arg  +  ''s  ^  =  0 , 
c,  a:,  +  c,  x^  +  <^s  ^  =  0 , 
und 

«I  El  +  «i  Sa  +  Os  =-  0  , 

<^.  6i  +  Ca  i*  +  Cs  —  0 
dieselbe  Determinante 

.+ 1  "i     "s    a»    — 
p=     \b^     b,     b^        =  0 , 

~\c^      Cj      Cj     + 

welche  ihren  Werth  auch  dann  nicht  ändert,  wenn  man  sie  schreibt 


+ 


Wenden  wir  dies  Theorem  zunächst  auf  die  Euler'scheu  Be- 
stinuunngsgleicbnngen  in  §  42  an,  so  erhalten  wir  die  Deter- 
minante 
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Zweit«!  Abacbnitt    TrODsfonnatioa  der  QlelcIiDngeD.    X. 


1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0    . 

a 

1 

0 

0 

tt 

1 

0 

0    . 

b 

a 

I 

0 

ß 

« 

1 

0 

c 

h 

a 

1 

7 

d 

tt 

1 

d 

c 

t 

a 

d 

y 

ß 

a 

e 

d 

c 

b. 

e 

a 

r 

ß        - 

e 

d 

c- 

e 

i 

y 

c 

d 

^ 

s 

wofür  maD  anch  achreiben  kaim: 

1 

a 

b 

e    d    e 

^     . 

0 

1 

a 

b    c 

d 

e 

0 

0 

1 

a    b 

c 

d 

e 

0 

0 

0 

1    o    b 

c 

d 

e     . 

1. 

„ 

ß 

r    S    i 

0 

1 

a 

ß  r  1 

£ 

0 

0 

1 

'  ß  r 

s 

t 

° 

0 

0 

1    «   ß 

r 

i 

* 

Hierauf  gTQiideteii  niiD  Sylvester  und  Hesse  folgendes  Ver- 
fahlen  zur  Elimiiiation  von  x  aus  zwei  Gleichungen  vom  »*""  und 
m*^  Grade.    Gegeben  sei 

X*  +  aa^-'  +  h:^-^  +  -  ■ :  +  /  =  0 , 

X"  +  «a;"*-'  +  /Ic™-»  -i i-  T  =  0  . 

Man  muldplicire  die  erste  Gleichung  der  Reihe  nach  mit 
x,x* . .  .3f',  die  zweite  viiix,s^...x'.  In  diesen (»»+«)  Gleichungen 
betrachte  man  die  verschiedenen  Potenzen  von  .r  als  die  unbe- 
kannten, wodurch  in  ihrer  Anordnung  ein  Quadrat  von  {m-^n) 
Horizontal-  und  Verticalreihen  entsteht,  unter  denen  m  Horizontal- 
reihen aus  den  Coeflicienten  der  einen  Gleichung,  n  aus  denen  der 
andern  gebildet  worden,  wie  folgt 

a:-+i_[_fl.K"+ft.i— 1+  .        .     -\-tx=Q 

j-+ä_|_fl;C-+l_|-(,j;™_|_      .  .-\-tx''  =0 

a;"+»+aa;'+*4-6aH-»-f  -  -     -\-tx^  =0 


ji»+m  -l-Qa^+m— i  , 


-fsaf"+'-|-(3:'" 
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§_46.    Die  synmetrücfae  Determin&Dt«. 


-  .  .  .  +^«=0 

+TÄ*  =.0 


a:*+*  +  «af+^i  +  ■  ■       +rr'  =0 

Die  Torstehenden  Gleichungen  können  nach  dem  Vorhergehenden 
nur  bestehen  unter  der  Bedingung 

1     a    b     c      .      .      t     0    0     .\ 

0    0     l     a     h     c     .      .      t     .\ 


§  45.  Die,  symmetrlscheu  Determinanten  naeli  Bäzont*)  und 
Gaachy**)  znr  Daretellang  der  DiBcrimin&nte. 
Sind  die  GleichimgeQ  von  demselben  Grade,  so  lässt  sich 
durch  Abkürzung  eine  symmetriBche  Determinante  herstellen.  Dieser 
Fall  tritt  immer  ein,  wenn  man  nach  dem  Verfahren  von  Brioschi 
die  Discriminante  einer  Gleichung  bildet,  wie  in  §21  gezeigt 
worden  ist.  B4zout  hat  hierüber  1764  ein  Memoire  veröffentlicht;. 
Die  symmetrische  Determinante  wird  nach  Cauchy's  Anleitung 
folgenderm  aasen  gebildet.     Die  Derivirten  seien 

a,  ar-'  +  fr,  af-*  +  c,  jf-^  + 1-  ^  —=  0  , 

aja^'-'  +  fe.a^^'  +  Cja:— «H h^^O. 

Cauchj  schreibt  sie  auf  folgeude  Art: 

a,x-->+fr,x'-«H |-ftja*-*-i  =  ~(i,a:--»-»-f  ffl,a;-- *-s  +  ... 

a,a^->+fts^^*H |-*ia:'~*~'=—(^sa^'~*  +  *»2  «"-*-'  +  ■■ 

und  bildet  daraus  das  Product 

(Oia?^'  +  ftia!"-''-| h  *!«""*"•' )l.^a^*~* +%«""*"' -I— 

*)  Bezout,  Ptocädä  de  la  m^thode  poar  riSliminatioD  et  niBexioDe 
tendenb  4  l'ubräger.    Häm.  de  l'acad.  toj.  des  science«,  Paris  1764. 
Brnno,  Th&rie  g^närale  de  räliminatioD.  Paris  1869,  pg.  58. 
**)  Eatter,  L  c.  8.  14.    Baltier,  Theorie  der  DetermiDanten  S.  4 


■■  +  !,) 


■■  +  «, 
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Zweiter  Abschnitt.    Traiufoimation  der  Gleicbungea.    X. 


Indem  man  nun  k  successive  gleich  0,  1,2, ...  n  —  3  setzt,  er- 
hält mau  n  —  2  mit   deo   obigen  übereinstimmende  Gleichungen; 
denn   sie    sind  ebenfalls  vom  n  —  2^"  Grade,   da  mau  auf  beiden 
Seiten  durch  a?"-*-^  dividiren  kann. 
1.  Beispiel. 

a^x^  -{■  b,  X  -{■  c,  ='  0  f 

«j  a:*  +  6j  a:  +  t^  =  0 . 

Für  k  ^  1,0  erhalten  wir  die  Gleichungen 

(aS)x  +  (ac)  =  0 , 

(ac)x-\-  (bc)  =0, 


A  =  " 


liac)    (ab)] 


Es  wird  also  durch  diese  AbkOrzung  die  Anzahl  der  Elemente 
Ton  4*  auf  2*  vermindert 
2.  Beispie). 

Ol  a;*  +  Ä,  «*  +  c,  a;  4-  (f,  —  0 , 

Fflr  Ä  =  2, 1,  0  erhalten  wir 

(a4)a^  +  (ac)x  +  (ad)  =  0  , 
(ac)x^  +  [{ad)-{-(hc)]x  +  (bd)  =  0, 
(ad):(^  +  {bd)x  4-  (crf)  =  0  ; 
also  die  Determinante 

—    (ab)         (oc)     (ad)  I  + 


-D.  —         (ac) 

+    (ad)        (bd)     (ed) 
Die  Anzahl  der  Elemente  wird  von  6*  auf  3^  verringert. 
3.  Beispiel. 

Oi,a^  +  &,ar'  +  Cja:*  +  (^a:  +  ^  =  0. 

Für  ft  ■=*  3,  2,  1,0  erhalten  wir  vier  kubische  Gleichungen  und 
!  Determinante' 
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!  4S. 

(ab) 

(ac) 

(aS) 

(««) 

(«') 

(od) 
+  (»«) 

(i,8) 

(»<0 

+  (6iJ) 

(be) 

(") 

(ae) 

(.<") 

(ee) 

(de) 

4.  Beispiel. 

a,^:]-.b,^  +  C,r>  +  d,^  +  e,z  +  f,-0. 
Die  Determinante  ist 

(a6)       (ac)      (ad)       (ae) 
(ad)       (ae)      (af) 
+  (bc)  +(6<i)  +(be) 
W) 


(ae) 


■(W 


A  — 


('"^+(»^+<''^ 


(»0 


(oe) 


+(«d) 
(»0    (w    («n 

+  (l«)  +(ee)  +(de) 

(«rt   w    (.^0    m 

Daa  Bildungggesetz  der  verkfirzten  Byrnmetrischen  Determinante 
gellt  hientae  schon  deutlich  hervor. 


{df) 

(ef) 


405 


§  46.  Sie  Besünmmiig  der  gemeinsamen  Wurzel  zweier  CHeiohDngen. 
"Wie  bei  der  Methode  des  grÖBsten  gemeinschafUichen  Divisorfl 
ans  dem  binomischen  Factor  Px  ~|-  Q  die  gemeinsame  Wurzel  ge- 
funden wird,  80  lässt  eich  dieselbe  auch  mittele  der  Methode  der 
Determinanten  finden,  wie  in  Folgendem  gezeigt  werden  soll.  Ge- 
geben seien  die  Gleichungen 

o,  ar"  +  J,  a^  +  Cj  a;  +  rfj  =  0  , 

Man  findet  hieraus  die  quadratischen  Gleichungen 

{ab)x^  +  (ac)x  -f  (ad)  =  0 , 

{aa)x'  +  (bd)x  +  (cd)  =  0  . 
Man  schreibe  dieselben  in  folgender  Form: 

[(ab)«  +  (ac)]«  +  (od)  —  0 , 

[(ad)x  +'  (pd)]x  -f  {cd)  —  0  . 
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Die  Determinante  ist 

\  {ab)x -{- (ac) ,     i''ä)\^ 
I  (ad)x  +  (6d)  ,    (cd)  \ 
Dieselbe  läest  sich  zerlegen  in 

I  {ab)x ,     (ad)  [        I  (ac) ,     (.ad)\_ 

\(ad)x,     (cd)\'^\(bd),     (cd)  I 
oder 

\(ah),    (ad)\         \(ae),    (aä)  \ 
\{aä),    (cd)  I     "•"  I  (6d) ,     (cd)  I         ' 

womit  der  binomische  Factor   Pas  -\-  Q  und   zugleich  die  gemein- 
same Wurzel  gefunden  ist 

§  47.    Die  GombinationBmetlLode  von  Lagrange*). 

Es  ist  bei  der  Aufzählung  der  älteren  Substitutionsmethoden 
§  37  bemerkt  worden,  dass  Lagrange  eine  Substitution  in  Vor- 
schlag brachte,  welche  sich  von  den  übrigen  dadurch  imterscheidet, 
dass  sie  mehrere  oder  alle  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  zu- 
gleich umfaast.  Lagrange  substituirt  beispielsweise 
«"ar,  -}-  a'a:^  +  o*a^  -.|-  . . .  «"''x»  =  y 
und 

«-  _  1  =  0  . 

Ea  mögen  die  Finalgleichung  oder  die  Reducirte  und  die  er- 
forderlichen Resolventen  bestimmt  werden.  Die  Reducirte  wird 
nur  Potenzen  Ton  y  enthalten,  welche  ein  Vielfaches  von  n  sind; 
denn  wegen  o"  «=  1  ist 

«'""■y  =  «'^''a;!  +  «"-"^^x^  +  ■  ■ '  +  ^r+l  +  aXr+2  +  -  •  ■  a'-'^^Xn 
oder 

«--'■(/  =  a°Xr+i  +  a^Xr+a  -\ f-  «"~'^. 

Dies  ist  einer  Verschiebung  der  Wurzeln  x^,x^ . .  .  nach  vorne 
gleich  und  «"-""y  ist  ebenfalls  eine  Wurzel  der  Finalgleichung. 
Diese  muss  also  unverändert  bleiben,  wenn  man  a''~''y  an  die  Stelle 

*)  Lagrange,  R^flexionB  sur  la  räsolutioD  alg^brique  dea  ^qnatioDS. 
M^m.  nonv.  de  l'acad.  pour  l'ann^e  1770  et  1771.  Berlin  1772  et  1773. 

Trait4  de  la  räsolution  dea  äqnations  nnm^dqiiea.   Note  XIII. 

Hymers,  The  Theorie  of  algehraical  equations.  Section  X. 
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§  47.    CombinstJODBinetbode  von  Lagrange.  107 

Ton  y  setzt.    Ea  dürfec  also  nur  Potenzen  von  der  Form  y*' vor- 
kommen, weil  mtin  so  erhält: 

»'■-(«-'!')'■■ 

Wir  közmen  deshalb  der  Einfachheit  wegen  ^  ^  z  setzen  und 
weil  tt  Wurzeln  in  der  Substituirten  1  .  2  .  3  . . .  n  Permutationen 
zulassen,  so  wird  die  Gleichung  in  y  vom  ebensovielten  Grade,  die 
in  B  aber  nur  Tom  1  .  2  .  3  . . .  («  —  1)*"  Grade  sein.  Diese  neue 
Gleichung  ist  nnr  dann  vom  niedrigeren  Grade  als  die  Haupt- 
gleichung,  wenn  n  hSchstens  4  beträgt 

Bezeichnen  Ug,  ii,,  u, . . .  u,_i  gewisse  symmetrische  Functionen 
der  n  Worzeln,  welche  unveränderlich  bleiben,  wenn  man  die 
Wurzeln  permutirt,  so  ist 

^  =  J/"  =  «0  +  «1«  +  «s«'  H h  «^1«""^  ■ 

Wenn  nun  die  symmetrischen  Functionen  durch  die  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichung  ausgedruckt  sind,  so  werden  die  Wurzeln 
x^,x^  . ,  .x„  sich  berechnen  lassen.  Denn  seien  b^^,  s^,  ss^ . . .  Zn  die 
verschiedenen  Werthe  von  z  und  1,  a,  ß,y  . . ,  X  die  Wurzeln  von 
a'  •=  1,  dann  erhalten  wir 

a'i+^  +  a^iH +«,  —  V^i, 


l'-x,  +  A' J:,  +  A*«,  H f-  l-~'z„  =  v^,  . 

Addiren  wir  sämmtliche  Gleichungen  und  berücksichtigen  die 
Werthe  der  Summe  der  Potenzen  von  1,  a,  ß,  . . .  X,  so  erhalten  wir 

nx^  =  Yzi  +  y^  -| f-  y^  . 

Um  die  Werthe  von  S,,  S^,  S^,  ...  der  Summe  der  aufeinander- 
folgenden Potenzen  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  a"  ^  1  zu  er- 
halten, vergleiche  man  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  in  §  28. 

Multiplicirt  man  das  obige  System  von  Gleichungen  beziehlicli 
mit  1 ,  «"-%  ß"~^,  ■ . .  A''~S  so  erhält  man  durch  Addition  derselben 

1-^  =  1^  +  «— '  V^,  +  (3"-'  l^^s  H 1-  Jl"-'  V7„. 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  übrigen  Wurzeln.    Es  ist  nun 

—  o  =  yr, , 

folglich  ' 

(—  a)'  —  ^1  =  «tt  +  "i  +  %  H h  «™-i , 
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lind 

»-(-'■)■ +  («-i)«,  +  («'-i) «.  +  («' -i)i^+--- 

Das  Problem  ist  denmach  darauf  zurückgeföhrt,  die  Werthe 
dieser  symmetriachen  Functiooen  aufzusuchen.  Uebrigens  eriDnem 
die  Formen  der  Wurzeln  a:,,  x^,  . . .  lebhaft  an  die  Substitution  von 
Euler  und  Waring. 

Ist  n  keine  Primzahl,  sondern  zusammei^esetzt,  etwa  gleich 
kl,  wo  k  prim  ist,  so  lässt  die  Methode  einige  Vereinfachungen 
zu.    Angenommen  a  sei  eine  Wurzel  der  Gleichung 

«*-l  =  0, 
dann  ist 

y  —  a"«!  +  (t'a;,  +  «*a^  H .+  «— i«, 

=  a%  +  a'Xj  +  «%  -I f-  t^'Xt, 

wobei 

X,  -=  aV   +  Xk+r  +  Xih+r   +  ■  ■  ■  +  ^n-i+r 

ist  und  aus  l  Wurzeln  besteht.    Demgemäss  ist 

«  =  »r=«c,  +  Wi«  +  «ä«*  -\ 1-  Mt_ia*^S 

wo  Mg,  «1,  ■ .  ■  bekannte  Functionen  ron  Xj,  Xg,  . . .  bedeuten.  Sind 
dieselben  in  Ausdrücken  der  Coefßcienten  der  gegebenen  Gleichung 
dargestellt,  so  sind  wir  auch  im  Stande,  die  Werthe  von  X,,  X», . .  - 
zu  bestimmen.  Um  daraus  weiter  die  Wurzeln  x^jX^. . .  x„  zu  be- 
rechnen, müssen  wir  diejenigen  gesondert  berücksichtigen,  welche 
in  X] ,  X^  . . .  enthalten  sind,  also  zu  einer  Gleichung  /*™  Grades 

Die  Gleichung,  deren  Wurzelsumme  X^  beträgt,  möge  sein 

x'  —  X,^'  +  £:H-»  —  M3^^  -I =  0 , 

worin  L,  M, . . .  noch  unbestimmte  Coefficienten  sind.  Dies  Polynom 
ist  ein  Factor  von  dem  Polynom  f{x),  weil  beide  dieselben  Wurzeln 
enthalten.  Führt  man  die  Division  aus  und  setzt  die  Coefficienten 
der  Potenzen  von  x,  welche  im  Reste  enthalten  sind,  einzeln  gleich 
Null,  so  erhält  man  l  Gleichungen  in  X^,  L,  Jlf,  . . . ,  unter  denen 
die  i  —  1  ersten  die  Werthe  von  L,  M,  . . .  als  Ausdrücke  von  X^ 
liefern.  Es  bleibt  demnach  die  Gleichung  vom  C™  Grade  zu  lösen. 
Auf  ähnliche  Art  sucht  man  weiter  aus  X,  die  folgende  Wurzel- 
gruppe Xj,  xii^i,  xsir^t,  .-. .  zu  berechnen  u.  s.  f. 
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§  46.    Die  triaomischeu  Factoren.  lOO 

§  48.    Von  den  qnadratisclieii  oder  trinomlsclieii  Factoren 
einer  Qleiohung. 

Geht  mau  von  der  ÄnnahDie  aus,  liass  ausser  der  gegebenen 
Gleichung  f{^x)  =  0  auch  noch  für  alle  Wurzeln  die  quadratische 
FunctJon 

gelten  solle,  so  kann  man  dieselben  entweder  so  ansehen,  als  ob 
u  und  ti  gewisse  bestimmte  oder  conetante  Grössen,  y  eine  ab- 
hängige bezeichnen,  oder  man  kann  diese  Function  als  den  allge- 
meinen Ausdruck  sämmtlicher  in  der  gegebenen  Gleichung  ent- 
haltener quadratischer,  trinomischer  Factoren  voraussetzen,  bo  näm- 
lich, dasa  alle  Werthe  von  v  —  y  das  Product  je  zweier  Wurzeln, 
alle  Werthe  der  Variabein  m  die_  negative  Summe  derselben  dar- 
stellen. Ton  dem  ersten  Gesichtspuncte  aus  wird  die  quadratische 
Function  in  der  Substitutionsmethode  von  Tschirnhausen  be- 
trachtet und  es  ist  die  Resultante  in  y  offenbar  von  demselben 
Grade  wie  die  Hauptgleichung,  ^so  vom  n*™.  Im  zweiten  Falle 
dagegen  ist  die  Gleichung  in  c  —  y,  oder  wenn  v  eine  beliebige 
Constaote  bezeichnet,  in  y  vom  „-■tea  Grade,  weil  man  sämmt- 

liche  n  Wurzeln  so  viele  Mal  zur  zweiten  Klasse  oder  zu  einem 
einfachen  Product  combiniren  kann.  Ebenso  ist  die  Resultante  in 
«  vom  Grade.    Man   hat   die  beiden   vorbena^nten   Fälle 

streng  zu  unterscheiden,  da  wegen  der  willkürlichen  Annahme  von 
u  die  substituirte  quadratische  Gleichung  immer  eine  iremde  Lösung, 
also  nur  eine  wahre  Wurzel  von  x  liefert.  Ebenso  wird  es  sich 
mit  der  Snbstituirten  höherer  Grade  verhalten.  Sie  liefern  immer 
nur  eine  wahre  Wurzel,  welche  gefunden  wird,  indem  man  den 
letzten  Rest,  der  bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisors  der  beiden  Polynome  bleibt,  gleich  Null  setzt  und 
nach  X  auflöst,  also 

Nur  wenn  P  und  Q  gleich  Null  werden,  was  dann  allemal  ge- 
schieht, wenn  die  gegebene  Gleichung  gleiche  Wurzel  hat,  liefert 
der  angenommene  quadratische  Factor,  gleich  Null  gesetzt,  zwei 
wahre  Wurzeln. 
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Wir  betrachten  zunächst  die  quadratischeo  oder  trinomischen 
Factoren  der  Haupt^leichtmg  nnd  beweisen  das  Ton  Laplace*) 
aufgestellt« 

Theorem:   Jede  Gleichung   von    geradem  Grade  lässt  sich  in 
lauter  reelle  trinomische  Faktoren  zerlegen. 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

f(j3!)  =  X«  +  ax*-^  +  &a^-*  -I h  '  =  0  ■ 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  es  sei  n^2r  und  r  ungerade, 
also,  n  von  der  Form  ik  -{-  ''i-  Man  betrachte  nun  die  Factoren 
zweiten  Grades  dieser  Gleichung,  gebildet  aus  den  zu  je  zwei  com- 
binirten  Binomialfactoren 

(x  —  Xi)  {x  —  Xg)  '=  X*  —  (Xi -\-  x^)  X  +  ar,a;2  =  0 , 
{x  —  «i)  (a:  —  Xg)  =  x^  —  (Xi  -\-  Xg)  x  -{-  XiX^  =  0 , 

(x  —  x„-i)(x  —  x„)  =  x'  —  (ic„_i  +  «■)  a;  +  x„-ix„)  -=  0. 

Diese  Factoren  sind  von  der  BeBchaffenheit  der  Wurzelsummen 
und  Wurzelproducte  abhängig;  diese  werden  bestimmbare  Grössen, 
wenn  man  zwei  Beziehungen  derselben  kennt,  z.  B.; 

(3^1  +  asj)  +  m{x^x^)  =  a,     {x^  +  %)  +  m\XiX^  =  a  , 
wo  m  und  m'  bestimmte  Zahlen  sind.    Der  allgemeine  Werth  von 
B  sei  yj  dann  lässt  sich  aus  den  Binomialfactoren 
"    {•'-[(%+«>)  +  «{"A)).)  \S  -  [(«■  +  «.)  +  "fe«.)]}  •  ■  ■ 
eine  Gleichung  in  y  und  f»  bilden,. deren  Coe^cienten  symmetrische 
Functionen  der  Wurzein  und  also   rationale  Functionen  der  Coef- 
ficienten  a,h,  c,  . . .  der  gegebenen  Gleichung  sifid. 

Die  transformirte  Gleichung  sei 

iler  Grad  derselben  ist  offenbar r--: -  =  r(2r  —  1),  also  un- 
gerade. Deshalb  hat  die  Gleichung  (p{m,y)  =0  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel,  welchen  Werth  nt  auch  haben  möge.  Setzt  man 
deshalb  für  m  successive  die  Zahlen  I,  2,  3,  ...  [r(2r  —  1)  +  1] 
ein,  so  hat  jede  der  zugehörigen  Gleichungen 

y(l,j/}  =  0,    9>(2,  y)  =  0,    11.  s.w.    , 
wenigstens  eine  reelle  Wurzel  und   zwar  eine  der  Combinationen 
(a:,  -|-  iCj)  +  »i{x^  x^).     Wir  erhalten    also   r{2r  —  1)  +  1    reelle 


•)  Hymeta,  Theory  of  equationa  §  163. 
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Werthe  dieser  Combinationen  von  je  zwei  der  gegebenen  Gleichung. 
Es  exietiren  aber,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  r(2r  —  1)  solcher 
CombinatJoneu,  welche  sämmtliche  Wurzeln  von  x,  bis  x^  um- 
fassen. Deshalb  mflasen  wemgetens  zwei  Functionen  dasselbe  Wurzel- 
paar enthalten,  für  welche  man  reelle  Werthe  von  k  erhält  Wenn 
also  die  entprechenden  Gleichungen 

fp(m,  y)  ^  0,    |p('>«^',  y)  =  0 
sind,  so  gelten  die  zwei  Gleichungen 

(xi  +x^)-\-  »»(«,  «»)  =  «,     (3^1  +  a^)  +  «'(a^i  ^t)  ■=  "' 
für  zwei  reelle  Weithe  von  m  und  von  a.    Die  reellen  Coefficienten 
des  ersten  quadratischen  oder  trinomischen  Factors  sind  also 

Hieraus  geht  hervor,  dass  jede  Gleichung,  deren  Ordnungsexpo- 
nent nur  einmal  durch  2  theilbar  ist^  wenigstens  einen  reellen 
quadratischen  Factor  hat 

Um  nun  allgemein  zu  beweisen,  dass  der  Satz  von  jeder  Gleichung 
von  geradem  Orduungsesponenten  gilt,  wenden  wir  die  Küstner'sche 
Schiusamethode  an.  Wir  wollen  zu  dem  Ende  nachweisen,  dasä 
wenn  der  Satz  für  Gleichungen  Gültigkeit  hat,  deren  Ordnungs- 
exponenten  ^mal  durch  2  theilbar  sind,  also  für  n  =  2i'r,  er  auch 
für  M  — =  2H-ir  gelten  muss,  wo  r  eine   ungerade  Zahl  bedeutet 

Angenommen,  es  sei  n>=2'^'r,  so  ist  der  Ordnungsesponent 
der  transformirten  Gleichung  in  y  gleich  2''r(2'^'r  —  1),  welcher 
nur  pmai  durch  2  theilbar  ist    Die  transformirte  Gleichung 

9)(m,  y)=0 
hat  nun  nach  der  Toraussetzung  einen  reellen  quadratischen  Factor, 
also  entweder  ein  reelles  oder  ein  conjugirt  complexes  Wurzelpaar. 

Ebenso  gibt  noch  mindestens  eine  andere  Gleichung  g5(m'j  y)^  0 
einen  reellen  quadratischen  Factor  mit  zwei  reellen  oder  complexen 
Wurzeln.  Wenn  nun  zwei  Gleichungen  der  ersten  Art  gefunden 
sind,  so  folgt  hieraus  ebenso  wie  in  dem  ersten  Falle,  dass  die  ge- 
gebene Gleichung  einen  reellen  quadratischen  Factor  besitzt  Findet 
man  aber  nur  Gleichungen  der  zweiten  Art,  so  sei 
{Xi  +  a:^)  +  m  (x^j^)  =-  ?  +  i)  V^  , 
(x,  +  x,)  +  m'(x,x,)  _  r  +  „'  1/-  1  - 

Aus  der  Yerbindung  beider  ergibt  sich 
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3=1  +  a^  =  y  +  *  V^^, 
'  und  demnach  würde 

x--(r  +  sy^^x  +  (/  +  i-y:^ 

ein  coiüpleser  quadratischer  Factor.  Ton  f(x)  sein. 

Wenn  aber  ein  reeller  Ausdruck  einen  Factor  von  der  Form 
M-j-  N  y —  1  hat,  Bo  hat  er  ebenfallB  einen  zweiten  von  der  Form 
M~-  Ny^l.     Denn  sei 

=  (ME  —  NS)  +  (MS  +  NR)  Y^^ . 
Ist  P  reell,  80  mu88  der  imaginäre  Theil  verschwinden,  woraus 
folgt 

R  M 

a"^  -  N' 

oder 

Il=pM,     S pN. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  ergibt  sich 
daraus 

.p=p{M'^Ny^^{M—Ny^n.) . 

Deshalb  ist  auch  noch  der  Ausdruck 

x>-(y—S  /ITT)  j  4.  (/  _  i'  YZTJ) 

ein  zweiter  quadratischer  Factor  von  f(x)  und  folglich  das  Prodact 
beider 

(3;*  -yx-\-  yJ  —  (ßx  —  *0* 
ein  biquadratischer  Factor  von  f(x),  welcher  sich  immer  in  zwei 
reelle  quadratische  Factoren  zerlegen  lässt. 

Wenn  die  beiden  quadratischen  Factoren  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  haben  sollten,  so  gelangt  man  noch  einfacher  zu  dem- 
selben Resultate.  Wendet  m^i  die  Methode  der  Aufsuchung  des 
grSssten  gemeinschaftlichen  Divisors  an,  so  kann  der  gemeinschaft- 
liche Factor  nur  linear  sein  und  zwar  gleich  ^  —  t-  Die  andern 
Factoren  sind  alsdann  beziehungsweise 


-SY-lj     und     x~(y-j-{-iSY~-iy 
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Die  quadratischen  Factoren  sind  in  dieBem  Falle  gleich 


und 


['-{^-u^v^m-^y 


Yereioigt  man  die  beiden  ersten  linearen  Factoren  za  einem  qua- 
dratischen Factor,  so  wird  derselbe  reell  und  gleich 


i'-r  +  r)  +ä'-o. 


Demnach  hat  jede  Gleichung  Tom  2*^'  .  r*"  Grade  einen  reellen 
quadratischen  Factor,  wenn  jede  vom  2^.i*"  Grade  einen  solchen 
hat.  Ea  war  aber  die  Gültigkeit  des  Satzes  bewiesen  für  den  Fall 
p^  l ,  also  gilt  er  auch  für  p  e=  2,  3,  4,  . . .  n.  s.  f.,  ganz  allge- 
mein für  jede  Gleichung  von  geradem  Grade.  ' 

Wenn  der  eine  nothwendig  vorhandene  quadratische  Factor 
durch  Division  aus  dem  Polynom  f{x)  ausgeschieden  ist,  bo  behält 
man  immer  noch  eine  Gleichung  von  geradem  Grade  mit  reellen 
Coefficienten,  für  welche  dasselbe  gilt  Es  müssen  deshalb  alle 
Gleichungen  von  geradem  Grada  sich  in  lauter  reelle  quadratische 
Factoren  zerlegen  lassen, 

Aufgabe.   Die  biqaadratische  Gleichung 

X" -^  aa? -i- ba^ -]- ex  +  d  =  0 
in  zwei  reelle  quadratische  Factoren 

3:^+Pi^  +  ([i     und     a^  +  Pi^j  +  g, 
zu  zerlegen. 

Diese  Zerlegung  lüaat  eich  nach  der  in  §  47  entwickelten 
Methode  von  Lagrange  bewerkstelligen.  Der  Ordnungsezponent 
ist  «  =  4  =  2  .  2  ^  Ä  .  ?.    Es  sei  a  eine  Wurzel  der  Gleichung 

a»  -  1  =.  0 
und  ea  werde  snbstituirt 

y -^  Xi  +  ax,  +  Xg -\~  ccXi  ==  Xi  +  aX^  , 
wobei 

X^=Xi  +  x^,    X^  =  Xfj-  x^. 
Dann  ist 

ü  =  y»  —  «„  +  a«,  =  X,«  +  X,'  4-  2X,X,« 
und 

■CatthleMoi,  gnudiage  d,  ut.  n.  mod.  Algab».  8 
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O*  =  «,  =  t(o  +  Hl  . 
Hieraus  folgt  nun 

«^-K',  +<!('.  +  '<)■ 
Diese  Function  der  Wurzeln  lässt  noch  zwei  Variationen 
2(«,  +  I,)  (I.  +  I,),  2  (»,  +  it,)  (»i  +  «i) 
ZU,  so  dass  u,  eine  Wurzel  der  kubisclien  Gleichung 

M,*  +  JlfM,'  +  J^Mj   -f-  P  =  0 

sein  wird,  deren  Coefßcienten  M,  N,  P  aymmetriaehe  Functionen 
von  Xi,Xi,3^,Xf,  also  rationale  Functionen  von  a,h,c,d  sind. 
Setzen  wir,  um  diese  Gleichung  exact  zu  machen, 
«,  =  26  —  2«, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung  in  «,  deren  Wurzeln  sind 

Snbstituiren  wir  weiter  XiX^^ri,  so  ist 

und  1/  eine  Wurzel  der  Gleichung  der  Wurzclproducte  (§  22): 
1)*— 6ij='+(ac— d}»?*  — (aM~26d+c*)i)*+(ac— djdij*  — ftd*i;+rf^ 

=  «'  —  6tt«  4-  (flc  —  4(0  «  —  (a'rf  —  Abd  +  c^)  =  0. 

Ist  t('  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  ao  ist  «i  ^  2&  —  2u. 
Setzt  man 

a  =  —  Ij  ?ä  =  «0  —  M,  =  «'  —  2«!  =  «*  ~-  40  +  4«',.    . 
so  ist 

X,  +  Xa  =  -  fl,  X,  —  Zj  =  y7, 

und 

x,--|(»-v^),  x,_-i(»  +  )/,7). 

Demgemiss  können  die  Wurzeln  x^    und  :r,  als  die  Wuneln 
der  quadratischen  Gleichung 

X*  ~X^x-\-L=Q 
betrachtet  werden.     Dividirt  man  die   gegebene   Gleichung   durch 
diesen  quadratischen  Factor  und  setzt  das  erste  Glied  des  Restes 
gleich  Null,  so  findet  man 


lyGoo^^lc 


g  49.    Die  Gleichnog  der  Wnrzelq nadrate. 


2X,  +« 
Die  beiden  aiideni  Wuraeln  sc^  und  3;^   weiden   gefanden   aua 
der  quadratischen  Gleichung 

X-         Ji.^X-t  2X,  +«  "• 

Um  nun  noch  zn  zeigen,  dass  diese  beiden  qnadratiBchen 
Factoren  reell  sind,  bilde  man  die  Gleichung  in  e^,  welche  wegen 
der  Relation 

g^  =  (o«  —  4&)  +  4u' 
ebenfalls  eine  kubische  Gleichung  sein  muss.    Setzt  man  demgemäsa 
■      „=|[,-(o'^4S)], 

SO  resnltirt 

«3  —  (3o'  —  86)j*  +  (3fl*  -  16«*6  +  166*  +  16ac  —  64d)« 
—  {o*~  4ab-i-  8c)ä  =  0.     ' 

Da  das  Absolutglied  negativ  ist,  so  hat  die  Gleichung  eine 
positive  reelle  Wurzel  0^.  Deswegen  ist  Ye^  reell,  mithin  auch  a:^ 
und  a:^,    und  die  Goefficienten  der  beiden  quadratischen  Factoren 

rr*+i>,a:  +  g,     und    a:^ +?**  +  «» 
sind  reell. 

§  49.    Die  Olelohimg  der  Wnrzelqaadrate  der  yarUrt«li  Gleichiuig. 
Es   ist  in  §  48  darauf  hingewiesen  worden,  dass  wenn   die 
quadratische  Function 

ff*  +  M«  +  fj  ■=  0 
in  eine    gegebene  Gleichung   substituirt  wird,   diese   quadratische 
Gleichung  in  x  nur  eine  wahre  Wurzel  liefere,  da  die  Resultante 
in  V  TOu  demselben  Grade  ist  wie  die  gegebene  Gleichung.    LiJst 
man  die  Gleichung  nach  x  auf,  nämlich 

a;=.  —  —  M  +  yV'w''  — 4r  =if  +  j(,      . 
so  wird 

also 

ar—2ex-\-{^~  j/*)  =  0. 
Um  diese  quadratische  Fimction  zu  substituiren,  braucht  man 
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also  nur  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  variirten  Gleichung 
zu  bilden.  Die  fremde  Lösung  wird  von  der  wahren  geschieden 
dadurch,  daaa  man  entweder  für  y  das  passende  Voizeichen  wählt 
oder  dass  man  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von 

f(')-0 
und 

x^  —  2sx  +  Ä*  —  |('  =  0 
bestimmt. 

Beispiel.    Die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 
X*  ^  aa^  +  bx^  +  ex -i- d  =  0 
zu  berechnen*). 

Mftn  bilde  die  Yariirte 
y*  +  (43  +  a)y» -(- (6^^  +  3o^  +  6)!^  +  (4^"  +  3««*+ 26^  +  «)y  . 

+  (ü*  +  aü^  +  6ir*  +  c«  +  rf)  =  0 
oder  kürzer 

9*  +  «y»  +  ^/  +  i'y  +  *  =  o. 

Femer  bilde  man  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Wurzel- 
quadrate der  Variirten  sind,  also  nach  §  34 

»"-("■-2W+ tf'-s-r+sw -()■'- 2^«)»-  + ä>-o, 

oder  kurz 

^*  —  mi/'  +  nt/^  -py'  +  q'^O. 
Diese  Gleichung  lässt  sich    auf  eine   quadratische   reducirea, 
wenn  sich  die  Bedingung 

m'  —  4MI«  +  8;>  =  0 
erfüllen  lässt.    Setzt  man  nämlich 

(y"  -  l  '"j/"  +  aJ  -  i?  =  0, 

BO  ist 

j^*  —  mj/''  +  (2Ä  +   ^-nA  j('*  —  mAi/  -|-  (^«  —  jff)  =  0 . 

Die  Bedingungsgleichungen  der  Identität  mit  der  Gleichung 
i/*  —  mi/^  +  mk'*  —  j)y'  +  2  =  0 
sind 


*)  Matthiessen,  Nene  AuflOinug  der  quadratischen,  kabiachen  und  bi^ 
qnadraÜBchen  Oleichungen.    Zeitscbr.  f.  Math.  u.  Fb;a,   VIII.   S.  136.  196S. 
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«=  24  +  -^»»*,  p  =  mA, 
folglich 

4-1(4» -•»■)- f. 
oder 

»»»  — 4mn  +  8p  =  0. 
Die  geBuchteo  Wurzeln  sind  aas  den  Terschiedenen  Wertben 
von  y   zu  berechnen  mit  Hülfe  der  Gleicbung 


y'  =  i-m  +  1]/«*-  16  £-  +  1/p* -gm« . 

Es  ist  nun 
m  ■=  a*  —  2ß  '^  Az"  -\-  2az  +  {a'  —  26), 
»  =^  —  2a}'  +  2*  =  6^*  +  6aü'  +  (3o*  — 2fr)2*  +  {2a6~6c)r 

+  (6*  — 2oc  +  2rf), 
j,  =  /  —  2^*  «  4««  +  6a^  +  (3a*  +  26)^*  +  4(a6  —  c)«» 

+  2(fr*  —  6d)«*  -f-  2(fcc  -  3od)«  +  (c*  -  26d), 
^  =  ^  =  Ä*  +  aü»  +  63«  —  J- (a«  —  4oi  +  6c)« 

_i.(o*_4o'6+  8ac-8d). 

Setzt  man  diese  Weitbe  in  die  Bedingungsgleicbnng 
m*  —  4mn  +  8p  =  0 
ein,  80  erbält  man  die  kubische  Resolvente 

(aS_4fl6+8c)F'  +  -J-(3a*-  I4o*6  +  20oc  +  86»— 32rf)«> 
4_i.[3o*-  16a'6  +  20ö'c+  16a(6»— 2d)  -  166c]a 
4-4-[o*  -  6a*6  +  8»='c  +  8o'{''*  —  2(1)  —  I6aic  +  8c'j  —  0. 
Wenn  die  Coefficienten  a,  b,  c  der  Bedingongsgleichung 
w'  —  4m«  +  8^)  —  0 
schon   genügen,  so   wird  die  Besolvente  vom   zweiten  Grade.    Ist 
ausserdem  a  =  0,  so  vereinfacht  sich  die  Resolvente  sehr;  sie  geht 
aber  in 

8c5»  +  4(6»  -  4d}e^  -  46^  +  c*  =  0,  * 

and  wenn  man  e  —  —  c:26  aubstituirt,  so  nimmt  sie  die  Form 
der  sogenannten  Eoler-Cartesischen  Resolvente  an,  nämlich 
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^  +  2bt'  +  (6*  -  4d)t  -  c*  =  0. 
Zahlenbeispiel.    G^eben  sei  die  Qleicbang 

a^  —  22a;*  —  24a:  +  45  =  0. 
Die  Resolveote  ist 

3«*  — 19s»  +  33«— ,9  =  0. 
Die  Wurzeln  derselben  sind 

^,  =  3,    ?,  =  3,    Zs  =  Y- 
Nimmt  man  z^  ^  3,  so  bestimmen  sieb 

«1  =  80,    ^  =  144,    2  =  (—144)»; 
folglich  ist 

^-  =  20+16, 
und  man  erhält 

j/,  =  +  6,   !/,  =  +  2. 
Durch  Substitution  des  Werthes  Zj  =  -^  erhält  man 


m  =  44-^,    ^  =  66^ 


=  (-h)' 


!/-- 

"1 

±r-f 

+ 

513 

folg 

[t  weiter 

»■ 

=±¥. 

!(<  = 

'±'i. 

ü. 

-; 

Da  nun  a;  ^  z  -|~  V  ^^^r  ^°  würde  man  im  Ganzen  fönende 
Wurzelwerthe  erhalten : 

1)  a:,  =  3  +  6 ,   oder  9  und  —  3 ; 
Xj  =  3  4;  2 ,   oder  5  und        1 ; 

2)  i^=-3-+-3.  oderyund~3; 


a;j  =  —  +  — ,  oder  1  und  —  y " 

Da  sämmtliche  Werthe  von  n  alle  Auflösungen  geben  müssen, 
^  sind  die.  wiederholten  Werthe  von  x  wahre  Wuraelwerthe  der 
g^ebenen  Gleichung,  mitbin  ist  a;,  ■=  —  3,  a;,  =  5,  ar,  ^  1, 
worunter  eine  Wurzel  zwei  Mal  vorkommen  muss.  Man  findet  sie 
leicht  aus  der  Bedingung 
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x^ a-(-3+5  +  l)  =  —  3. 

Statt  nun  die  fibrigen  Werthe  von  e  zuzuziehen,  bilde  man 
die  quadratische  Function 

exact.    Dieselbe  ist  im  Falle  1)  :c'  —  6*  —  27  =  0. 

Sucht  man  den  gröseten  gemeinBchaftlicheii  Divisor  von 
**  -  22a;»  -  24  +  45  =  0 
und 

a;'-6j;-27  =  0, 
setzt  darauf  denselben  gleich  Null,  so  ündet  man  a;  =  —  3.    Dies 
ist  eine  wahre  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung. 

Die  zweite  Gleichung  liefert  die  beiden  Wurzeln  3  +  6,  wo- 
von also  die  eine  eine  fremde  Lösung  gibt. 

Wählt  man  dagegen  «a  ■=  y  >  so  wird  die  quadratische  Function 
gleich  Null  gesetzt 

Sucht  man  hiermit  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor, 
so  verschwindet  der  lineare  Rest  und  die  quadratische  Gleichung 
liefert  zwei  wahre  Wurzeln,  nämlich  1  und  5. 

Nach  der  Methode  von  Lagrange  ist  der  andere  quadratische 
Factor 

^-X,X+  ?■■  +  •-5.-+ a  "'''-^°  -  0. 
und  wegen  Xj  ^  —  a  —  X,  ^  6 , 

a;*  +  6a:  +  9==0. 
Dieser  Factor  liefert  die  beiden  gleichen  Wurzeln  —  3. 

XI.    Beduction   der    Gleichungen   und    Wegschaffung   be- 
liebig vieler  Glieder  derselben. 

§  50.    Difl  Methode  von  TBohlrnhansen*}. 
Es  ist  bereits  in  §  16  gezeigt  worden,  wie  sieb  durch  Variation 
der  Unbekannten,  also  durch  Substitution  der  linearen  Function 

«  +  («-y)  =  o 

die  gegebene  Gleichung  in  eine  andere  von  demselben  Grade  in  y 
tranaformiren  lässt,  in  welcher  das  zweite  Glied  oder  irgend  ein 
anderes  Zvrischenglied  zum  Verschwinden   gebracht  werden  kann. 

*)  Die  luerauf  behagliche  Littentnr  findet  mao  rob  ^  37. 
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Ist  die  gegebene  Cfleichang 

Bo  iBt  die  Transformirte 

^-(»„-»)r-+[(;)»=-.("T>  +  *]^- 
-[(;)"'-<•  ("7')  "'  +  K"T>-"]'^"'+--''' 

und  die  Bedingung,  daes  das  r^  Glied  oder  der  Coefficient  von 
^~r+i  vetBchwinde, 

Die  Bedii^pingagleicliung  für  das  Verschwinden  des  r*"  Glieder 
(des  (r  —  iy*°  Zwischengliedes)  ist  demniuih  vom  r  —  1*"  Grade. 
Die  Aufhebung  des  zweiten  Gliedes  erfordert  die  Auflösung  einer 
Gleichung  vom  ersten  Grade,  die  des  dritten  Gliedes  die  Auflösung 
einer  quadratischen  Gleichung,  die  des  vierten  Gliedes  die  Auf- 
lösung einer  kubischen  Gleichung  u.  s.  f. 

Es  können  nun  weiter  mit  Benutzung  der  Substitution 

«»  +  «fl!  +  («  -  p)  =  0 

in   der  Transformirten  zwei  Glieder  zum  Yerechwinden   gebracht 
werden.    Ist  die  gegebene  Gleichung  vom  «""Grade,  so  findet  mau 
mittels  der  gewöhnlichen  Eliminationsmethode  die  Transformirte 
y  —  f«t>  —  (au  —  a*  +  26)]y"-' 

+  [(0»'-Ct>«+^]!^' 

+    ■ -0, 

TTorm 

Ä-.a«-(a'—2b-), 

B—b«'—  (ab  —  3c)u  +  ib'  —  2ac  +  2ä), 

C  —  eii'-(ac-id)u'+Q>c^Sad+be)u—(c'-2bd+2ae—2D, 

D—da'—{ad—5e)ti'+(bd—4ae+9f)u'  —  {cd—Ue+baf—lg)» 

+  (d'-2ce  +  2bf~2ag  +  2h),a.B.w. 
zu  setzen  ist.    Das  Gesetz  der  Bilduug  dieser   Ausdrucke  bt  un- 
schwer zu  erkennen;  die  letzten  Glieder  sind  sUmmtlich  die  CoefB- 
cienten  der  Gleichung  der  Wurzelqusdrate. 
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Die  Bedingungen  Blr  d&s  gleichzeitige  Terschwinden  irgend 
zweier  Ölieder,  z.  B.  des  m""  und  r*™ ,  werden  sein 
[^-i]  =  0,     [tr-i]=:0. 

Da  diese  Gleichungen  bezüglich  v  und  u  TOn  demeelben  Grade 
sind,  so  ist  die  Resultante  in  v  oder  u  im  Allgemeiaen  vom 
(m  —  I)  (»■  —  1)**"  Grade,  Um  also  das  zweite  und  dritte  Glied 
der  Transformirten  zum  Verschwinden  zu  bringen,  hat  man  eine 
quadratische  Gleichung  zu  lösen,  um  das  -zweite  und  vierte  zum 
Verschwinden  zu  bringen,  eine  kubische  Gleichung  u.  s.  f. 

Wenn  z.  B.  das  zweite  und  vierte  Glied  verschwinden  soll 
80  hat  man  zn  setzen: 

also  mit  Rücksicht  auf  die  exacte  Form  der  Gleichung  in  y: 
nw  — (dM  — a*  +  26)  =0, 

Eliminirt  man  v,  so  erhält  man  die  Resolreote  drittcu  Grades: 
[(n— 1)(»  — 2)ii'-3n(»  — 2)oi  +  3«'c]ii'— 3[(n  — l)(ti  — 2)0' 

—  2(n— 2){2«— l)a"6  +  2»(2»-3)(ie  +  2»(«— 2)S'-4n'<i]i<' 
+  8K»  -  IX»  —  2)<''  —  («  —  2)(6»  -  4)a'i  +  6»(n  -  2)»'« 

+  (o  —  2)(5»  -  4)oi'  —  n(6»  -  i)a<i  —  n(bn—  12)4«  +  6«"«]«  • 

—  [(«  —  1)(»  —  2)a'  —  6(n  —  l)(ii  —  2)<i'6  +  6»(»  —  2)(<'i! 
+  3»i(ii-2)(3ii-4Xi"-6»(»-2)i."(J-12n(»-2>ifc-2(ii-2)(»^)i' 
+  3nV  +  6»(»  -  4)td  +  6»'oe  —  6nYJ  —  0  . 

Die  beideB  Bedjugungsgleicliuiigeii  werden  Behr  vereinfacht, 
wenn  ä  =  0  ist,  also  bereits  vor  der  Transformation  das  erste 
Zwischenglied  fehlt:  Dann  ist  nämlich,  abgesehen  Ton  den  sonstigen 
Rednctionen  der  Bestimmungsgleichnngen,  V  yon  u  unabhängig  und 
nv  +  (a'  —  2b}  —  0; 
Wenn  das  dritte  und  Tierte  Glied  der  Transformirten  zum 
Verschwinden  gebracht  werden  soll,  so  hat  man  zu  setzen' 

[k",  »•]  — 0,    [v',u']  —  0-: 
fOhrt  man  die  exacten  Formeln  ein,  so  erhält  man 

•  (:)'''-hV''*+C^V"-''-''- 
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Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  ist  die  erste  DeriTiite 
von  der  zweiten  und  diese  hat  also  zwei  gleiche  Wurzeln.  Die 
Resultante  dieser  beiden  Gleichungen  ist  demnach  die  Discrimi' 
uante  der  zweiten  und  nach  §  21,  Beiep.  2  gleich 

2-7^,j(»-2)^£-3«CJ'-  {2«B  -  («-  IM'j  X 

|3(rt— 1)^G— 2(»-  2)B'j  =0.. 

Da  Ä  eine  Function  von  u  vom  ersten  Grade,  B  eine  solche 
vom  zweiten  und  C  eine  vom  dritten  Grade  ist,  so  ist  die  Resul- 
tante in  M  im  Allgemeinen  vom  sechsten  Grade. 

§  51.    Transformation  einer  dlelcbnng  In  eine  andere,  in  welcher 
drei  Zwischenglieder  rerBchwlnden. 

Die  Methode  vonT  sc  hirnhausea  kann  ebenfalls  dazu  verwendet 
werden,  eine  Gleichung  ao  zu  transformiren,  dass  in  der  neuen 
Gleichung  das  zweite,  dritte  und  vierte  Glied  verschwinden,  also 
die  drei  ersten  Zwiecbenglieder.  Man  substituirt  in  diesem  Falle 
die  Function 

x"  -j-  ux*  -\-  vx  -\-  (tv  —  y)  =  0 , 
Man  erhält  eine  Finalgleichung  in  y  vom  n*™  Grade,  'ilereo  drei 
■  erste  Zwischenglieder  gleich  Null  gesetzt,  drei  Bestimmnngs- 
gleichungen  für  u,  v  und  w  ergeben  und  zwar  eine  lineare,  eine 
quadratische  und  eine  kubische.  Die  Kesultante  in  u  wird  demnach 
vom  sechsten  Grade  sein.  Lagrange*)  hat  indess  bewiesen,  dass 
für  n  ^  4  diese  Gleichung  vom  sechsten  Grade  sich  in  drei  quadra- 
tische zerlegen  lässt,  deren  Goeflicienten  von  der  Auflösung  einer 
kubischen  Gleichui^  abhängen.  Wenn  demnach  die  Resultante  in 
u  durch  den  quadratischen  Factor  u* -\- pt* -\- 9  getheilt  wird,  so 
hat  man  den  linearen  Rest  gleich  Null  zu  setzen,  wodurch  zwei 
Bestimmungsgleichungen  fUr  p  und  q  gebildet  werden,  welche  eine 
kubische  Resolvente  in  p  liefern.  Hat  mau  p  gefunden,  findet 
man  leicht  q  und  it  nebst  v  und  u;  welches  meistens  durch  lineare 
Gleichungen  geschehen  kann. 

Was  hier  von  der  biquadratischen  Gleichung  gilt,  findet  aber 
für  Gleichungen  beliebigen  Grades  statt. 

Die  allgemeine  Gleichung 

*)  Han  vergl.  Biometrand,  De  praecipois  methodis  p.  31. 
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3^  +  ax^^  +  har-*  H [-  *  ="  0 

kaaa  immer  äuf  die  Form: 

r  +  Bj— +  £r^  +  --  +  r-o 

gebracht  werden  und  zwar  bedarf  es  liierzu  nur  der  Auflösung 
einer  kubischen  Gleichung*). 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Theorems  gehen  wir  aus  von 
einer  Bigenschaft  der  homogenen  quadratischen  Functionen.  Jede 
homogene  quadratische  Function  von  Ti  Yariabeln  läset  eich  immer 
als  die  algebraische  Summe  der  Quadrate  von  eben  so  viel  homo- 
genen LinearfbnctiQnen  darstellen ,  wobei  die  erste  Function  k  Va- 
riabele  und  jede  folgende  eine  Tariabele  weniger  enthält  als  die 
vorbeigehende.  Bei  drei  Yariabeln  u,v,w  hat  man  z.  B.: 
Au*  +  Bv^  +  Cio*  +  2Duv  +  2Euio  +  2Fvw 

=  {Äu  +  .»■«  +  Cwf  +  (^"tt  +  B^'v'f  +  (yl'''M)* . 
Um  dies  nachzuweisen,  sei  die  quadratische  Function  der  k  Va- 
riabein Zi,e^,s!^  ...Zu   ausgedrückt  durch: 

Dieselbe  lasst  sich  zunächst  auf  die  Form 

n^p^t^+se^.  +  B 

bringen,  wo  P  eine  Oonstante,  Q  eine  homogene  lineare  Function 
der  übrigen  h  —  \  Variabeln  und  i2  eine  homogene  quadratische 
Function  derselben  iei 

Gibt  man  der  Gleichung  die  Form 

so  erkennt  man,  dass  Vk  aus  dem  Quadrate  einer  linearen  Function 
L^  aller  k  Yariabeln  und  aus  einem  Reste  besteht,  der  eine  homo- 
gene quadratische  Function  der  übrigen  h—\  Variabein  e^,  t^ .. .  St-i 
bildet  und  deshalb  mit  Fit-i  bezeichnet  werden  kann.  Von  Ft-i 
gilt  nun  dasselbe  wie  von  Vk ;  es  ist  analog 

wo  Lk^i  eine  lineare  Function  der  Yariabeln  «,,  2^ . . .  Zt—\,  Fj— i  eine 
homogene  quadratische  Function  von  i',,  z^  ...  Zks  bezeichnet.  Durch 
Fortsetzung  dieser  ScblSase  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
Gleichung 

*)  Die  TranBformaUoii  uod  AuflOsniig  der  Gleichungen   fünften  Grades. 
Nach  Jerrard  und  Hermite.    Zeitgohr.  f,  Math.  u.  Phjs.  IV,  S.  81  folg.  I8G9. 
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n-Ü  +  L^,  H \-L,'  +  L>. 

Bei  zwei  Yariabelo  u  uod  v  ist 

Au'+Bv'-^  2Cttv 

=  (V^»  +  KT  ••)'  +  (--^  «^  =  (^■«  +  ''')'  +  M-  • 
Bei  drei  Variabein  u,  w  und  w  ist 

^M*  +  Sv^  +  Cw*  +  2Duv  +  2Emw  +  2Fvw 

-  U'«  +  B-r  +  C'wy  +  («w»  +  ^r»  +  2yuv) 

=  (Ä'u  -\-S'v-\-  C'wf  +  {A"u  +  B"v)»  +  {A"'uy . 

Wir  gehen  nun  aus  von  der  allgemeinen  Gleichung  n*^  Gradea 

X'  +  aa^'  +  bx^'  -\ f-  i  =  0 

und  denken  uns  dieselbe  durch  Substitution  von 

p3^  +  qx^  -j-  ua?  ■\-vx-\-w~-y  =  Q 
transformirt  in 

.  r  +  Ay'-^  +  B|r-»  +  Cy"-»  +  . . .  +  Sy  +  r=  0. 
Aus  den  in  §  41  gemachten  Bemerkimgeu  über  die  Natur  der 
Grössen 

%,  6j  . . .  6,_,  ;     c^,c^...  c,_, 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

r,-«i.  +  .-,s, +  i,s, +  •■■  +  ;„,  s._. 

geht  hervor,  dass  Tp  eine  ganze  und  homogene  Function  jj*™ 
Grades  der  fünf  Elemente  p,  q,  u,  v,  w  ist;  ebenso  sind  zufolge  der 
Gleichungen 

0  =  r,  +  ^  , 
0=T^-\-AT,-^2B, 
0  —  Tg  +  ^Tj  +  -BT,  +  36',  u.  s.  w. 
A,  B,  G  u.    B.   w.    ganze    und    homogene    Functionen    derselben 
Variabein  und  zwar  A  vom  ersten  Grade,  B  vom  zweiten,  C  vom 
dritten  u.  a.  n. 

Wenn  nun  aus  der  Hesultante  in  y  die  drei  ersten  Zwischen- 
glieder eliminirt  werden  sollen,  so  hat  man  die  drei  Gleichungen 

A  =  0,    B  =  0,    C— 0 
aufzulösen.    Der  ersten  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  w 
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entoelimen ,  ausgedruckt  durch  eine  lineare  Function  von  p,  q,  w,  v 
und  denBelbeo  in  die  beiden  andern  Gleichungen  substituiren,  wo- 
durch sie  übergehen  in 

^  =  0,   cr-=o. 

Hier  ist  offenbar  S  eine  homogene  quadratische,  C  eine  homo- 
gene kubische  FuoctioB  von  den  rier  übrigen  Grossen  gebhehen. 
Zufolge  des  oben  erwähnten  Satzes  von  den  homogenen  *  quadrati- 
schen Functionen  kann  man  nun  S^  unter  der  Form 

F  =  i,*  +  L*  +  /-,*  +  i,' 
darstellen^  wo  I.,,  L,,  Lj  und  L^  lineare  Functionen  Ton  p,  q,  m,  v 
bedeuten.     Die  Gleichung  H  ^,0  wird  nun  erfUllt  durch  die  An- 


L,*-\-  l^'  =  0,     La*  ~f-  i,«  —  0 , 
oder 

Diese  Gleichungen  sind  offenbar  linear  und  ermöglichen  u  und 
V  in  linearer  Form  durch  p  und  q  auszudrücken.  Durch  Substi- 
tution dieser  Werthe  in  die  noch  übrige  Gleichung  (7^0  wird 
der  Grad  derselben  nicht  weiter  erhöht  und  es  geht  daher  die 
Gleichung  C  ■=  0  in  die  neue  kubische  Gleichung 

C"  =  0 
□ber,  wobei  d'  eine  homogene  Function  von  p  und  q  bedeutet. 
Man  kann  nun  p  willkürlich  wählen,  entweder  gleich  1  oder  auch 
gleich  Null.  Alsdann  wird  q  durch  Auflösung  einer  kubischen 
Gleichung  gefunden,  woraus  weiter  die  übrigen  Unbestimmten  mit 
Hülfe  Hnearer  Gleichungen  gefunden  werden. 

Die  hier  entwickelte  Reduction  der  allgemeinen  Gleichung  vom 
n""  Grade  lässt  sich  also  stets  durch  die  Substitution 

qK^  +  «x*  -\-vx-\-w  —  y  =  0 
be  w  erkstelligen. 

Man  kann  nun  auch  noch  die  CoefBcienten  A,  B  und  B  ver- 
schwinden lassen  und  zwar  bedarf  es  hierzu  der  Substitution 

p3^  +  qx\  ~\-  ua?  -\-vx-\-w  —  tf^Q 
und  der  Auflösung  einer  Resolvent«  in  p,  q,  u,  v  oder  w  vom  vierten 
Grade.     Das  Verfahren  ist  offenbar  ganz  äbnlicb.     Man  setze 
^  =  0,     B  =  0,     D'^0. 
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Mittels  der  ersten  Gleichung  erhält  man  ebenso 
B'  =  0,    D'  =  0, 
und   durch  Anwendung  des  Satzes  von   den  homogenen  quadrati- 
schen Functionen  auf  S  die  biqaadratische  Gleichung 

Mittels  Anwendui^  .dieses  Keductionsverfahrens  kann  die  all- 
gemeine Gleichung  ftlnfteu  Grades  auf  die  Formen 

gebracht  werden.  Durch  eine  geeignete  Substitution  fUr  y  lässt 
sich  auch  noch  einer  der  CoefGcienten  einer  beliebigen  Grösse 
gleich  machen.  Snbstituirt  man  z.  B.  1/  =  ij  ^  —B ,  so  geht  die 
erste  Form  ober  in 

welche  Gleichung  von  Hermite*)  zur  AuflSsung  der  Gleichung 
fünften  Grades  mittels  elliptischer  Functionen  benutzt  worden  ist. 


Xn.    Lineare  Transformation    der   Cayle7'Bchen    Formen 
eines  binären  Polynoms.  —  Invarianten  und  Co  Varianten**). 

§  52.    Lineare  Transformatloii  der  binären  Polynome.  —  HodiiL 

Ausser  den  Varianten  und  Retrovarianten  (§  17),  den  Gemi- 
nanten  und  Discriminanten  (§  30,  21)  begegnet  man  bei  der  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  und  der  Auflösung  der  algebraischen 
Gleichungen  öfter  gewissen  Functionen  der  GoefScienten,  welche 
man  mit  den  Namen  Livarianten  und  Govarianten  bezeichnet  hat 


*)  Sdt  la  r^HoIntion  de  l'^quation  du  cinqui^me  degrä.  Compt.  Bend. 
Tom.  46.  pg.  608.  1868. 

**)  EiBenstein,  EigeDBcbaiteD  und  BeBiehungen  der  AusdrQcbe,  welche 
bei  dar  AuflSaiing  der  allgemeioeD  kabiacheo  Oleichangen  eracheineti.  Crelle's 
Jonrn.  XXVII.  S.  319.   1844. 

Cajley,  Recherches  Biir  les  coTariants.  Crelle's  Journ.  XLVIL  8.  109. 
1S63. 

BrioBcbi,  Snr  one  formnle  de  Cayiej.  (Snr  one  r^lation  entre  Ifis  co- 
variautB  de  la  fonction  biqoadratiqne.)    Crelle's  Joum.  LIII.  S.  3TT.  1866. 

Blerzj,  Snr  loa  invarianta.  Nouv.  ann.  d.  mathäm.  XVII.  p.  301.  1858; 
XVill.  p.  420.  1969. 
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und  deren  Eenntniss  von  besonderer  Wichtigkeit  ist.    Diese  Func- 
tionen erhalten  besonders  einfache  Relationen  unter  einander,  wenn 
mau    Ton   der    Caylej'schen    Form    binärer   Polynome   ausgeht, 
nämlich 
U=aaf-\-(^\bx'-^y-^(^\cx'^'y'-\ f- ("Va^i/"-' +  ir 

=  (a,  b,C,...t)  (x,  y)' . 
Nach  Cayley's  Bezeichnui^  ist  demzufolge 
U=ax  +  by  =  (a,b)lx,y) 
ein  binäres  lineares  Binom;  femer 

U  ■=  aa^  -\-  2bxy  -\-  cj/*  =  (a,  b,  c)  (x,  y)* 
ein  binäres  quadratisches  Triuom;  &nal(^ 

ü  =  aar*  +  Ux'y  +  äcxy*  +  dy>  =  (o,  6,  c,  d)\x;  yf 
ein  binäres  kubisches  Polynom,  u.  s.  w. 

Wir  gehen  zunächst  aus  von  dem  binären  quadratischen  Triuom 

U •=  a3^ -\- 2bxy  +  cy^ . 
Man  substituire  die  linearen  Functionen 
a:  =  a,  X  +  ^1  r, 
y  =  a,X+ftr. 
Hieraus  resultirt  ein  neues  quadratisches  Trinom 

üt=^A'K}-\^2BXY-\-CY'  =  {A,B,(f){X,iy. 
Löst  man  die  linearen  Substitutionen  nach  X  und   I'  auf,  so 
erhält  man 


-JiV. 


Y  = 


Den  ^fenner 


Blerzj,  ösage  des  invarianta  dans  la  räsolutdoa  algäbriqua  des  ^qua- 
tiODB  dn  in'f"«  et  rVi*ni«  dggri.  p.  428.  ibid. 

Terqnem,  Notiona  äMmentairee  ear  les  invariant«,  covariauta,  diBcrimi- 
oanta  et  hyperdätemioanta.  ibid.  p.  249.  299.  446.  1869. 

Salmon,  Lessona  introdactor;  to  Ihe  modern  higher  algebra.  Deutach 
TQn  Fiedler.  Leipzig  1863. 

Clebach,  Theorie  der  biolren  algebraischen  Formen.  §  30—61.  Leipög 
1872. 
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nennt  man  den  Modul  der  Tranaformation.  FOhrt  maa  die  Subati- 
tutdonen  aus,  so  erhält  man 

2B  =  2\_aa,ß,+b{a,ß,-\-  a,ß,)  +  ca,ß,]=ß,l^  +  ß^l±, 

C  -  aß,'  +  26A  ft  +  c/3/  -  (a,  b,  ef(ß„ß,y  . 
Es  aei  ferner  gegeben 

-  fr=  oa^  +  36a:»y  +  3cxy*  +  dy'  =  (o,  6,  c,  (Q^a;,  y)' 
und  man  substituirt 

«-«.Z  +  Ai-, 
s,  -  «,  X  +  /!,  r, 

eo  wird  die  neue  Function 

'u,=a:^  +  3Bx*r  +  3cxr*  +  ny^iA,  b,c,  D)\x,  Y)\ 

Die  CoefScienten  der  Transformation  werden  bestimmt  durch 
die  Gleichungen 

A  =  (a,  b,  c,  d)  («i ,  Oä)' , 

§  53.    Von  den  Invarianten  and  Ihren  symmetrischen  Formen. 
Wir  haben  im  vorhei^henden  Abschnitte  gesehen,  dass  man 
aus  dem  binären  quadratischen  Trinom 

V=^(a,h,c){x,yf 
durch  lineare  Tranaformation  zu  dem  neuen  Trinom 

U^  =  {A,B,C){X,Yf 
gelangt  Sei  fp  (a,  b,  c)  irgend  eine  Function  der  Coefficienteo 
a,b,c  in  U  und  tp{A,  B,  C)  eine  homologe  Function  der  Coeffi- 
cienten  A,  B,  C  in  [/,...  Alsdann  ist  ^{A,  B,  C)  eine  implicite 
Function  von  a,  b,  c,  a  und  ß.  Ist  die  Function  ip  von  der  Be- 
schaffenheit, das8  man  hat 

fp{A,  B,0  =  {«,  ßt  —  a^ ßiY  ff  {a,  h,  c) , 
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wo  p   eine  positiTe  ganze  Zahl  ist,  so  lieisat  tp{a,b,c)  eine  Id- 
variante*)  von  ü  der  p*™  Ordnung. 

1.  Beispiel.     Es  sei  gegeben 

und 

<p{a,  h,  e)  =  ac  —  b* , 
80  ist  auch 

tp{Ä,S,C)  =  AC—S*. 
Fähren   wir  die   oben  angenommenen  SubetitutJouen  ein,   so 
resultirt 

ÄC--B*  =  (a,  ß,  —  ß,  «,)» (ae  -V^. 
Mithin  ist  ac  —  J*  eine  quadratische  Invariante  der  Function 

Es  möge  hier  bemerkt  werden,  dass  die  betreffende  Invariante 
Ji.i  zugleich  die  BiacrioiiaaDte  der  quadratischen  Gleichung  ist 
(g  21).     Es  ist  demnach 

I  ^  ^  I  _  I  «1  A  r    1**1 

■  \  B     C  I  "■  I  «j     A  I  ^  I  6     c\ 
und 

Ja,2  =  Ä  ■ 

2.  Beispiel.     Es  sei  gegeben 

U={a,b,c,d)lx,yf, 
und 

>p(a,  b,c,a)-=  (bc  —  adf  —  4(6*  -  ac)  (c'  -  hd)  =^  5,  , 
so  ist  auch 

q>{A,  B,  C,  ö)  =  (BC  —  ADf  —  4(B»  -  AC)(C*  -  BD) . 
Macht  man  nämlich  die  linearen  Sobstitutionen 

ic  =  a,  X  +  A  r, 

so   findet  man  leicht 

ip{A,  B,  C,  D)  =  («1  ß^  -  ß,  «,)"  >p(a,  b,c,ä). 
Da  die  angenommene  Function  der  Coefficienten  zugleich  die 
Diacriminante  der  kubischen  Gleichung  ist^  so  hat  man 


*)  Die  Function  ist  immer  eine  ajmmetnBche  Function  B&nimtliclier 
Wurzeln  der  Gleichang  U^^O  and  heiBcrt  Invariante,  weil  sie  nnver&nder- 
lich  bleibt,  wenn  man  »ammtliche  Elemente  nm  dieselbe  OrOrae  e  variirt. 

MAtthlOHD,  Gniiidcags  d.  int.  n.  TDod,  AUsbn.  9 
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^>.*  =  Ä  . 
WO  der  vordere  Index  der  Invariante  sich  anf  den  Ordnungsespo- 
nenien  der  ursprünglichen  Function  U  und  der  hintere   sich  auf 
die  Ordunog   der  Invariante    selbst    bezieht,   welche   offenbar    die 
vierte  ist. 

3.  Beispiel     Es  sei  gegeben 

und 

<p(a,  b,  c,  d,e)  =  ae  —  ibd+5(?. 
Alsdann  findet  man  mittels  der  beiden  linearen  Substitutionen 
AE  -  4BD  +  3C»  ~ia,ß^-  j3,  Og)*  (ae  -  Ud  +  3c»)  . 
Mit  Rücksicht  auf  die  Ordfiungsexponenten  ist  also 
J.„  =  oe  — 46<i+3c* 
eine  quadratische  Invariante  der  biquadratischen  Function. 

Ist  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnungsweise  die  Function 
U  =- X* -j- aaf^ -^  bx*  +  ex -\- d , 
so  ist  die  quadratische  Invariante 

Ea  lässt  sich  ferner  zeigen,  daas  der  Ausdruck 
ace  +  2bcd  —  orf*  —  eb*  —  c*  ^  J4.S 
und  nach  der  gewöhnlichen  BezeichnungsweiBe  des  Polynoms 

^C—  27a*d  +  9abc  -  26'  +  12bd  -  27c*)  =  # 
die  kubische  Invariante  der  biquadratischen  Gleichung  ist 

Endlich  ist  auch  noch  die  Discriminante  i),  eine  bikubische 
Invariante  der  biquadratischen  Gleichung.  Dieselbe  ist  im  §  21 
entwickelt  und  es  gilt  die  Relation 

Es  wird  weiter  unten  der  Satz  bewiesen  werden,  dass  jede 
Discriminante  zugleich  eine  Invariante  ist.  Vorher  mögen  noch 
einige  Bemerkungen  über  die  symmetrische  Darstellui^sweise  der 
aufgeführten  Invarianten,  sowie  Über  einige  wichtige  Beziehungen 
derselben  unter  einander  hier  Platz  finden. 

Zunächst  ist 
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T  1    <*  ^    i  H  Ti 

'fi.s  =    .  =  «c  —  Ä*  =  2). . 

Dieselbe  iet  in  symmetrischer  Anordnung  der  Elemente 

-oc-b'  +  ^ca. 
Die   Invariante  J»,t ,    welche  Bezeichnung  von   Blerzy   her- 
rührt, wird  TOD  Clebach  mit  ^D  bezeichnet. 

Femer  iat 

_|     (ad-bc),    2{ac~W)  I       ^ 
'■*        I  2{hd  —  <F),        {ad  —  hc)\  '' 

In  symmetrischer  Anordnung  der  Elemente  hat  man 
Js,*=2(fr'-ae)C&d— c»}— (od-6c)(6e— od)  +  2(6'--oc}(6d-c»). 
Von  der   Mitte  an  vertausche  man  rUckwärtsschreitend  a,  d 
und  h,  c    Auch  kann  man  echreiben 

J3_^=2(6»-ac)(6d— c*)— (arf-&c)(c6-da)  +  2(c*-d6)(co— 6*). 
Diese  Invariante  wird  vonClebsch  mit— ^ü  bezeiehnei 
Femer  ist 

J^,,  ~.ae~  4bd  +  3c' . 
In  symmetrischer  Anordnung  kann  man  dieselbe  schreiben 


A.= 


i(be—ed)*—ibl_ee—d*Xad ~bc)+i(cd-  de)(ft'— tte)d— (6e— tui/e 


Von  der  Mitte  an  in  Zahler  und  Nenner  vertausche  man  rück- 
wärtsachreitend  a,  e  und  b,  d. 

Diese  Invariante  wird  von  Clebsch  mit^i  bezeichnet. 


Weiter  ist 

+ 


b  c 
c  i 
d 


=  ace  +  2icd  —  ad*  —  e6*  —  c*  . 
+  • 

In  symmetrischer  Gestalt  lässt  sich  dieselbe  schreiben 
I     _^(a.i  -  »«)■(.<■  -  e«)  +  (ge  -  f)(c<i  -  t«)' 
*'^  ""  «6'  —  d'o  ' 

oder  in  Form  einer  yerkfii^ten  Determinante 
|{a»-f),    (M-»")! 
'■'~|(M-c'),    (ee-d-)!'    ' 
Diese  Invariante  wird  von  Clebsch  mit  -i-j  bezeichnet 
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Zwischen  den  Invarianten  der  quadratischen,  kubischen  und 
biquadratischen  Formen,  von  denen  Clebsch  in  seinem  classiBcheD 
Werbe  (§g  33,  37,  43)  beweist,  daae  die  genannten  die  einzigen 
sind,  finden  noch  folgende  bemerkenswerthe  Relationen  statt: 

Ja,*  —  J%.%.Jt,t  —  aJ*.>  =-  Ä- 
J«,  1  =■  (tfi,  4  +  aJi,  s)  :*/»,», 
J«.j  =  (J..».J«.»  — J»,4):o, 

Diejenigen  Gleichungen,  in  denen  der  vordere  Index  Überall 
derselbe  ist,  gelten  auch  fQr  Gleichungen  der  gewöhnlichen  Form, 
also  die  erste  und  fUnfte. 

Von  der  Invariante  Ja,  *  oder  der  Diecriminante  Z)g  hatEisen- 
atein*)  eine  merkwürdige  Eigenschaft  entdeckt,  nämlich  di^  dasa 
sich  ihre  dritte  Potenz  durch  eine  ähnliche  Function  ausdrücken 
ISsst,  wenn  man  den  Elementen  Werthe  gibt,  die  gewisse  einfache 
Functionen  der  Elemente  der  Discriminante  darstellen. 

Bildet  man  nämlich  die  partiellen  DifFerenzialquotienten  der  In- 
variante, also 

^|A=       2(20=  -  3&frf  +  ad»)  =.       2i>, 

(1^  =  —  6(&c*  +  acd  ~  26*d) 6C, 

Cl^  — -6(ftV  +  afcd-  2oc»)=       6B, 

2(26»  —  3aJc  +  a*d)=  -2A, 


m 


so  findet  die  identische  Gleichung 

Jlt  =  (BC  -  ADy  -  4(^*  —AC)(C*-  BD)   ■ 
statt. 

Eine  analoge  wenn  auch  viel  einfachere  Eigenschaft  findet 
man  an  der  Discriminante  i>, .  Bildet  man  auch  hier  die  partiellen 
Differenzialqnotienten  der  Invariante,  so  findet  man 

•)  Ueber  eine  merkwürdige  identigche  Qleicliniig.  Crelle  Journ.  Bd. 
XXVH.  106. 
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Es  ist  also  hier 

Wenn  man  wiederum  von  t^,i  =t7' die  partiellen  DifFerenzial- 
quotienten  nach  A,  JB,  C,  D  bildet  und 

setzt,  80  findet  man  die  merkwürdigen  Beziehungen 

-l(S)=«-^...  tP-'-^... 

aus  welchen  sich  weiter  die  Belation 

-MB*~ÄC){(J*-Siy) 


ableiten  lässt. 

Wir   betrachten   aoch   eine  Eigenschaft   der  Invariante  Jt,t, 
welche  ein  SeitenBtück  zu  dem  Vorhergehenden  bildet. 

£s  ist  nämlich 


+ 


j.,,- 


a     b    c 

b    c    d 

= 

c    d    « 

+ 

b     („-J) 

(c  +  2,1)        d 


(c  +  21) 


Bildet  man  die  partiellen  Differenzialquotienten 

[ig  _(«-.). -#-p, 
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und  eetzt  d  =  0,  so  läast  sich   dae  Quadrat  der  Invariante  durch 
die  nämliche  Function  ausdrücken,  wie  sie  selbst 
Setzt  man  nämlich 

a=pj     c  —  ^  '=Pi,       ^  '=Pt> 

d  =  q,    c  -|-  2A  ^31 ,     6  =  ffg, 
80  ist 

J*,»  =  [ppi  Pi  +  2qq^qj  —  pq'-p,  q,'  —  Ptq^^j^  _  ^ 
und 

j!,,  -  [pp,  p,  +  2«  «,  e,  -  p«'  -  p,  «,■  -  p,  «.'],_„. 

Dieser  Satz  rührt  ursprünglich  von  Lagrange  her. 

Die  quadratischen  Invarianten  kommen  nur  bei  den  Polynomen 
von  geradem  Grade  2m  vor.    Ihre  Gleichung  ist 

J,.„.-»<-('"')Ss +('•')«>• ±4('^)f. 

Ihre  partiellen  Differeuzialquotienten  mit  abwechselnden  Vor- 
zeichen genommen  liefern  die  Coefficienten  des  Polynoms. 

Jede  Gleichung  von  ungeradem  Grade  2m  +  1  hat  eine  biqua- 
dratische Invariante 

.kl\ 


-4j;™.j;'„, 


wo  JLi  die  quadratische  Invariante  von  »t^-j—j  ( g~ )  '■od 

(7j„  die  quadratische  Invariante  von  t — -j— -  (-^)  bedeuten, 
ecr  mid  a,N_i  abgeleitet  werden  mSssen  aus  den  Formeln 
«,  =  2m  —  1 
rar  =  (2»«  -  r  +  2)  n._,  -  2  (^  ^^^  • 
Dieselbe  Invariante  lässt  sich  auch  schreiben  in  der  Form 

,w,-(^;?#=)'-«.VÄ, 

■  iJijcBcaByGoOi^lc 


§  &3.    Inrarianten. 


135 


wo  g  den  GoefBcienteo  des  {r  -\- 1)""" ,  f  den  des  r**"  Gliedes  von  U 
bezeichnet. 

Jedes  Polynom  von  geradem  Grade  2m  hat   eine  Invariante 
vom  (w+l)'"'  Grade  von  der  Form 

a    b    c 
b    c    d 

r  c    d    e 


k     Im 

Brioschi  bemerkt  in  seinem  Werke  über  die  Determinanten, 
dass  die  Invariante  <p  eines  Poljnoms  vom  m*™  Grade  dadurch 
characterisirt  ist,  dasa  sie  der  Differenzialgleichung 


IVlf-o 


'dg 

geni^e.  Die  beiden  eben  gegebenen  exacten  Formeln  fUr  Jsm,  t 
und  Ja,n+i,i  erföUen  diese  Bedingungen.  Zur  Erläuterung  mögen 
ein  paar  Beispiele  dienen. 

1,  Beispiel.    Es  sei  « '=  2,  also  »«=1  und 
U  =>  ax*  -\-  2bxy  +  cy* . 
Es   ist    ip  •=  Jt,i  =  ac  —  h* ,   tmd  die  Bedingungsgleichung  ergibt 


*Sb^ 


=  0. 


■  a .    Setzen  wir  dies  in  die  vorher- 


Es  istnun  ||= -26, 
gebende  Gleichung  ein,  so  wird  sie  identisch. 
2.  Beispiel.    Es  sei  »  ^  4,  m  =  3  und 

U=ax*-i-  Ux'y  +  Gcx^i^  +  4da;^  +  ey* . 
Zunächst  ist 

<p  ^  Ji,i  ^  ae  —  46rf  -j-  3c* , 
und  die  Bedingungsgleichung  ergibt 


■■S  +  2!'H  +  3c^  +  4df:-0. 


Ea  ist  nuB 


__4d,    |^-6c,        ^. 


-4S,    °£-«. 
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[I7] -"("-'')-»"-•*'■. 

und  Betzt  X  =^0,  eo  länst  sich   das  Quadrat  der  lavanaote  durch 
die  nämliche  Function  ausdrücken,  wie  sie  selbst. 
Setzt  man  nämlich 

a~=p,     c  —  A=p,,       e=pt, 

so  ist 

Ji.s=  [pPt  Pi  +  ^S  Si  2i  — 1>  f  —  Pi  ii^  —  PiQt'jl  ^  0  ^ 
und 

Jl.,-  [pp,  p,  +  2«  «,  0,  -  pe-  -  p,  «,■  -  p,  «,'];_„ 

Dieser  Satz  rtthrt  ursprünglich  von  Lagrange  her. 

Die  quadratischen  Invarianten  kommen  nur  bei  den  Polynomen 
von  geradem  Grade  2m  vor.    Ihre  Gleichung  ist 

^..,.=.<-(t).«+(t)"--±iC^)^'. 

Ihre  partiellen  Differeuzialquotienten  mit  abwechselnden  Vor- 
zeichen genommen  liefern  die  Coefßcienten  des  Polynoms. 

Jede  Gleichung  von  ungeradem  Grade  2m  -(-  1  hat  eine  biqua- 
dra tische  Invariante 

_  tat  -  a^bs  +  tt^cr 1»  „ 

wo  Jim  die  quadratische  Invariante  von  -- — -j-^  ( ^~ )  '"'*' 

Jäm  die  quadratische  Invariante  von  t — ^7—  (-ö— )  bedeuten, 
ßr  und  Kr— 1  al^eleitet  werden  müssen  aus  den  Formeln 
«j  =  2»»  —  1 
rar  =  (2m  -  r  +  2)  «^,  -  2  ^1"*^)  ■ 
Dieselbe  Invariante  lässt  sich  auch  schreiben  in  der  Form 


-(jy-^y- 


iJi.-JC 
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wo  g  den  Coefßcieat«n  des  {r-{- 1)*™ ,  f  den  des  r""  Gliedes  von  U 
bezeichnet. 

Jedes   Poljnom  von  geradem  Grade  2m  hat   eine  Inrariante 
vom  (»»+!)'"  Grade  von  der  Form 


«/ftmm-f-l   = 


a  b  c 
b  c  d 
c    d    e 


k    l    m 


Brioschi  bemerkt  in  seinem  Werke  über  die  Determinanten, 
dass  die  Invariante  <p  eines  Polynoms  vom  n"^  Grade  dadurch 
characierisirt  ist,  da«s  sie  der  DtfTerenzia^leicliung 


2'^S-» 


genüge.  Die  beiden  eben  gegebenen  exacten  Formeln  für  Jtn,t 
und  cTiiB-t-i.i  erfüllen  diese  Bedingungen.  Zur  Erläuterung  mögen 
ein  paar  Beispiele  dienen. 

1.  BeiapieL    Ea  sei  «  =  2,  also  m»  ="  1  und 
ü"=  ax*  +  2bxy  +  cy*. 
£b   ist   9)^(7i,  t  =  (jc  —  b* ,   und  die  Bedingungsgleichung  ergibt 


+  2i? 


d<p 


S<f 


Es  ist  nun  5-;-  =  —  26,     ^-  ^  a.    Setzen  wir  dies  in  die  vorher- 
db  '     de 

gehende  Gleichung  ein,  so  wird  sie  identisch. 

2.  Beispiel.    Es  sei  n  =  4,  m  i=  2  und 

U=a3i*-\-  Ux^y  +  öcar*/  +  Adx^f  +  e/. 

Zunächst  ist 

y  =  J,,,  =  oe  _  Abd  +  3c* , 

und  die  Bedii^ungsgleichung  ergibt 


"dh 


»^:+3«^?+"|f-o. 


' id,    ^-6», 


wi- 
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Diese  Werthe  genügen  der  Torhergehenden  Gleichang. 
Ferner  ist 

y  =  J4  j  =  ace  +  2bcd  —  ad*  —  e6'  —  ^. 
Ea  ist 

||==  2(cd  -  be),      If  =  (ae  +  2bd  -  3c»), 

||-=2(6c-ad),     |?  =  (ac-&^). 

Dieee  Werthe  erfüllen  die  Gleichung  ebenfalls. 
3.  Beispiel.    Es  sei  n  ^  3,  m  ^  1;  also 

Zunächst  sind  Ji,i  und  Ji','i  zu  bestimmen.    Man  findet  leicht 

Je,»  ™  oc  —  6*,     J»'g  =  bd —  c*. 
Nach  der  gegebenen  Formel  ist 

Nnn  ist 

Setzt  man  sämmtliche  Werthe  ein,  so  findet  man 

y  =  Jj  .  =  (ac  —  6d)»  —  i{ac  —  b^  (bd  —  c*J . 
Die  Bedingiing^leichung  ist 

und  sie  wird  erfüllt  durch  die  partiellen  Differenzialquotienten 
ll  =.  -  6(&c'  +  acd  -  2b'd) 
ll  =  —  6(6'c  +  a6d  —  2ac*) 
|2  =       2(2fcä  —  3abc  +  o»d)  . 

§  54.    Die  Dlaorlmiiianten  als  InvarianteiL 

Es  lässt  sieh  zeigen,  dass  für  jedes  binäre  Polynom  die  Dia- 
criminante  eine  Invariante  sein  muss. 
Gegeben  sei  das  Polynom 
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n-(a,b,e,...t)lx,yY. 
Seine  Wnizeln  seien  — ,   — ,  . . .  -^  ,   also  der  Binomialfactor  des 

yi    y.         y« 

Polynoms 

(3-d- 

Multiplicirt   man    diese   sämmtlich   mit   einander   und   schafft 
die   Divisoren  weg,  so  erhält  man 

^"=  (^^1  —  ^iv)  i^Vi  —  ^tv)  ■  ■  ■  i^y»  —  ^»s)  =  0- 

DuTch  Yergleichong  der  homologen  Goefäcienten  erhält   man 


t    =    ( l)"   Xy     X^    X^    .    .    .   Xn- 

■  Nun  ist 

,r        dU  ,      dir 

eine  bekannte  Eigenschaft  homogener  Functionen  und  weiter 

■  gi  =  yii^y*  —  ^y) i^y^  ~^y)---  (xy^  —  x^y) 

+  yt{xyy  —  a:,y)  (xy^  —  x^y)  .  . .  {xy,  —  x,y) 

+ ■    ■ 

Die  Wurzeln  also,  welche  Z/und  ^  gemein  haben,  d.  h.  diese 
Functionen  gleich  Null  machen,  lassen  auch  k—  Terschwinden.  Die 
gemeinschaftlichen  Wurzeln  sind  also  die  der  Discriminante.  Setzt 
man  nun  die  Wurzel  —  von   U  in  die  erste  Derivirte  ein,  so  er- 

y.  ' 

hält  man 

?!  (^i  y»  —  *«  yt)  (a^  ya  —  ^»  yJ  ■  •  ■  C^i »« —  a^  y,) ; 

analog 

y»  («» yi  —  *i  y»)  (.^t  ya-^y»)---  (^a  y«  —  *»  y») ; 

U.  8.  W. 

Das  Product  aller  Gleichungen  gibt  sänuntliche  gemeinschaft- 
licbe  Wuraeln  von  U  und  seiner  ersten  Derivirten,  also 
y,  Ä  ■  ■ .  y.  («,  y*  —  «i  y,?  («,  y»  —  a^  y,)* . . .  (a^i  y.  —  *.  y^tf 
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Oividirt  man  durch  PiV^ . .  -tfn  oder  a,  bo  erhält  man  die  Discri- 
niinante  von   U,  nämlich 

-D-  =-  {«.J/s  —  ^iPifi^iVs  —  XsStf  . . .  {x,-iyn  -  *,  J/.-i)*- 
Nach    dieser  Vorbereitung   möge   nun    U  durch   die  linearen 
Substitutionen 

«iX  +  ß^fj  für  X,     «jj;  +  ß^y  für  j/ 
in  das  neue  Polynom   Ui  transformirt  werden. 

Der  erste  Binomialfactor  von   U  ist  xp,  —  x^y,  welcher  in 
»r,  —  2,1/  =  {a^x  +  ß,y)  y,  ~  (a^x  +  ß^y)  Xj 
Ubei^eht.    Daraus  folgt 

r,-«,y,-.rt;     X, --(fty,-ftx.)-, 
analog 

J'j-«iJ'*-«»a:,;     X, (ß,9^  —  ßtx,). 

Der  erste  Factor  der  Discriminante  von  U  ist  {x^y^  —  ^yj* 
und  der  von  {/,  gleich  (X^Y^  —  X^Yj)*.  Setzt  man  die  obigen 
Wertbe  in  den  letzteren  Ausdruck  ein,  so  erhält  man 

(X,  Y,  -  X.Y.y  -  (a,ft  -  »,/),)■(«,!(,  -  x,!f,)'; 
analog 

(X,  Y,  ^  X,Y,r  -  («,  A  -  .,A)'(i,ft  -  i,ft)', 

Demnach  ist  die  Discriminante  der  Transformirten  gleich  der 
der  Function  U  multiplicirt  mit  einer  positiven  Potenz  des  Modul. 
Die  Discriminante  ist  aleo  eine  Invariante. 

Ausser  in  diesen  speciellen  FäUen  lassen  sich  Invarianten  auf 
verschiedene  Art  auffinden.  Wenn  z.  B.  die  Wurzeln  eines  homo* 
genen  binären  Polynome  U 

~  ^  a,     ~  ^  ß,     — ^y.u.  8.  w, 

sind  und  sich  eine  symmetrische  Function  der  quadrirten  Wurzel- 
differenzen von  der  Bescbaffenlieit  entdecken  läset,  dase  jedes  Glied 

die  Qröeeen  a,  ß,  y, gleich  viel  mal  enthält,  so  iet  die  Summe 

der  symmetrischen  Functionen  ausgedrückt  durch  die  Coefficienteu 
des  Polynoms  eine  Invariante.  Denn  jedes  GFlied  ist  ein  Product 
von  Factoren  der  Form  x,yj  —  x^y,  und  die  ganze  Summe  ist  durch 
a  zu  dividiren.  Dies  Resultat  ist  nach  dem  vorangehenden  Theorem 
eine  Invariante  und  die  symmetrischen  Functionen  würden  keine 
solche  bilden,  wenn  nicht  jedesmal  alle  Wurzeln  vertreten  wären. 


lyGoo^^lc 


3  64.    Die  Discrimiiiaut«]!.  139 

BeisipieUweise  ist  die  symmetrische  Fnnctiot) 

eine  [nTariantie.     Dieselbe  ist  gleich 

i^x\  +  i^,v,  -  ^yO'C^y*  -  =^*y»)'  =  «« -  4ftrf+  3c' «  J,,.. 
I + («ä  yi  —  *3  tfi)*  (^1  y.  —  2:4  ffi)*  J 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  quadratische  Invariante  ein  Theil 
des  Coefficienten  von  dem  dritten  Gliede  der  Gleichung  der  quadrirten 
Differenzen  ist. 

Ebenso  liefert  die  symmetrische  Fonction 

■S(«- «'fr -«)■(«-£)' 

eine  Invariante  ftlr  die  Polynome  sechsten  Grades,  die  Function 

i  £(«-»■(!•-*)'(« -•>)'»->■)'     • 
das  Quadrat  der  Invariante  Jt^. 

Um  die  letzte  Behauptung  zu  beweisen;  gehe  man  aus  von 
der  Function 

(«-mr-«)" 

und  bilde  die  Gleichung  dieser  Wurzeln.     Wir  setzen  also 

»,■  -  («  -  ß)'(r  -  ■>)'  -  [(">-  +  ßi)  -  (s  +  ßr-)r , 
V,'  -  («  -  rfiß  -  «)'  - 1(«^  +  yf)  -  ("'  +  ßr)y , 
V  -  ("  -  mß  -  r)'  -  \{'ß  +  y')  -  ('y  +  ßn)]'  ■ 

Um  zn  der  GleichuDg  in  ^  zu  gelaDgen,  setze  man  zunächst 

».  -  («ß  +  yH)  , 

',-{ay  +  ßl), 

z,-{aS  +  ßy). 

Dies  sind  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung: 

a*3*  _  6  c  aV  +  4(46d  —  ae)ae  —  8(26*e  —  Sace  +  2atP)  =  0, 

oder 

a3_6£j*_j_l(4frd  — ae)«-^(26*e-3ace  +2ot?)=0. 

Um  hiervon  die  Gleichung  der  quadrirten  WurzeldifTerenzen 
zn  bilden,  benutze  man  die  Formel  in  §  19: 

—  i{Ä'  —  3B)(B'  -  3^0)  —  0  . 


„Gooi^lc 


140         Zweiter  AbBchnitt.    Tnuisform»tioii  der  GleichimgeD.    XII. 

Man  erhält  offenbar 
fl'j/«  — 24a*(oc  — 46d+3(J'V+H4(i»(ae— 4M+3c')y— 5^=0, 
oder  kurz 

aY  —  24J4.S  flV  +  iUJU  «V  —  J*.ft  =  0  • 
Hieraus  ergeben  sich  die  oben  ausgesprochenen  Sätze.  Da  das 
Absolu^lied  der  schematischen  Gleichung  der  quadrirten  Wiurzel- 
difl^renzen  die  Discriminante  der  kubischen  Gleichung  ist  und  nach 
der  Natur  der  substituirten  Functionen  auch  gleich  —  D^  sein  muss, 
so  folgt  daraus  noch,  dass  sich  die  Discriminante  der  biquadratischen 
Gleichui^  auf  die  Form  der  Discriminante  D,  bringen  läast 

Man  findet  nach  Entwickelnng  derselben 
—  D^  =  3(3J4,3  +  cJt,iy  —  /,,i(Jj,»  +  Sc'Ji.i  +  lHcJ,,s) 
oder 

Die  symmetrische  Function  (a  —  ß)*  (y  —  d)'  ist  also  eine 
Wurzel  der  Gleichung 

a'f  -  2iJi2aY  +  144/!,iaV-  ''la  +  STJM  =  0 
und  die  symmetrische  Function  {«  —  ßYiy  —  d)*(a  —  S)*{ß  —  y)* 
eine  Wurzel  der  Gleichung  der  Wnrzelproducte. 

Von  der  Discriminante  Dg  muss  noch  eine  Beziehung  zu  den 
Varianten  und  Retrovarianten  (§  17)  erwähnt  werden,  da  sie  in 
der  Theorie  der  kubischen  Gleichungen  oft  in  Betracht  kommt. 
Wie  zuerst  Bisenstein  gezeigt  hat,  ist 

a'D^  —  (a'd  -  Sabc  +  2&»)»  —  4(Ä*  —  oc)' , 
d«5s  =  {tPa  —  Zdch  +  2c*)'  -  4(c*  —  bd)" . 
Fuhren  wir  die  früheren  Bezeichnungen  ein,  so  ist  nach  §  17- 
und  §  52 

a><i-3«S.+26'_i(%)_i(§)_r., 

^»-3rf«!,+  2^_i(^)-i(§)-n,., 

l>_ac 7,,,_  r,, 

c'—bd—  Fl,,. 
Demnach  gelten  die  Beziehungen 

a't),  —  r,"  —  4  r,' ,    iFB,  —  Ki%  —  Kl,,  . 
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Fügt  dnan  hierzu  die  Function 

e*6  _  Bede  +  2(P  =  7^,4  , 
so  ist  noch 

—  o'e^i  J*,s  +  0/4.3)  =  Fg»  -  4  r," , 
und 

-  e*(n.4  J4.»  +  eJ4.s)^  Fs%  -  47«%. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen,  welche  fQr  die  Theorie  der 
biquadratischeu  Functionen  von  Wichtigkeit  sind,  lassen  sich  in 
eleganterer  Form  darstellen  durch 

F,*  =  i{b^  -  otf  +  al,)(b*  -ac4-  ai„)(b*  -  ac  ■}-  al,„) 
und 

Fs%  —  4{(?  —  ec  +  eA,)(d«  —  ec  +  el„)(^  —  ac  +  eX,„) , 
wo  i.,,k,„  i,„  die  Wurzeln  der  Determinante  ^  von  Äronhold  sind. 
Dieselbe  ist  bereits  in  §  53  aufgeführt  und  lautet: 
a  6      (c  +  2A) 

^=        b        (c  —  X)       d        -=0, 
|{p+2Aj     d  e 

oder 

-  4A«  +  J4,,  i  -  J4.3  =  0  . 
Die   erste   der   obigen   Gleichungen   ist  von  Hermite*)    ge- 
funden worden.     Oayley  hat  gezeigt,   dass  die  Discriminante  D^ 
sich  auf  die  Discriminante  von  ^  zurQckfUhren  lässt,  indem 
D^  =  16(A,  -  kJil,,  -  k,„)\i.,„  —  A,)»=  Jl»  -  27  Jj,3 
ist. 

§  55.    Von  den  Covarlanten  der  binären  Polynome**). 

Die  Covarianten  der  binären  Polynome  unterächeiden  sich  von 
den  Invarianten  dadurch,  dass  in  den  letzteren  nur  die  CoefG- 
cienten  der  Glieder  des  Polynoms,  in  dem  erateren  ausserdem  auch 
noch  die  Variabein  x  und  y  vorkommen.  Da  die  Kesolventen  der 
Gleichungen  zuweilen  in  den  Formen  der  Covarianten  auftreten, 
so  ist  ihre  Eenntniss  von  nicht  geringerer  Wichtigkeit  als  die  der 
Invarianten. 

Gegeben  sei  die  kubische  Function 


•)  Ccelle  Joom.  Bd.  52.  S.  7. 
**)  Terquem,  Sar  les  coTftriant«.   Noav.  ann.  XXVIII.  p.  44S. 
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Tranaformirt  man  dieselbe  durch  Sabstitutioti  von 
so  wird 

wobei  wie  früher  (§  52)  ist 

B-{a,h,c,d)lß^,ß,)',   ■ 

■an ^-^  _L  _  ^■^ 

Nimmt  man  nua  an 

y  -  [(«»  -  S-),  \  (orf  -  U),  (hd  -  o](»:,  »)  , 

»,-[(^C-J!>),  |{4i)-ÜC),  (BB -(?)]({,,)', 

ersetzt,  in  9;  die  Werthe  x  und  y  dorch  ihre  Werthe  in  |  und  17, 
in  (p,  die  CoefScieBt«n  durch  ihre  Werthe  ausgedrückt  in  a,  b,  c,  d, 
und  (^u  Og,  j^u /^i  °°  findet  man 

9,  =(a,(3,  —  «i,A)V. 
Man  nennt  in  diesem  Falle  ip  eine  Covariante  yon  i7-    Wenn 
man  gewisse  Derivirte  von  ü  and  IT,  nimmt,  z.  B. 

und  analog 

8£'  ■  »»('         l.SES'jJ    ""''" 
darauf  die  yorgeschriebenenSubstitutioneQ  vornimmt,  so  wird  immer 

wo  j)  eine  positive  ganze  £ahl  ist.  In  diesem  Falle  ist  also  91  eine 
Covariante  von  ü  und  nur  wenn  die  Variabein  in  tp  verschwinden, 
ist  p  eine  InTariante. 

Ist  ein  binäres  Polynom  U  transformirt  in  U,  durch  die  linearen 
Substitutionen 
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SO  ist 

iaß)X  =  ß,x-ß,y,     («/))r=-(a,:c-«,y). 
Differenzirt  man  diese  Qleicbangen  partiell  nach  x  und  y,  aUo 

so  erhält  man  wegen 

BU  _8U,     dX    ,dU,     dY 
J^~  dX'  dy  '^  <i¥'  dy 

die  Relationen 

-(«^)lf =«.(!§)  +A(^)-  '  ■ 

(■"')lf=«.(^)+''.(^)- 

Demnach  sind  mit  Ausnahme  des  constanten  Factors  (aß) 
Ä~  und  —  ö—  auf  dieselbe  Art  transformirt,  wie  x  und  y,  wenn 
man  die  linearen  SubstitutioDen  damit  vergleichi  Hat  man  also 
die   beiden  Polynome  n**"  Grades 

v-f{x,v),   u,-f{x,r), 

SO   hat  man  ebenfalls 

und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Covariante  von  U. 
Dabei  hat  mau  zu  beachten,  dass  in  der  Entwickeluug  der  Term 
x^  y'-''  bei  der  Differenzimng  den  Werth 

liefert.   Es  soll  die  Theorie  durch  einige  Beispiele  erläutert  werden. 
1.  Beispiel.    Gegeben  sei 

ü=ax-{-hy^(a,'b){x,y). 
Die  Ttansformirte  iH 
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Wendet  man  hier&nf  die  derivirte  Funcüoii 

an,  BO  ist 


(«^)(»lf 


,du^       .du,      „9ir. 


Nun  ist 

du      ,      d  u  8U,      „atr,       . 

Hierdurch  verschwinden  die  Äusdrlicbe  identisch.    Das  hiiüre 
Binom  hat  weder  eine  Invariante  noch  eino  Covariante. 
2.  Beispiel.    Gegeben  sei 

XJ  ^  ax'  -\-  2bxy  -{-  cy*  =  (o,  h,  c)  {x^y)'. 
Tjansformirt  man  das  Trinom  in 

U-^ÄX*  +  2BXY+  CY'  =  (Ä,  B,  cf{XY)*, 
so  findet  man  m^t  Anwendung  der  derivirten  Function 


_^d^u 


2b  ^ 


dy'  dydx    '      d  x^ 

Nun  ist 

|l?_2.,      jftf-    -26,      ';^-2»i 

Daraus  ei^bt  sich 

(aßf  {ac  —  6*)  =  ^C  -  B*. 
Da  die  Variabeln  verschwinden,  ao  erhalten  mt  eine  Invariante 
und  zwar  Ji_  t.    Verschwinden  hei  diesen  Operationen  die  Variabeln 
nicht,   wie  das  bei  Polynomen  höherer  Ordnung  der  Fall  ist,  so 
gehen  daraus  Co  Varianten  hervor. 
3.  Beispiel.    Gegeben  sei 

U={a,b,c,d)lx,y)K 
Man  wende  die  Derivirtenfunctionen 


und 
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6  ä— j  —  2C:^-ä~ 


+<iS 


nach  einander  an.    Die  Variabein  verschwinden  nicht  und  man  er- 
hält zwei  CoTarianten,  nämlich,  nachdem  man  durch  6  dividirt  hat, 

2{ac  —  h^)x  +  {ad  —  hc)y  =  Ct, , 
und 

(arf  —  6c)a7  +  2(6(?  -  cä)y  =  (Ts, , . 

Wenn  man  auf  einPolynom  von  ungeradem  Grade  eineDerivirten- 
function  anwendet,  die  von  der  Function  selbst  abgeleitet,  also  vom 
selbigen  Grade  ist,  so  verschwindet  die  Invariante  oder  Co  Variante 
identiech.  Die  Polynome  von  geradem  Ordnungsexponenteo  geben 
dabei  stets  eine  quadratische  Invariante.  Dass  die  kubische  Function 
noch  zwei  Covarianten  mehr  hat,  wird  weiter  unten  gezeigt  werden. 

4.  Beispiel.    Es  sei  das  Polynom  biquadratisch : 

U={a,b,c,d,e)lx,yy. 
Man  wende  die  Derivirtenfunction 

a-s— ;  —  4O5— 5-.-     +OC>,    ,ö-Q  — 4«..      Ti+Cö    ,- 

an,  da  die  nächstniedrigere  nichts  liefert.    Man  findet  eine  Invariante, 
nämlich  die  qnadraiische 

J.,a  =  oe-4;.d  +  3c». 
Wenn  man  die  quadratischen  Invarianten  durch  die  partiellen 
Differenzialqnotienten  ausdruckt,  durch  welche  sie  aus  dem  Poly- 
nome abgeleitet  werden ,  so  erhält  mau  neue  Derivirtenfiinctionen, 
welche  zur  Auffindung  neuer  Covarianten  derselben  oder  höherer 
Ordnungen  verwendet  werden  können.  So  ist  z.  B. 
r  .,       d'U    d*U         /^l'Y 

■/*  j=oe  — 4 od  -4-  dc^=  0  -r  ■  -k-t  —  4  ^  ,  --  •  ■  5-5  1  +  0  [  3  .3  ,1 . 
*■'  '  dx*     dy*  dx'oy    öj;  cy'   '       \8x'oy'J 

Die  erste  dieser  beiden  ist  die  sogenannte  Hesse'scbe  Function. 
Es  mag  hinzugefügt  werden,  dass  das  Polynom  seine  eigene  Co- 
Variante  ist 

§  56.   Von  der  Blldong  der  Covarianten  ans  den  Invarianten. 
Covarianten  lassen  sich  aus   den  Invarianten   durch  partielle 
EHfiferenzimng  ableiten,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt  werden  soll. 

lUUbi^ueD,  QnindlUae  i.  nt.  n.  mod.  Algsbra.  10 
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Wendet  man  hierauf  die  derivirte  Function 
SU_,8U 

dy  dx 

an,  so  ist 


Nun  ist 


("")(" 


du        ,         du  dU,         -a      SU,  . 

8y  '       dx  '      oY  '     BX 

Hierdurch  verschwitiden  die  Ausdrucke  identisch.    Das  binäre 
Binom  hat  weder  eine  Invariante  noch  eine  Covariante. 
2.  Beispiel.    Gegeben  sei 

U=ax'  +  2bxy  +  cy'  =  (a,  b,  cflx,yf. 
Tianeformirt  man  das  Trinom  in 

U=  ÄX^  +  2BXY+  er*  =.  (Ä,  B,  cfixY)', 
so  findet  man  m;t  Anwendung  der  derivirteD  Function 

d^u     „.  ä'u   ,    a'(7 

aS'U, 


/    „V  /    d'U       „,    d'U     ,      d'U\         .d'U,       a-r,  d*U^      .   n' 


ax* 


2c,      f^   =2J, 


dl/*  '      dydx 

S'U,  _„^        i'U,        ^^      d'U, 
SYdX 


f  =  2C,      ^^^'^2B,    -ävi  "2-i. 


Darana  ei^bt  sich 

(aßy(ac  —  b')  =  AC—B'. 
Da  die  VarisbelD  verschwinden ,  so  erhalten  wiV  eine  Invariante 
und  zwar  t/i,s.    Verschwinden  bei  diesen  Operationen  die  Variabein 
nicht,  wie  das   bei  Poljiiomen  höherer  Ordnung  der  Fall  ist,   ao 
gehen  daraus  Oovarianten  hervor. 
3,  Beispiel.    Gegeben  sei 

U={a,b,c,d)lx,yy. 
Man  wende  die  Derivirtenfunctionen 

d*U       m.  d*U    .       8'U 
oy  oyox    '        0«" 
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nach  einander  an.    Die  Variabeln  verscliwindeD  nicht  und  man  er- 
halt zwei  CoTarianten,  nämlich,  nachdem  man  durch  6  «ÜTidirt  hat, 

2(oc  —  h*)x  +  {ad  —  hc)y  =  Cs.i 
und 

{ad  —  bc)x  +  2(0(7  —  c^)ij  =  (7s.  1 . 

Wenn  man  auf  einPolynom  von  ungeradem  Grade  eineDerivirten- 
function  anwendet,  die  von  der  Function  seibat  abgeleitet,  also  vom 
selbigen  Grade  ist,  so  verschwindet  die  Invariante  oder  Covariante 
identisch.  Die  Polynome  von  geradem  Ordnungsexposenten  geben 
dabei  stets  eine  quadratische  Invariante.  Dasa  die  kubische  Function 
noch  zwei  Covarianten  mehr  hat,  wird  weiter  unten  gezeigt  werden. 

4.  Beispiel.    Es  sei  das  Polynom  biquadratiscb: 

U=(a,b,c,d,ef(x,y)\ 
Man  wende  die  Derivirten^nction 

dy'dj:^ 

an,  da  die  nächstniedrigere  nichts  liefert.   Man  findet  eine  Invariante, 
nämlich  die  quadratische 

Jt.t  =  ae-4bd+^c'. 
Wenn  man  die  quadratischen  Invarianten  durch  die  partiellen 
Differenzialquotientea  ausdrückt,  durch  welche  sie  aus  dem  Poly- 
nome abgeleitet  werden,  so  erhält  man  neue  Derivirtenfunctionen, 
welche  zur  Anffindung  neuer  Covarianten  derselben  oder  höherer 
Ordnungen  verwendet  werden  können.  So  ist  z.  B. 
T  j.»       8*U    d'U        {d*U\ 


T.     '  Bk'Sj:'  hu 


Die  erste  dieser  beiden  ist  die  sogenannte  Hesse'sche  Function. 
Es  mag 'hinzugefügt  werden,  dass  das  Polynom  seine  eigene  Co- 
variante ist. 

§  56.   Ton  der  Bildung  der  Covarianten  ans  den  Invarianten. 
Covarianten  lassen  sich  aus  den  Invarianten   durch  partielle 
DiEFerenzirung  ableiten,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt  werden  soll. 
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Gegeben  sei 

Ja,*  =  ac  —  ft*. 
Man  findet 

— -=a       — =  — 2fc     — — 

Die  partiellen  Differenziale  der  quadratischen  InTariante  geben 
immer  wieder  die  ursprüngliche  Function,  und  zwar  in  dem  vor- 
liegenden Falle 

Man  bilde  demgemäss  die  partiellen  Differenziale  von 

Man  erhält  wieder 

,j.       fSJ         i  dJ     1  dJ         1  dJ    SJ\}       Y 
^^\de'         *Bd'    6  8c'         i8b'   dajy''^)- 

Macht  man  dieselbe  Operation  mit 

Ja,*  —  (bc  —  ady  —  4{ac  -  b^  {hd  -  c»), 
so  erhält  man   eine  neue  Govariante  der  kubischen  Functionen, 
nämlich 

=  (2&*  —  Sähe  +  a^3)ar'  +  3(6V  +  ahd  —  2at^)a^if 
—  3{6c»  +  ocd  — 2&*d)a:!/*  — (2c»  — 3hcd4-.  od*). 
Dieselbe  ist  von  Clebach  mit  Q  bezeichnet  worden. 
Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  aus  der  Invariante 
Jts  =  oce+  2bcd  —  ad'  —  eh^  ~  <? 
eine   neue   Govariante   fUr    die    biquadratischen    Formen   ableiten, 
nämUch 

^  {dJ  1  dJ      idJ  1  dJ     dJ\}       \* 

^*'*  =  (re'    -Tai'    TTC    -TFb'    äa)(^'!'j 

=  (ac  -  &>)«*  +  2(ad  —  bc)x^y  +  {ae  +  2bd  —  5c')x'i/ 
+  2(6e-cd)a:j/»  +  (ce -(?}/. 
'    Diese  Co variant«  bezeichnete  Clebsch  mit   ö  -^■ 

Die  biquadratischeu  Formen  haben  ausserdem  noch  eine  Go- 
variante vom  sechsten  Grade,  welche  von  Glebsch  mit  T  be- 
zeichnet worden  ist  und  deren  Ableitung  im  folgenden  Paragraphen 
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geschehen  soll.  Clebsch  bat  Dun  den  Beweis  geführt,  dass  ausser 
JJ,  S  und  T  keine  Covarianten  der  biquadratiachen  Formen  weiter 
existiren.  Nach  der  vorstehenden  Methode  mfisste  allerdings  noch 
eine  zweite  biqoadratische  CoTariante'  existiren,  nämlich 

Es  lasst  sieb   aber  zeigen,  dass  dieselbe  in  zwei  andere  der 
bekannten  zerfallt.    Eb  ist  nämlich  (§  21) 

^  =  3aJ,%  +  64(i»  -oc)/*.8,      ■ 

~i~id^  -=  3hJi%  —  21(ad  —  hc)Jt,», 

i.!^  =  3cJi',  4-  Q(3c''~2bd  —  ae)Jt,,, 

—  i-g^  =  adJ,\—21{be  -  c<f)J,,t, 

!^  =  3eJ-.,S  +  54(d»  -  ec)J,, , . 

Die  Covariante  ist,  wie  man  leicht  sieht,  gleich 

Sie  liefert  also  keine  neue  Form.    Entwickelt  man  die  Aus- 
drücke, 80  erhält  man 

-*^  =  3[öV  —  12oVe  —  8a*6de  +  ISo^ctP  —  2ah*^  +  27ac* 
~  malt^d  +  36oi»cfi  -  186V  +  Z&¥cd-\.We\. 

g  '  erhält  man  dadurch,  dass  man  o  mit  e,  b  mit  d  vertanscht. 
Diese  CoefEcienten  haben  keinen  gemeinschaftlichen  Factor,  denn 
man  findet 

...      ■  ji„ =  54^4,!- 


Ebenso  findet  man . 
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In  ihrer  Form  entspricht  die  gemischte  Covariante  ganz  der 
Cs,  3  und  fOr  Jiese  ist 


f--,— =  12. 


§  57.   Von  der  Bildung  der  Invarianten  nnd  CoTarianten  dnrcli  den 
DeberscMebungeprocesB  *). 

Die  einfachste  Art  aus  zwei  zusammengehörigen  Formen  fTund  C 
alle  Invmanten  und  Govarianten  von  U  zu  bilden,  besteht  darin, 
dass  man  alle  Aasdrücke  bildet,  welche  in  der  Difta-enzialgleichung 


n-= 


m-) 


1 p^fJ    3'-C        /n\     ifV  yc        .  ] 


enthalten  sind.  Der  Ausdruck  ist  der  Cayley'schen  Form  der 
binären  Polynome*  in  Bezug  auf  die  numerischen  CoefGcienten  nach- 
zubilden. Man  nennt  diese  Bildnngsart  der  Gorarianten  die  Ueber- 
Bchiebung  der  Function  U  und  C,  und  der  Ausdruck  IT  bat  die 
luTarianteneigenschaft.    Für  r  «=  1  ist 

mn\dx'  dy        dx'  dy)' 
Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auch  schreiben 


J7=^ 


du     dc 
~^'    *</ 

und  wird  die  Functionaldeterminante  genannt.    Ist  r  «=  2,  so 
resultirt  aus  der  allgemeinen  Form 

Ist  in  einem  speciellen  Falle  C  ^  U,  bo  geht  hieraus  die  so- 
genannte Hesse'sche  Form  hervor,  nämlich 

*)  Ca;ley,  Fonrtli  memoir  npoD  qnantics. 

OordftD,  Grelle  Jonm.    Bd.  69,  und  Math.  Add.  von  Clebsch  Bd.  2. 
Clebech,  Theorie  der  binären  algebraiachen  Formen.    §S0— 51. 
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..^)-p 

8.>8,jJ-      ■ 

Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  die  Determinante  der  zweiten 

d'U        S'U 

8^'  '     dxd,j 

it'U      d'U 

8«8y'   er 

Ist  der  Ordnungsexponent  ungerade,  eo  Terscliwindet  77  für 
C^=U  identisch;  ist  der  Ordnung» exponent  gerade,  so  nimmt  77 
die  aDaloge  Form  von  Jim,*  an-  Die  Zahl  r  kann  von  0  bis  zur 
kleineren  Zahl  von  tn  und  n  varüren.  Ist  m  ^  n,  so  erhält  man 
eine  Invariante. 

Indem  man  von  den  Functionen  U  und  C  ausgeht,  kann  man 
die  Formen  über  sich  selbst  und  übereinander  schieben.  Man  er- 
hält auf  diese  Weise  eine  Reihe  von  Invarianten  und  Covarianten, 
ans  welchen  man  mittels  Vereinigung  mit  den  ursprünglichen  Func- 
tionen durch  Ueberschiebung  schließlich  alle  Invarianten  und  Co- 
varianten einer  Function  erhält. 

Für  den  Zusammenhang  des  UeberschiebutigsprocesseB  hat 
Gordan  eine  Reihe  von  Sätzen  aufgestellt,  unter  denen  wir  nur 
den  folgenden  anführen. 

Theorem.  Jede  Covariante  oder  Invariante  einer  Form  U n*" 
Ordnung,  welche  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  von  U  vom  f»"" 
Grade  ist,  entsteht  durch  Üeberschiebungen  von  Um\i  Covarianten  f', 
welche  in  Bezug  auf  jene  Coefficienten  nur  vom  m —  1*™  Grade  sind. 
Die  allgemeine  Formel  für  77  wird  besonders  einfach,  wenn  r='m^=n 
ist.  Man  erhält  alsdann 
77  = 

Ist  nun 

C  =  Ax"  +  B3f-*y  -\ 1-  Sxy~^  -f  Ty  , 

Bo  ist 

'    d'G  ,  „,  (("C  ,  ,v,  „  ü'C  ,    . 

—7  =  n\2,     --— j — — =(k — 1)!5,     ••■  —  =^n\Ä. 

Folglich  wird 
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n=aT  —  bS-^cB ±tÄ, 

und 

Da  in  77  die  Variabebi  fehlen,  so  ist  es  eine  InTturiante.  Wir 
gelangen  auf  diese  Weise  zu  der  Formel,  irelche  im  vorigen  Para- 
graphen zur  Bildung  der  Covarianten  angewendet  wurde.  Wenn 
demnach  C  und  U  vom  selben  Grade  sind,  so  ist  eine  Invariante 
J  =  aT~hS  +  cIi +  (4  . 

Wendet  man  nun  die  Hesse' sehe  Form 

dx'  '  dy*         \dxdyj 
auf  die  quadratische  Function 

U-[a,b,c){x,y)' 
an,  so  kommt  man  auf  die  Invariante 

J^,j  ^  flC  —  t"  . 
Wendet  man  sie  auf  die*kubisclie  Function 

ü={a,h,c,d){x,yf 
an,  80  erhält  man  ihre  quadratische  Covariante 

Cs,i  =  (flc  —  h^^x*  +  {ad  —  hc)xy  +  (Ijd  —  c-)y' . 
Dieselbe  istvonClebsch  mit  -r-  ^  bezeichnet  worden.  Clebsch 
hat  bewiesen,  dass  es  ausser  ^  und  Q  keine  symmetrischen  Co- 
varianten gibt  und  Gordan  zuerst  den  Beweis  geführt,  dass  jede 
Form  eine  endliche  Anzahl  von  iBTariaoten  und  Covarianten  besitzt. 
Wenn  man  die  Hesse'sche  Form  auf  die  biquadratischen 
Functionen  anwendet,  bo  findet  man  die  Covariante  C«,«  oder  ^  H. 

Geht  man  aus  von  der  Fuuctionaldeterminante 

SU  _  dO  _dU    SC 
dx      dy        dy     dx' 
und  wendet  sie  au  auf 

ü—{a,b,c,d)lx,yf 
und  ^ 

G.«  =.  [(ac  -  &») ,  1  (ad  -  he) ,  (bd  -  c*)]  (x,  yj  , 

so  erhält  man  die  Covariante  C^,^  oder  Q. 
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Wendet  mau  die  FunctioaaldeterminaDte  auf  die  biquadtati- 
schen  Fonnen  und  die  zi^ehörigen  biquadmtiscben  Covarianten  an, 
also  auf 

11=  {a,  b,  c,  d,  fi)  \x,  y)* 
und 

C*.4  =  r(öc  — t'),  \{ad-hc),  |(oe  +  2&<J-3c»),  ~(he-cd), 

/^ 

(ce  —  d*)]  (x,  y\  , 

so  erbält  man  die  bikubische  Covaiiante,  welche  von  Clebsch 
mit  T  .bezeichnet  worden  ist.  Es  möge  dabei  bemerkt  werden, 
dass  nach  Ca^ley*)  zwischen  U,  Ci,t  und  Ci,<  die  Beziehung 
besteht 

Cj,e 4CU  +  ^*.t  Gl.*  TP  -  Ji.»  JJ^  . 

Die  GoTariante  lautet 
(26*  —  Zahc  +  a^d):x?  +  {GVc  +  2ahd  ~  9ae*  +  a'ejafy 
+  5(26»d  -  Sacd  +  abe)ai'f  +  ^(b^e~ad')x^f 

—  5(2fc(?  —  Uce  +  arfe)a;Y  —  {Gcd"  +  2bde  —  Oec'  +  e'a)xy^ 

-  (2(f  -  Scrfe  +  be^f  . 

Die  Bedeutung  der  GoefEcieuten  und  ihre  Beziehungen  zu  den 
Wurzeln  von  f/"  werden  in  der  Theorie  der  biquadratischen  Gleichangen 
nähet  erörtert  werden.     Wir  wollen  noch  die  Formel 

J^aT—bS  +  cR ±tA 

an  einigen  Beispielen  nachweisen.     Die  Bedingung  ist  m  <=  n. 

1.  Beispiel. 

U'=  oa^  +  2bxy  -(-  cy* . 
Die  quadratische  Govariante  ist  die  Function  selbst,  also 
Ü^Aj^-\-  Bxy  +  Cy  =  a»*  +  2bxy  +  cy* . 
Man  erhält  mittels  der  Formel 

J=aC—bB  +  cÄ  =  2(ac  —  P)  =  2/»,s . 

2.  Beispiel.  ^ 

Die  kubische  GuvariaDte  ist 

•)  BrioBOhi,  Sur  une  fornmle  de  Cayley.  Crelle's  Joam.  Bd.  63, 
8.  377.  1857. 
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C\s  =  [i2b^  -  3ahc  -\-a'ä),     +  (6*c  +  abd  —  2oc-)  , 

-  {hc-  +  acd  —  2bH)  ,    —  (20=»  -  Sied  +  a^)']\x,  yf 
=  Ax'-\-  Bxhj  +  Cxi/  +  Df . 
Man  findet 

J=aD-hC-\-cB~dA^-  2/3,4. 
3.  Beispiel 

U  ^  (a,  6,  <■,  rf,  e)  (a;,  y)*  . 
Die  erste  biquadratische  Covariante  ist  U  selbst  und 

J=aE-bD-\-cC-dB-\-eA  =  2/4,2  - 
Die  zweite  biquadratische  Covariante  ist  C'4.4  und  man   erhält 

J=  3J4,, . 
Wenn  man  in  77  an  die  Stelle  der  Covariante  JJ  treten  .lüsst, 
80  wird 

J^at-  (V\bs+(X\cr ±ta. 

Diese  quadratische  Invariante  verschwindet  in  allen  Füllen,  wo 
der  Ordnungse3:pouent  ungerade  ist. 

Wenn  man  in  i7  an  die  Stelle  von  U  die  Covadantc  C  treten 
lässt,  80  erhält  man 

(')    v) 

Aach  diese  Invariante  verschwindet  dann,  wenn  der  Ordnungs- 
ezponent  der  Covariante  ungerade  ist.'  In  allen  Qbrigen  Fällen 
gibt  der  Ausdruck  eine  Invariante  oder  irgend  eine  Potenz  der- 
selbeiL 

1.  Beispiel.     Gegeben  sei  die  Covariante  Cg.a . 
Man  findet 

/=  2(ac  -  b*){bd  -  cä)  ~|(arf—  &c)'=  -|A4 \S^\ 

d.  h.  die  quadratische  Invariante  der  Covariante  €3,%  ist  gleich  dem 
vierten  Theile  der  negativen  Discriminante. 

2.  Beispiel     Gegeben  sei  die  Covariante  Ca,»  '. 
Der  Formel  gemäss  ist  /  ^  0. 

3.  Beispiel     Gegeben  sei  die  Covariante  C^,«. 
Man  erhält 
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J=2(ac-  6*)  (cÄ  — (P)  —  2(ad-  6c)(fce-cd)  +  ~(rtc+26d-3c*)* 

=  ~(ae~  Ahd  +  Z<?f  —  \  Jl.t ; 

d.  h.  die  quadratische  Invariante  der  Covariante  C«,«  ist  gleich  dem 
zw&lften  Theile  des  Quadrates  der  quadratischen  Invariante. 

4.  Beispiel.    Gegeben  sei  die  CoTariante  C«.«. 

Man  erhält 

in    Worten:   die   quadratische   Invariante   der   Covariante   Ci,^  ist 
gleich  dem  sechsten  Theile  der  Discriminante. 
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Dritter  Abschnitt. 
Birecte  AaflSsung  particalärer  Gleichungen. 

I.    Die  reciproken  Gleichungen. 
§  58.    Allgemeine  Bemerbrngen. 

Iq  vielen  Fällen  kommen  Gleicliungen  vor,  welche  sich  auf 
andere  mit  einem  kleineren  Ordnungsesponeateu  herabbringen  lassen, 
wodurch  die  Auffindung  ihrer  Wurzeln  vereiufocht  wird.  Da  die 
allgemeine  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  sich  nur  auf 
die  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  erstreckt,  so  kann  man  auch 
nur  diejenigen  Gleichungen  höherer  Grade  auflösen,  welche  sich 
durch  irgendwelche  Transformationen  auf  Gleichungen  reduciren 
lassen,  welche  den  vierten  Grad  nicht  abersteigen. 

Einer  der  einfachsten  Fülle  ist  derjenige,  in  welchem  sämmt- 
liche  Exponenten  der  Unbekannten  ein  Vielfaches  ein  und  derselben 
ganzen  Zahl  sindj  also 

3f>  +  asf'-'-^i  +  hjf^'-^^  H 1-  i  =  0. 

Man  kann  eetsen  ic"  =  y,  wodurch  die  Gleichung  von  dem  mn'*^ 
auf  den  n^"  Grad  reducirt  wird. 

Einige  andere  bemerkenswerthe  Falle  sind  folgende: 

1)  die  reciproken  Gleichungen,  deren  Eigenschaften  bereits  in 
§  18  einer  Betrachtung  unterzogen  sind ; 

2)  die  zweigliedrigen  oder  binomischen  Gleichungen; 

3)  die  irreductibeln  Gleichungen; 

4)  die  Gleichungen  mit  mehreren  gleichen  Wurzeln; 

5)  die  Gleichungen  mit  rationalen  oder  commensurabeln  Wurzeln; 

6)  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  gewisse  gegebene  Beziehungen 
zu  einander  haben  oder  deren  Coefficienten  ao  beschaffen  sind, 
dass  sie  sich  in  Polynome  niedrigerer  Ordnung  zerlegen  lassen. 

Wir  wollen  diese  Fälle  einer  speciellen  Betrachtung  unterziehen. 
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g  59.    Die  ÄTiflÖsimg  der  reolproken  flleiclmiigen. 
Diese  Gleichungen  sind  solche,  deren  Tr&usfoimirte  mit  den 

gflgehenen  identisch  bleiben ,  wenn  - —  au  die  Stelle  von  x  gesetzt 
irird;  also 

.a;-  +  ax-^^  +  bar-*  + 1-  bu*~  a?  +  aw*      x -\- u*  =0. 

Sie  lassen  sich  alsdann  leicht  auf  die  Normalform 

x,"  +  oa;,—^  +  fc?,"-*  H \-hx^-\-ax,+  \==0 

bringen,  indem  man  snbstituirt  x  ^  u  x, . 

Ist  «  ungerade,  so  ist  i  =  —  u*  sofort  eine  Wurzel  der 
Gleichung.    Dividirt  man    die   Gleichung    durch   den   binomischen 

Factor  x  +  «  ,  so  erhält  man  eine  reciproke  Gleichung  von  ge- 
radem Grade,  die  man  auf  die  Normalform 

^m  ^  aaJi«-i  +  Ja^^i  _j [-  ix"  +  oa;  +  1  =■  0 

bringen  kann. 

Gleichungen  von  der  Form 
X'  +  öMz*"'  +  hu*X'~*  +  •  ■  ■  +  fcw"""*a;*  +  ««""'a;  +  «"  =  0 
lassen  Bich  ebenfalls  auf  die  Normalform  reduciren,   indem   man 
—  ^  X,  setzt    Die  Transformirte  bleibt  mit  der  gegebenen  identisch, 
wenn  man  x  =  v^x,  snbstituirt.    Wir  betrachten  zunächst  die  reci- 
proke Gleichung  von  gerader  Ordnung,  also 

3?-^  -f  aa;»»'^!  +  hs?"^*  H |-I«"H |-oa:+l=0. 

Die  Eigenschaft  der  Gleichung,  dass  sie  aus  m  trinomischen  Fac- 
toren  von  der  Form 

»*-(«. +!-)«+ 1 

besteht,  daas  also,  wenn  Xy  eine  Wurzel  derselben  ist,  auch  — 
eine  solche  ist,  macht  es  m&glich,  eine  reciproke  Gleichung  von 
der  Sfn**"  Ordnung  in  eine  andere  von  der  nj""  Ordnung  zu  trans- 
formiren.  Es  lassen  eich  also  die  reciproken  Gleichungen  von  ge- 
rader Ordnung  allgemein  bis  zum  achten  Grade  auflösen. 

Wenn  man  die  Gleichung  vom  2m*™  Grade  durch  x™  dividirt 
und  die  von  den  Enden  gleichweit  abstehenden  Glieder  paarweise 
vereinigt,  so  resnltirt 
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(^  +  ^)  + « (=^~'  +  ^)  + '  {""-'  +  ^=^+  -  +'-0. 

Setzt  mao  x  -\ — -  =  y,  so  läast  sich  nacli  der  in  §  18  ge- 
gebenen Anleitung  x  eliminiren  mittels  folgender  Relationen: 


*"  +  ji-r -"»"'-'  +-^72     » ^^^""  1  .s73  '     l/^     +  ••• 

Diese  Substitationea  liefern  eine  Gleichnng  in  y  vom  t»'*"  Grade. 
Ist  y,  eine  Wurzel  derselben,  so  erhält  man  zwei  Wurzeln  der 
Gleichung  in  z  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

»•—  (i,  +  i-')a:+  1— «■- i(,i+  1  —  0. 
Die  Wurzeln  derselben  sind 

'■I    vir+-'^yu:^'    äi'.+  .iK».     4. 

Ist  die  Gleicliung  von  der  allgemeineren  Form 

a;»"-f  aa^-»-'-) [-k3f"+'  + /a;"  +  Ätiaf"-'  -\ y-au"-^  +,(-=0, 

so  setze  man  x-\-  —  =  y,  woraus  weiter  folgt 

«■+.(i)'-s""2«, 

'^ + (^y  - 1/"  -  sou , 

*"  +  (■?)" —ir-  >»»jr-"  +  '"''^^'-'  u'r-" 

Die  allgemeine  Formel  ergibt  sich  aus  der  wiederholten  An- 
wendung der  Gleichung 

-+(r-'['+©T -«[-+©'"']• 

Wenn  bei  den  reciproken  Gleichungen  gerader  Ordnung  die  cor- 
respondirenden  Coefficienten  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so 
muBS  nach  §  18  das  mittlere  Glied  fehlen. 

Ist  die  gegebene  Gleichung  dieser  Art 
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37»"  +  ax^-'  -\ h  iafH-i  —  kx—^ ax~l=0, 

so  redncirt  sie  sich  auf  die  Form 

(a*"  -  1)  +  ax(3^-'  -  1)  +  &a^(3*^  ~  1)  H =  0 , 

woran  man  sofort  den  Factor  x*  —  1  erkennt.  Durch  Division  des 
Polynoms  mittels  a^  —  1  erhält  man  eine  reciproke  Gleichung  der 
ersten  Art. 

Wir  betrachten  nun  noch  die  reciproken  Gleichungen  von  un- 
gerader Ordnang  von  der  Form 

Vh-i  -f  aa^  H 1-  jta?"+i  +  jfca?"  +  •  ■  ■  +  aa  +  1  =  0. 

Dieselbe  hat  den  Factor  x  -\-  1 ,  wenn  die  oberen  Vorzeichen  gelten, 
sonst  den  Factor  x  —  1.  Im  ersten  Falle  ist  a^  ■=  —  1,  im  zweiten 
x^  ^  -\-  1  eine  Wurzel,  Dividirt  man  das  Polynom  durch  a;  +  1, 
80  erhält  man  wieder  eine  reciproke  Gleichung  gerader  Ordnung. 
Ist  in  einem  speciellen  Falte 

af  +  Maf^'  +  u'af^^  + h  «"-'  a;  +  «"  =  0 , 

und  multipUcirt  man  diese  Gleichung  mit  dem  binomischen  Factor 
X  —  tt ,  so  resultirt 

a-+i_„n+i_=0. 
Eine  solche  Gleichtmg  nennt  man   eine  zweigliedrige  oder 
binomische  Gleichung,  welche  also  mit  den  reciproken  Gleichungen 
im  nahen  Zasammenhange  stehen  und  deren  Anflösungsmethoden 
im  folgenden  Paragraphen  abgehandelt  werden  sollen. 

n.    Die  bioomischea  Qleichungen. 

g  60.    Die  algebraische  Auflöeimg  der  blnomisehen  GleiclLiuigen 
durch  Bednction  auf  reciproke  Olelchangen"). 
Die  allgemeine  Form  dieser  Gleichungen  ist 

Die  Coefficienten  sämmtlicher  Zwischenglieder,  oder  mit  andern 
Worten:  die  Summen  aller  Combinationeu  der  Wurzeln  mit  Aub- 
nahme  des  Products  derselben  sind  gleich  Null;  d.  h.  symbolisch 
ausgedrSckt 

2!ci^A...x.)-0. 

•)  HjmerB,  Theor?  etc.  %  22.  72. 
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Setzt  man  ^a^^  a  und  darauf  ax  =  11,  so  erhält  man 
!r  ±1=0, 
welche    sofort  eine  reciproke  Gleichung   ist.    Dieselbe  kann  unter 
allen  Umständen  algebraisch  allgemein  gelöst  werden,  wenn  n  ans 
Primfactoren   besteht   die   nicht -grösser  als  7    sind.    Ist   i^mlich 
n  ^p  .q.r,  so  ist 

jr  + 1  =  ((y)')^  +1  =  0. 

Dnrch  die  Substitution  (1/')«  =  e  findet  man  s  aus 

r  +  i-=o 

und  wenn  e^  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist,  so  ist 

(yp)!  —«,  =  0. 
Diese  Gleichung   lässt  sich  in  derselben  Weise  weiter  redueiren, 
indem  man  y' ^  t  setzt  u.  s.  f.,  bis  man  y  gefunden  hat. 

Hat  eine  dieser  Gleichungen  die  Form 

£*+ l-=0,  oder  *'±1— 0, 
Bo  kann  man  sie  mittelst  Division  dtu'cb  ü  +  1  auf  eine  reciproke 
Gleichung  von  gerader  Ordnung  bringen,  deren  halber  Orduungs- 
exponent  höchstens  3  beträgt,  welche  sich  also  noch  allgemein 
algebraisch  lösen  lassen.  Wir  betrachten  die  beiden  Fälle  :r*  —  1^0 
und  a?"  -|-  1  =  0  einzeln. 

Theorem.    Alle  Wurzeln  der  Gleichung 
^  —  1=0 
sind  unmöglich  (complex),  ausgenommen  eine,  wenn  n  ungerade, 
und  zwei,  wenn  tt  gerade  ist. 

Wenn  wir  die  Factoren  x  —  1  oder  37*  —  1  >  je  nachdem  n 
ungerade  oder  gerade  ist,  ausscheiden,  so  erhalten  wir  die  redu- 
cirten  Gleichungen 

n  —  1  gerade,     a?^*  +  a;"-*  -(-■■■  -J-  a;  +  1  ■=  0, 
n  —  2  gerade,     a?^*  +  a?^  -| \-  x*  +1  =  0. 

Die  erste  kann  keine  positive  Wurzel  haben,  wie  sich  aus  dem 
Vorzeichen  der  Glieder  von  selbst  ergibt;  aber  auch  keine  negative, 
da  die  Stammgleichung  keine  hat,  weil  dann  n  gerade  ist. 

Die  zweite,  welche  nur  gerade  Exponenten  hat,  kann  weder 
eine   positive  noch   eine  negative   Wurzel  haben.    Deswegen  sind 
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sämmtliche  WuTzebi  der  beiden  reduciiten  GleicbBngen  utmi5glicli, 
also  entweder  imaginär  oder'  complex  von  der  Form 

Da  die  Hanptgleicliung  in  der  Form 

a^  =  1 ,  x  =  yi , 

geBchrieben  nnd  aufgelöst  werden  feann,  so  werden  die  n  Wurzebi 
dieser  Qleicliimg  die  «*™  Wurzebi  der  Einheit'  genannt  Die  n" 
Wuizel  der  positiven  Einheit  hat  demnach  einen  reellen  Werth  1 
nnd  H  —  1  complexe  Werthe. 

Theorem.    Alle  Wnrzeln  der  Gleichung 
:r-  +  l=0 
sind  unmSglich,  aaegenonuneu  eine,  wenn  »  ungerade  ist, 

Ist  nämlich  n  gerade,  so  ist  einleuchtend,  dass  weder  ein  po- 
sitiver noch  ein  negativer  Werth  von  x  das  Binom  verschwinden 
lassen.  Ist  n  ungerade,  so  kann  man  die  Gleichung  durch  den 
Binomialfactor  «  + 1  dividiren,  so  dass  eine  Wurzel  x,  den  reellen 
Werth  —  1  hat  und  die  gegebene  Gleichung  redncirt  wird  auf 

n  —  1  gerade,     af-^  —  iff^'  +  *""*  —  * " "  —  «+1=0. 

Diese  Gleichung  kann  erstlich  keine  negative  Wurzel  haben, 
weil  pie  filr  a;- eingesetzt  alle  Gheder  positiv  machen  würde;  zweitens 
kann  sie  keine  positive  Wurzel  haben,  weil  die  Stammgleichung 
auch  keine  dergleichen  hat. 

Fassen  wir  die  drei  redncirten  Gleichui^en  zusammen,  so  bilden 
sie  zwei  Formen,  nämlich 

a*»  _j-  a!»™-i  +  a;*»-»  + h  1  =-  0, 

a*»  +  a*«-»  _|_  a*"-* -^ f-l=0. 

Diese  sind  sämmtlich  von  gerader  Ordnung  und  lassen  sich  in 
lauter  reelle  quadratische  Factoren  von  den  Formen  resp, 

«*  —  ya:  +  1 ,    a;*  —  j/a:*  +  1 
zerlegen,  wenn  man  substituirt  resp. 

x-{-~  =  y,     a^  +  ^'^y. 

Die  Gleichung  in  y  wird  deshalb  lauter  reelle  Wurzeln  haben. 
Ist  nun  a  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung 
af—  1  =  0, 
dann  ist  auch  o"  eine  Wurzel,  wo  m  eine  positive   oder  negative 
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ganze  Zahl  ist  Denn  ea  ist  a"  ■*-  1 ,  folglich  auch  («")■"  ■=  1  oder 
(«■"}"  —  1=0,  woraus  ia  Vei^leich  mit  der  g^ebenen  hervorgeht 
X  •=a"'. 

Gleicherweise,  wenn  a  eine  complexe  Wurzel  von  der  Gleichung 
iE-  +1=0 
iat,  dann  ist   auch  a"  eine   Wurzel,    vorausgesetzt  m  ungerade. 
Denn  c-  =.—  1,  («")■»  =  —  1  oder  («•")■  +1=0. 

Nach  §  19  erhält  man  die  Gleichung  der  quadrirteu  Differenzen 
der  Gleichung  a?"  +  1  =  0 ,  indem  man  x  elüniuirt,  aus  der  Haupt- 
gleichung und  der  Gleichung  XI 

r(.=')+n':)i^+r(':)^,  + — o. 

Für  den  Fall  «  =  0 ,  also  für  irgend  zwei  gleiche  Wurzeln  der 
Gleichung,  müaste 

iF"  +  l-=0, 

und 

sein,  was  unmöglich  ist    Deshalb   sind   alle  Wurzeln  verschieden. 

The'orem.  'Sind  n  und  nt  relative  Primzahlen,  so  haben  die 
Gleichungen  »■  —  1=0  und  a:"  —  1  =0  keine  gemeinechaftliche 
Wurzel  ausser  1. 

Angenommen  a  sei  eine  zweite  gemeinschaftliche  Wurzel,  und 
a  und  b  zwei  Grössen,  welche  die  Gleichung 

an  ~  bm  ^  1 
erfüllen,   dann  wate  a"  =  1 ,  a"  ■=  1 ,  folglich  auch  a"  ^  1  und 
o^  act  1.    Dividiren   wir  beide  Gleichungen    durcheinander,  ao   er- 
halten wir 

K"-*™=  l=c'; 
mithin  ist  doch  a  nur  gleich  1.   Wir  gelangen  zu  demselben  Resultate, 
wenn  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  der  beiden  Binome 
aufsuchen;  er  ist  x  —  1. 

Theorem.  Ist  »  eine  Primzahl,  so  sind  die  complezen  Wur- 
zeln von 

af  —  1=0 
Qbereinstimmend  mit  den  n  —  1  ersten  Potenzen  ii^end  einer  der 
complezen  Wurzeln  a. 

Es  ist  oben  bewiesen  worden,   dass  wenn  «  eine  complexe 
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Wurzel  ist,  aocli  ß"  eine  solche  sein  mnss.    Deshalb  sind  Wurzeln 
der  Gleichung  die  Werthe 

«',  a*,  ff',  ...  a"~-'. 
Keine  dieser  Grössen  ist  aber  der  andern  gleich.  Denn  angentunmen, 
es  sei  ai"  =•  if ,  wo  p  und  3  <  n  ist,  ao  würde  a*""«  ^  1  sein, 
ateo  entweder  p^q,  da  «  von  1  verachieden  ist,  oder  es  müsaten, 
weil  a  eine  Wurzel  von  x''~^  —  1=0  sein  soll  und  zugleich  von 
ic"  —  1=0,  diese  Binome  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  haben, 
was  dee  vorhergehenden  Theorema  wegen  unmöglich  iat;  es  sind  ' 
nämlich  p  —  q  und  n  relativ  prim.  Deswegen  sind  alle  Wurzeln 
dargestellt  durch  die  Reihe 

1,  ff,  ff^,  o*,  . . .  «"~', 
nnd  wenn  die  Beihe  fortgesetzt  wird,  wiederholt  sie  sich  nur  von 
vorne,  indem 

o" ,  «"+* ,  «•+* ,  «"+* ,  ■  -  -  a**"' 

Dieae  Eigenachaft,  alle  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung  durch 
die  aufeinander  folgenden  Potenzen  darzustellen>  kommt  sämmÜichen 
Wurzeln  a,  ß,  y,  . . ,  a  nur  dann  zu,  wenn  n  prim  ist.  In  andern 
Fällen  beschränkt  sich  diese  Eigenschaft  auf  die  Wurzeln  a",  wo 
n  und  m  relativ  prim  sind,  oder  auf  ihre  conjugirte  Wurzel.  Wenn 
also  ß  ii^end  eine  der  h  —  1  complexen  Wurzeln  ist,  so  iat-  zwar 
jede  Potenz  von  ß  eine  Wurzel';  es  können  aber  nicht  immer  alle 
Wurzeln  der  Gleichung  durch  die  aufeinander  folgenden  Potenzen 
von  ß  dargestellt  werden. 

Um  diese  Behauptung  an  einem  Beispiel  zu  erweisen,  sei 

Die  Wurzeln  sind 

="  1.  «)  ß,  y,  *, 

Wählen  wir 
so  sind  unter  den  sechs   ersten  Potenzen  nur  S,  1  und  ß  enthalten. 

HitUilHiu ,  Onmdiage  d.  ut.  u,  mod.  Alg«bn.  1 1 


lyGoo^^lc 


163  Dritter  Abachnltt.    PartJcnlKre  QleicliDng«ii.    11. 

Wenn  wir  nun  aber  «  oder  t  uehroen,  ao  können  wir  daraus 
sämmtliche  Wurzeln  reproduciren. 

Wenn  n  eine  zueammengesetzte  Zahl  ist,   so  kann   man   die 
Gleichung  in  Factoren  zerlegen.    Igt  zunächst 

n  -=pg, 
so  ist 

ic«  —  1  =  {a:')«  ~  1  =  {x^)P  —1  =  0, 

also  sowol  durch  x"  —  1 ,  als  auch  durch  x^  —  I  theilbar,  wo  p 
■  und  q  prim  sind. 

Ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  xf"  —  1=0,   ß   eine   von 
a^  —  1=0,  so  sind  die  Wurzeln  von 

a:?  —  1  =0  :     l,  a,  a',  ..,  «p-», 
ic»  —  1  =0:     1,  ß,  /S*,  ...  ßt-', 
also   beide  ßeihen  Wurzehi  von  X*  — 1  ■=  0.    Ebenso  sind  Wur- 
zeln die  Variationen  beider  Reihen  zu  je  zweien;  denn  eine  dieser 
Variationen  ist  a''ß'.    Da  nun 

a"=  1,^  =  1 
ist,  so  ist  auch  ebensogut 

folglich  «'■  ß'  eine  Wurzel  der  Gleichung  af  —  1  '^  0 . 

Keines  dieser  Products  ist  einem  andern  unter  ihnen  gleich. 
Dann  wäre  a''  ß'  ^  af  ß"  ,  so  wäre  auch  a'~-f  =  ß°~'.  Nun  ist 
of~*  eine  Wurzel  vou  ar^  —  1  =  0  und  ß''~'  eine  solche  von 
afl  —  1^0.  Da  aber  p  und  g  relativ  prim  sind,  so  können  sie 
keine  gemeinschaftliche  Wurzel  haben.  Demzufolge  sind  alle  jene 
j)  q  Producte  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 
a;w  =  a:-  =  1. 
Wenn  n  aus  drei  Primfactoren  p,q,  r  besteht  und  a,  ß,  y  ein- 
zelne Wurzeln  der  di^i  Gleichungen 

a:P  — 1=0,     a,-'-l=0,     af  —  1  ™  0 
sind,  so  läast  sich   zeigen,   dass  a"ß"y'  die  allgemeine   Wurzel- 
form von 

a-  —  1  =  a;w  —1=0 

ist.  Dasselbe  Product  liefert  sämmtliche  Wurzeln,  wenn  die  Expo- 
nenten alle  möglichen  Werthe  zwischen  0  und  beziehungaweiae 
p—  \  ,  q  —  1,  r  —  1  annehmen.    Wenn  also  die  Wurzeln  a,  ß,  y 
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der  drei  PartialgleichotigeD  begannt  sind,  so  lassen  sich  daiaas 
eämmtiiche  Wurzeln  der  StammgleichuQg  leicht  bestimmen. 

Wenn  n  die  Potenz  einer  Primzahl  ist,  z.  B.  n  ^p',  und  die 
Wurzeln  von 

a;j-  _  1  =  0 
folgende  sind: 

1 ,  ff,  «*,  a^,  ...  aP-' , 
dann  sind  diese  sowol  wie  anch 

Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung.    Denn  es  ist 
a-.  _  l  =  (3;J')''  —1=0, 

nnd  wenn  man  vorläufig  xf  =  y  setzt,  also  x  «  yy  ,  so  ist  in  der 
ersten  Reihe  jede  Wurzel  von  y  und  in  der  zweiten  jede  Wurzel 
von  X  enthalten.  Da  alle  Werthe  von  y  aber  auch  Werthe  von  x 
smd,  BO  ist  die  allgemeine  Wurzelform  W .  ycc ,  wo  r  und  s  zwischen 
den  Grenzen  0  und  p—  l  zn  nehmen  sind.  Dies  gibt  also  p* 
Wurzeln,  welche  sammtlich  von  einander  verschieden  und  also  die 
j>*  Wurzeln  der  Gleichung  sind,  ■ 

Wenn  m  -=ß'  ist,  so  ist  der  allgemeine  Wurzelaiisdruck 

wo  a  eine  Wurzel  der  GleichuJig  x''  —  1^0  bezeichnet. 

Ist  endlich  n  zusammengesetzt  aus  Primfactoren  und  Potenzen 
derselben,  z,  B.  n-=p'qr,  und  sind  it,ß,y  die  Wurzeln  von 

a:p— 1=0,    3:»— 1=0,    af— 1  =  0, 
so  ist  die  allgemeine  Wurzelform 

a;=a".V«*  ■  ß"  -V*- 
Für  sämmtliche  Variationen  dieses  Products,  welche  die  «  Vfuraeln 
der  vorgelegten  Gleichung  sein  würden,  ist  x  und  g  von  0  bis 
p  —  1,  a  von  0  bis  3  —  1 ,  r  von  0  bis  r  —  1  zu  nehmen.  Hier- 
durch ist  die  Methode  der  Auflösung  der  binomischen  Gleichungen 
genau  featgestelli 

Wir  gehen   zu  den  Methoden  über,  welche  von  Gauss    und 
Lagrange  gegeben  worden  sind,  die  binomische  Gleichung 

a;-—  1  — 0 
au&u15sen,  wenn  »  eine  Primzahl  ist. 
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§  €1.    Die  Methode  der  Aufldenng  binomlsclLer  QleicliangeD 

naoh  QaaBa*). 
Im  Jahre  1801  gab  Gauss  in  seinefi  berühmten  Disquisitiones 
arithmeticae  eine  eben  so  originelle  als  scharfsinnige  Methode,  die 
Auflöaimg  der  binomischen  Gleichung  a:"  —  1  ^  0,  wenn  »  prim 
ist,  auf  die  Auflösung  so  vieler  Parti algleiehungen  zu  rednciren, 
als  die  Zahl  n  —  1  Primfactoren  enthält  und  deren  Grade  durch 
dieselben  Primzahlen  ausgedrückt  werden. 

So  z.  B,  erfordert  die  Bestimmung  der  Wurzeln  von  x'^  —  1^0 
nur  die  Auflösung  zweier  quadratischen  und  einer  kubischen  Gleichung; 
die  Bestimmung  der  Wurzeln  von  a:"  —  1^0  die  Auflösung  von 
vier  quadratischen  Gleichungen. 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

x"  —  1^0,     (»  prim). 
Dividirt  man  das  Binom  durch  x  — -  1 ,    so   bleibt   die  Gleichung 
vom  «  —  l*"  Grade 

jf-i  ^  J--S  +  3--«  -I 1-  3;  +  1  =  0 , 

welche  lauter  complexe  Wurzeln '  enthält.  Diese  Gleichung  drückt 
zugleich  die  Summe  aller  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung 
aus,  Ist  nämlich  x^  eine  der  complexen  Wurzeln,  so  sind  nach  dem 
Friiheren  die  übrigen 

^1%  ^t^r  ^*t  ■••  ^1""^*)  ^r~'i  1- 

Gauss  fasste  nun  den  glücklichen  Gedanken,  an  die  Stelle  der 
arithmetischen  Progression  der  Exponenten  eine  geometrische  zu 
setzen,  ausgehend  von  dem  Fermat'schen  Theorem  über  die  Prim- 
zahl n,  nämlich 

ßi-i  ^;  1  (mod  n) . 

Euler  hat  bewiesen,  dass  wenn  man  alle  Glieder  der  Reihe 
ö,  o*,  a',  ...  a"~' ,  wo  a  <  M  ist,  durch  »  dividirt  und  sich  darunter 
Potenzen  von  a  befinden,  welche  ebenfalls  den  Rest  1  geben,  die 
Exponenten  dieser  Potenzen  nothwendig  Factoren  von  n  —  1  sind. 
Um  also  zu  sehen,  ob  unter  den  Potenzen,  kleiner  als  der  « — 1*™ 
von  a,  andere  vorhanden  sind,  welche  auch  den  Rest  1  geben;  mit 

*)  QauBH,  Disquieitioiies  aritlmieticae.  1801. 

Laoroix,  CompMments  des  öldmentB  d'alg-^brc.    pg.  311, 

H^ineiB,  Tbeory  of  eqnationa.    1  80. 
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anderen  Worten:  ob  alle  Reste  der  Potenzen  von  der  ersten  bis 
zur  (n —  1)*™  verschieden  sind,  wird  es  genügen  diejenigen  Potenzen 
ZQ  prüfen,  deren  Exponenten  Factoren  von  n  —  1  sind. 

Sind  olle  Potenzreste  irgend  einer  Zahl  a  verschieden,   so  ist 

nach  Eulei's  Bezeichnung  a  eiüe  primitive  Wurzel  der  Primzahl 

n.    Eine  solche  kann  man  fQr  jedes  n  leicht  durch  Versuche  finden; 

in  der  Regel  wird   es  genfigen,  die  kleinste  primitive  Wurzel  zu 

kennen.    So  ist  z.  B.  2  die  kleinste  primitive  Wurzel  von  11;  denn 

ist  E  der  Ssponent,  R  der  Rest  der  Division  durch  11,  so  ist 

E  =  0,     1,    2,    3,    4,      6,    6,     7,     8,    9,     10, 

B=l,    2,    4,    8,    5,     10,    9,     7,    3,     6,      1. 

Die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln  der  Primzahl  «  ist 

^(»-i,-(„-i)(i-i)(i-|)(i-i)... 

wo  p,  q',  r,...  die  Primfactoren  von  «  —  1  sind. 

Die  Zahl  11  hat  im  Ganzen  vier  primitive  Wurzeln  2,6,7,8. 
Nach  Gauss  ist  die  Anzahl  gleich  der  Anzahl  denjenigen  Zahlen 
von  1  bis  n  —  1,  welche  relativ  prim  zu  n  —  1  sind,  vermehrt 
□m  1. 

Nehmen  wir  in  einem  concreten  Falle  an,  es  sei  n  >«  11,  so 
sind  sänlmtliche  complexe  Wurzeln  der  Gleichung  3f  —  1^0: 

a,  «*,  a',  a*,  ...  a'-" , 
oder  auch 

«'+■'-,  «»+•>»,  ««+'■■,  ..-.,  a— 1+^.", 
wo  a  irgend  eine  complexe  Wurzel  bedeatei« 

Mit  Rücksicht  auf  die  Reihen  Jü  und  R  ist  nun 
1 -\- e^n  ■=  af^ ,       6 -\- n^n  ^  a 

7  +  «,»  =  a 

8  +  e^n  =  a 


i  -\-  e^n  =  a' 

3  +  ^3 »  ■=  0^ 

4  +  «4«  ^  a* 

5  +  ÄjM  =  0* 


9  +  ÜB»  = 

Man  kann  demnach  statt  jeuer  Reihe  der  Wurzeln,  deren  In- 
dices  in  einer  arithmetischen  Progression  fortschreiten,  dieselbe  so 
ordnen,  dass  die  Indices  nach  einer  geometrischen  Reihe  fort- 
schreiten, also  ohne  Rücksicht  auf  die  Reihenfolge  der  Wurzeln, 
o"",  a"' ,  «■* ,  «""   ...  «"*~*  . 

Diese  Methode  hat  einen  doppelten  Yortheil: 
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erstlich  können  die  Wurzeln  in  Perioden  getheilt  werden,  welche 
einzeln  fortgesetzt,  die  Wurzeln  der  Periode  in  derselben  Ord- 
nung liefern, 
zweitens  das  Product  i^end   einer  Anzahl  dieser  Periode  wird 
gleich  der  Summe  einer  gewissen  ÄnxaM  derselben. 
Es  sei  mm  a  eine  primitive  Wurzel  von  n  und  »  —  1  ^p.q  .r... 
Betrachten  wir  zuerst   den  einfachsten  Fall,   wo  n  —  1  nur  zwei 
Primfactoren  p  und  /  besitzt,  also  n  —  1  =  pf. 
Dann  kann  man  die  Periode 

a",  flP,  a*"  . . .  a</-'«' 
für  sich  betrachten,  da  die  fortgesetzte  Keihe 

a/P,  «</+"'',  of/+"P,  . . .,  aC/-»? 
wegen  fp^n  —  1  durch  n  dividirt,  dieselben  Reste  «]^bt. 

Maltiplicirt  man  alle  Glieder  mit  a"*"  und  geht  aus  von  dem 
Exponenten,  welcher  das  grösstmögliche  Vielfache  von  «  enthält, 
so  erhält  mui  wieder,  nur  in  anderer  Reihenfolge,  dieselben  Ex- 
ponenten und  Reste.  Diese  Reste  sind  sämmtlich  unter  den  Zahlen 
1,2,3,.../' — 1  enthalten.  Nimmt  man  dagegen  eine  Zahl  ans 
der  Reihe 

f,    f+\,    /■+2,...(»-l), 
z.  B.  f  •\-  k,   und  multiplicirt  die  Glieder  der  ersten  Reihe  mit  o*, 
so  erhält  man 

'  o*  ,     aP+*,     a»J^+^,     . . .  »'/-'"H-*, 
welche  neue  Reste  geben,  'die  der  ersten  Reihe  fremd  sind. 

Man  erhält  au^  diese  Weise  p  verschiedene  Horizontalreihen, 
'  nämlich 


a"  , 


Wir    nehmen    nun  an,   es    sei  x  irgend    eine   der  complexen 
Wurzeln,  setzen  also  allgemein  x  an  die  Stelle  von  a,  und  nehmen  an 

a-'  +  ^i^'  +  :c"*'-^'+  . .  ■  +  ^'^-'^^  _  y,  , 
u.  s.  f. 
so  sind  jfi,  y^i  ■  •  ■  offenbar  die  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  so- 
vielten  Grade,  als  es  Horizontalreihen  gibt;  folglich  vom  j)*"  Grade, 
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Wenn  der  zweite  Factor  von  n  —  1,  also  f,  nicht  prim,  aondern 
gleich  q  .  g  ist,  soiatn—  1  =  p  .q  .g .    Man  kann  also  die  Reihen 
der  Exponenten  abermals  gnippiren  in  aliqaoten  Theilen  und  setzen 
a-»  +  a?>«  +  ;^*w  +  . . .  _,_  ^<i-i)«  „  ^  _ 

Die  Reihe  der  Exponenten  nird  dieselben  Reste  bei  der 
Division  durch  »ergeben,  wenn  man  Bie  nur  mnltiplicirt  mit  einem 
Factor  Ton  def  Form  o"*'.  Wenn  man  dagegen  die  Reihe  multi- 
pliciren  würde  mit  einer  der  Zahlen 

OP,     o*p,     o^, . . .  o''~'''', 
so  wfirde  man  jedesmal  fremde  Restreihen  erhalten  und  also  eben 
80  viele  verschiedene  Werthe  von  z,  nämlich 

ar-'+a^      +a^'^        +  . . .  +  ar»""'"^     -£,, 

U.   8.    W.      • 

oder  auch 

a-'      -1-3;»«+'        +3?'*'^'      +...+  a-''-'*"^'     ^z', 

a-^'  +  ^(»+»H-i  _f_  j^OH-iiH-i  _j j.  ^  (i^il«+H-i  _  ^  ' 

u,  8.  w. 

Jede  Reilie  enthält  g  Glieder  und  bildet  folglich  Perioden, 
welche  von  den  ^Oberen  verschieden  sind.  Die  Anzahl  der  Reihen 
beträgt  q,  mithin  sind  qg  Terme  vorhanden  oder  f  und  sie  um- 
fassen alle  Exponenten  von  y.  Daraus  folgt,  dass  fQr  jeden  Werth 
von  y  die  neue  Unbekannte  g  im  Ganzen  q  Werthe  hat. 

Aber  e  und  y  sind  Functionen  derselben  Grösse  x,  welche 
sich  eliminiren  lässl  Deshalb  ist  e  nothwendig  eine  Function 
von  y  und  muss  sich  ausdrücken  lassen  durch  y  in  einer  Gleichung 
vom  g*"  Grade. 

Man  kann  in  derselben  Weise  fortfahren,  wenn  n  —  1  noch 
mehr  Primfactoren  hat.  Ist  g^rh,  also  n  —  1  =pqrh,  so  hat 
man  zu  setzen 

Man  wird  sich  leicht  davon  Dberzeugen,  dass  die  Multiplication 
der  Glieder  der  Exponentialreihe 

o* ,    o*^  ,    o^*^,  . . .  o**— ^)»v 
mit  i^end  einem  Gliedc  der  Reihe 

a",    a*^,    a"*, . . .  a^"—^^ 
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die  Anzahl  rh  oder  g  Potenzea  von  a  liefern  wird,  welche  unter- 
einander verschiedene  ßeatreihen  geben  und  zusammen  diejenigen 
Beste,  welche  die  Q^lieder  der  Reihe 

a",    0" ,     «*« , .  . .  o"^"*» 
oder  die   Exponenten    der  Glieder  eines   einzigen   Werthes   tou  e 
geben.     Die   Grösse  m  hat  also  r  Terschiedene   Werthe,  welche 
einem  und  demselben  e  entsprechen;  nämlich 

laf''+af'^      .+  *'*^      +  .  .  ■  +  a:*"-""^      =«,, 

\  U.    3.   W. 

l  u,  s.  w. 

Die  Gleichung  in  u  muss  also  vom  r^  Grade  sein  und  die 
Coefficieuten  derselben,  welche  Functionen  von  z  sind,  haben  eben 
30  viele  verschiedene  Werthe  als  z,^,sf',  u.  s.  w.  annehmen,  also 
pq  Werthe. 

Da  »  —  1  gerade  ist,  so  kommt  unter  den  Primfactoren  die 
Zahl  3  vor.    Angenommen  h  sei  dieser  Factor,  so  erhält  man 

Da  nun 

aw  =a  * 

und 

a"— ^  :=  1  (mod  n) 
*       ist,  80  vrird  auch  das  Product 

(a~  —  1)  {a~  +  1)  =  0  (mod  «) . 
Weil  femer  der  erste  Factor  nicht  theübar  durch  n  sein  kann, 
da  -3-  zwischen  0  und  n  —  2  liegt  und  a  primitiTe  Wurzel  von 

n  ist,  so  ist  es  jedenfalls  der  zweite  Factor.    Folglich  lässt  a  * 
oder  af^  durch  n  getheilt  den  Rest  —  1  und  man  kann  setzen 
af^  —  x-'. 
Dadurch  geht  die  Gleicfatmg 
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X  -\-  —  ^u,    X'  —  ms;  4-1=0. 

Hieraus  findet  man  schüeBsUch  x,  wobei  u  abhängt  von  g  in 
einer  Gleichung  vom  r^™  Grade,  g  ron  y  in  einer  Gleichung  vom 
j*™  Grade,  y  von  der  Auflösung  einer  bestimmten  Gleichung  vom 
p*™  Grade. 

Wir  vollen  diese  Theoreme  an  numerischen  Beispielen  er- 
läutern. 

1.  Beispiel. 

s^  -  1  =0. 
Es  ist  n  —  3,  M  —  1  =  2,  a  =  2.     Folglich    ist  p  =  2  und  die 
Keste  von  a  ^  1,2.    Man  setze 

I"   ^x  =  3^1  , 

Daraus  ergibt  sich 

Xi  -\-  x^  =  —  1 ,    Xi  x^  =•  l ; 
also  sind  x,  und  x^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleicliung 

a!»  +  a;+  1  —  0, 
und  die  complexen  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 

2.  Beispiel. 

x'-l=0. 
»m^  5,  «  —  1—2.2,  p'=2,  g  =  2  und  o  ==  3.    Die  Reste  er- 
geben sich  ans  den  Congruenzen 

'1'  =  1,3,  4,  2  (modo). 

Man  setze 

x'"  ■}-  xf     =a;+«*=-y,. 

Hieraus  findet  man 

?!  4-  y*  =  —  1 .    yi  y*  -=  -  1  ■ 
Die  Gleichnng  in  y  ist  demnach 

I.    f  +  ,-l-o, 
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und  ihre  Wurzeln 

y,  und  y,  =  — -i-j-A/ö. 
Da  der  lekte  Primfactor  von  n  —  1  b»  3  ist,  so  ist 

II.    a^  —  yx+l-=0. 
Hieraas  ergeben  sich  die  vier  complexen  Wurzeln  nebat  einer 
reellen  Wurzel 

a, -=  1, 

a^  I        ■ 

^;  I  -  i(- 1  - 1/5+  y~w+2yt) . 

3.  Beispiel. 

a:'  —  1  —  0 . 
Erste  Auflösung: 

B=7,  n— 1  =  3-2,  jj  =  3,  g  =  2und  o  —  3. 
Die  Reste  der  Potenzen  von  a  sind 

'ö'=I,3,2,6,4,5(mod7). 

Man  setze 

x'"  +  X'''      =a:  +x«  =  y,, 

ar*'  +  a:«'^'  =  j;^  +  3^  =  y. , 

a-*  -J_  ^tf^*  ^  X* -\- 2r' ^  y^ . 
Hieraus  findet  man 

yi  +  y«  +  ys  —  — 1, 

yiVs  +  J/iJ^s  +  y*»»  =  2(i/t  +  y^  +  ys)  ^ 2, 

Die  Gleichung  in  y  ist  demgemäsB 

I.     /  +  y*-ay-l=0. 
Dazu  kommt  Tregen  des  letzten  Primfactors  2 

IL    Ä»  — y«+l-=0. 
Zweite  Auflösung.    Man  setze  n  —  1=2.3,  also  p  ^2, 
2—^3  und  a  =c=  3;  ferner 

af"  -\-x'''     +  a?*"*  .  =—  a;  +  j;*  +  :c*  ==  yi , 
3f  •  +  a?''^'  +  a;«*'^'  —  x*  +  ap*  +  a;*  =  y, . 
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Daraus  findet  mau  ~ 

und  fo^ich 

I.    y"  +  j/  +  2  =  0. 
Für  die  Ableitung  der  Gleichung  in  x  ist  jetzt 

3  =  3,    J)2  =  6,    3=1. 
Man  setze  demgemäss 

a*"  =  X  =  «1, 

Daraus  bereuhnet  mau 

*i  «j  +  a;,  a:,  +  a^  «3  =  y,  —  —  1  —  .y, , 

a:,  a:,  jTa  =  1 . 

Setzt  meai  allgemein  yi  =  y,  so  ergibt  sieb  hieraas 

II.    X»  — ya;»-(y+l)a:-l  =  0. 
4.  Beispiel. 

a:"_l=0. 
Es  ist  »  —  1  =-  2  .  5,  i>  —  2,  3  =  5,  »  —  2.    Die  Reste  sind 

"tf  —  1,  2,  4,  8,  5,  10,  9,  7j  3,  6  (mod  U). 

Man  setze 

^*  +  a?-''    +3^""    +a?-"'    +3^*"    =-a:+**+a:>+i»+a;»— y„ 
:^»  +  :^^+a^^'+a?'"^'+a^^'=:c'+ar*+a:"+J:'+a:''-y.. 
Man  findet  hieraas  mit  leichter  Mühe 

Vx  +yt~—  l,    yi9t  =  ^> 
also 

I.      y«  +  y  +  3_0. 
Für  die  Ableitung  der  Oleichung  in  x  hat  man  jetzt 

3  =  5,    j)«  — 10,    3  —  1. 
Man  setze  demnach 
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a?""  ==a;  —  a-,, 
af^  =  X*  =^  Xt, 
af"'  =  :t^^x^, 

2^*^  =  2^"  =  «,. 

Daraus  ergibt  sich 

[x^x^x^Xf]  -^ifi- '1  —pi,     [x^X^XgX^X^]  =  1. 

Setzt  man  y,  allgemein  gleich  j/,  so  erhält  man  die  Gleichung 
II.     afi  —  yx*  — s^-i-x'  —  {l+y)x  —  l=0, 
deren  Auflösung  von  Vandermonde  1771    und  Lagrange  1808 
gegeben  ist,  wie  im  folgenden  Par^raphen  gezeigt  werden  wird. 
5.  Beispiel. 

»"-  1—0. 
Erste  Auflösnng: 

Es  sei  M  =  13,  «  —  1  ■=  3  .  2  .  2;  also  p  =  3,  g  =  2,  »•  —  2. 
Die  kleinste  primitive  Wurzel  von  13  ist  a  =  2  und  die  Restreihe 

'2'"  ^  1,  2,  4,  8,  3,  6,  12,  11,  9,  5,  10,  7  (mod  13). 

Zunächst  ist  nach  der  von  uns  angenommenen  Bezeichnung 
p-S,f-4. 
Man  setze 

»••  +  0-'      +*■"      +!!■''       — »   +«•  +  1"  +  «'   — ü,, 

«•'+i-'+'+a^"^'+a?'"^'-jr'  +  ie'  +  3!»  +»'  —9,. 
Hieraus  ergibt  sich 

Si  +  ?.  +  ft  —  -  1 . 

»1».  +  ytüB  +  HiS,  —  M'j,  +  yi  +  »)  —  —  *. 

Die  Gleichung  in  j/  ist  demnacb 

I.    j,>  +  j'_4j-l— 0. 
Ferner  ist  fär  die  Ableitung  der  Gleichung  in  2 

g  — 2,    J)2  — 6,    ff  =.2. 
Man  setze  demgsmäss 
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^«  +  3-«  =x    +X>*^0,, 

^P  _|„  ^<l+t)P  _  a^  ^  3^  ^  ^*^ 

3-.1  _|_  a-.w+^         =  a;''  +  a;"  =  z/  , 
a--^-'  +  ar-"'+'"^'  =  ar»  +  a:'"  =  a/  ; 


a--»  +  af »^^        =  s*' -\- x^  =  e," , 
a-H-»  ^  ^(H-i)H-»  =  a^  -f.  a;'  =  z^"  . 
Aus    der    ersten    Gruppe,   ^reiche    für    die    Bestimmung    der 
Gleicbong  in  z  ausreicht,  ergibt  sich 

^1  +  ^i  =  Vi  .     «i  »*  •=■  Va  =  J/i'  +  ?!  —  3  • 
Setzt  m'ao  y,  allgemein  gleich  y,  so  wird  die  Gleichung  in  g 
a    ^•-!/«  +  fi/*  +  y-3)=0. 
,    Hierzu  kommt  noch 

HL    «•  —  5«  +  1  =  0  . 
Zweite  Auflösung:  Man  kehre  die  Reihenfolge  der  Factoren 
von  n  —  i  um,  so  dasa  die  kleineren  den  grösseren  vorangehen;  also 
w-l=.2.2.3,    p  =  2,    /"=6,    0  =  2. 
Man  setze - 

a^*  +  a^    H 1-«»'*     =a;  +a^  +  s*  +  i"  +  a^+ir«=y„ 

a-'  +  a^'-i \-3f'"^^  -=  a^  +  a^  +  a"  +  a;"  +  ar^  +  3;^  =  y,. 

Man  findet  leicht 

yi  +  ih'=  ~'^,   yiyt  =  -  3, 

alao 

I.      y*  +  ;,-3  =  0. 
PQr  die  Ableitung  der  Gleichung  in  z  ist  jetzt 

ff  —  2,    PS  =  4,    g  =  Z, 
Man  setze 

a-"  +  ^"       +^'"       =x  +«»  +a;''  —2,, 
a-"  4-  a-(»+i)f  _^  ^(M-i)P  _  ^  +  a-«  +  ^.0  _  ^^ . 

Daraus  findet  man 

«,  +  ^,  =  Vi ,     fj^  =  2  —  ji , 
also 
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Pflr  die  HerleituDg  der  Gleichung  in  x  ist 

J?  =  3,    pqg  =  12. 
Man  setze 

Daraus  findet  man 

*i  +  3^  +  2^  =  ^1  j 
a;, «»  +  Xi  a^  -|-  a;^  aij  =■  Äj  =  1/  —  «, , 
a^i^^a^  =  1  . 
Die  Gleichung  in  x  ist  demgemäss 

m.     ^  —  zoi?+{y  —  z)x—\=(i. 
6,  Beispiel. 

a:"  _  1  =  0  . 
Es  ist  B  =>  17 ,  n  —  1  =  2.2.2.2  und  a  =  3. 
Die  Restreihe  ist 

.'3''=),3,9, 10,  13,  5,  15,  11,  16,  14,  8,  7,4,  12,  2,6  (mod  17). 

Zunächst  ist  j)  ^  2  ,    /"  >=  8 . 
Man  setxe 

3;  +a;*  +  a:"  +  a'fi  +  a;"  +  ^ +y  +  a;»  =  j,, , 
a:*  +  a;'*  +  a:*  +  a:" -+  a;"  +  a;'  +  3;"  +  i*  -=  y^ . 
Daraus  ergibt  sich 

Ä  +  y« 1  , 

y,  ya  =       a:*  +  a:^*  +  a;"  +  a:  +  a:*  +  a;"  +  a;'  -^  s? 
+  «*  +  «"   +  a;«  +  a^  +  a;  +  3;"  +  a^"  +  a:" 

+ 

+  a^  +  a!'  +  ar'*  +  a;*  +  3:*  +  a^  +  a^i*  +  a:>o 

=  Si  +  y»  +  yi  +  j/i  +  »1  +  »s  +  Vi  +  y*  =  —  4 . 

Demgemäss  ist  die  Gleichung  in  y 

I.     y»  +  y-4=0. 
Für  die  Ableitung  der  Gleichung  in  e  ist 
2  =  2,    ^2  =  4,    j?  —  4. 

Man  setze 

a;  +  a;"  +  a:'«  +  a;*  —  *, , 

a^  +  a!"  +  a^+3^  =  **j 
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x*  -j-  x''  +  x'*  +  x"  -=  e,' , 
a:'"  +  x"  +  *'   +  ic*  ==  r/ . 
Daraas  findet  man 

«1  +  ^.  ■=  yi ,   «i'  +  «/  —  »s ; 

*.^  — ?!+!/»  =  - 1,     W  — ».  +  ?,  —  — l- 
DemgemäBs  ist  die  Hülfsgleicliung  in  e 
II.     ^  —  y0—  1=0. 
FOr  die  Herleitung  der  nSchstfolgenden  Unbekannten  u  ist 

r  =  2,    pqr^S,    A  — 2. 
Man  setze 

^   -fa:»  =  r'  +  ;,=<,  rr»    +:c'*-a^  +  i-.-<j 

«*   +  a:*  =  ar*  +  -j  —  «,"  ,  a;"  +  sc*  ==  a;*  +  -,  ■=  m,"  ; 

a:"  +  a;'  =  «'  +  -j  =  «,'"  ,  x"  -{-  x^  =  afi  -{-  -^  =  «,"' ; 
Hieraus  berechnet  sich 

Daraus  folgt 

u»  — ?,«  +  <— 0, 
and  wegen 

i^'  «  «s  +  aJ^  +  a:»  +  a;"  =  I  («,»  +  r,  -  y,  _  4) , 
ni.     w»  — «u+i(z*  +  «  — 4 -y)— 0. 

Da  Ton  «  —  1  jetat  nnr  noch  der  Factor  Ä  =  2  restirt^  so  ist 

IV.     a:*  —  M«  +  1  =  0  . 
Die   Auflösung   der  binomischen    Gleichung  a:"  —  1—0  ist 
deniiia«h   redacirt  anf  die   Auflösung  folgender  Tier  quadratischen 
Gleichungen 

I.    y'  +  y_4-0, 
IL     0*  -yg—l-=0, 
IIL     „»-r«  +  A(;,»  +  «_4-y)=.0, 
IV.  V  -  «a!  +  1  —  0 . 
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7.  Beispiel: 

x'»  _  1  =-  0  . 

£rate  Auflösung:  Hier  ist  n  —  1^3.3.2,  also  jj  ^  3, 
S  =  3,  ^  =  2.  Die  AuflÖauug  dieser  Gleicliung  läeat  sich  dem- 
nach reduciren  auf  die  zweier  kubischen  und  einer  quadratischen. 
Die  kleinste  primitive  Wurzel  von  19  ist  a  ^  2  und  die  Fotenzreste: 

'^"—  1,  2,  4,  8, 16,  13,  7, 14,  9,  18,  17, 15,  11,3,6, 12,5, 10(mod  19). 

(—O 

Zunächst  ist  p  ^  3,  f*^&. 
Man  setze 

X     -\-  s^     -f  a;'     -|-  a;18  _|_  3;11  _|_  j;!»  =  y^  ^ 

z' +  x">  +  x'* -^  x"  +  a^  +  a^  =  y» , 
a*^x"-\-a^  +  a:"  +  a;«  +  j:»  -  y, . 
Bildet  man  die  Summe  der  Comhinationeu  von  ^1,91,^3  zu 
allen  Klassen,  so  erhält  man 

yi  +  y»  +  ys  =  -  1 ' 
yi^i  +  tfiys  +  y^ft™     6, 

Die  Gleichung  in  y  ist  demnach 

I-   y'  +  y'  +  6y-7  =  o. 

Für  die  Herleitung  der  kubischen  Gleichung  in  z  beachte 
man,  dass 

2  —  3,    P2  =  9,    9  =  2 . 
Hieran  knüpfen  sich  die  Substitutionen 

X  -^x^*  =  x  +~  =  B^,      3?  -\-x"~x*  +  li  =  e; , 

3!*  +  a:"  =  a:*  +  -j  ="  (!g ,      a;'*  -f-x*  =^  x^  -\-  -f '^  ei  , 

x'  +  x"  =  a:'  +  ^*,  —  «,  ;     x'^-^-x"  =3^  +  ~~ni ; 

.       *"  +  X«     =  3^  +  ^  —  ^  ,", 

ar'   +  ^"  ^  ^  +  -»  ■=  ■i's"  - 
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Hieraus  ergeben  Bich  folgende  Relationen: 

ü,  üj  +  «,  i^  +  «,  fj -=  yi  +  ?3 , 
«,  ?,  «s  =  yj  4-  2  . 
Um  Alles   durch  einen  einzigen  Werth   von  y  auszudrücken, 
z.  ß.  y^,  berechne  mau 

<i,'-e +  2(1,,  + ,,)  +  ).. 

Daraus  folgt     ' 

yi  +  ys  =  ?!*  —  5 . 
und 

Bilden  wir  die  Gleichung   g  aus   ihren  Coefficienten,   bo   er^ 
gibt  sich 

n.    a»  —  ^2*  +  (y»  —  5)ä  4-  y*  —  6  =  0  , 
und  endlich 

m.     x'  —gx  +  \=0. 
Zweite  Auflösung:  Man  kehre  die  Reihenfolge  der  Operationen 
um  und  setze  w  —  1  *=  2.  3.3,  also  i"™  2,  /""=■  9. 
ZonScbst  ist 

^1  +  a:*  +  a;iB  +  a:'  ^  x*  -f-  3;"  +  s»  +  ar"  +  a^  =  y, , 
s«  +  a:«  +  a"  +  «»  +  x"  +  a»  +  ar"  +  re"  +  x"  =  y, . 
DaraoB  findet  man 

j/i  +  y»  =  -  1  >   yi  y.  =  5 ; 

also 

I-   y'4-y  +  5  =  o. 

Femer  istg»?,    PS  =  6,    3  =  3.     Man  setze 

X    +  a;'  +  3:"  —  «1 ,    3^  +  a^*  +  a:*  =  2,' ; 
a;*  +  «*  +  a;*  =  «» ,    a^  +  a:"  +  3;^*  —  «/  ; 
a:"  +  a:"  +  a:*  «-  ^  .    a:"^  +  a:*^ -f-  a:'"  ■=  e,  . 
Durch  Berechnung  findet  man 

"i+'i  +  h^Vi, 
«iH  +  ■^1«»  +  e^H  =  2(^1  +  y.)  =  —  2  , 

^1  *»  ^3  "  ?!  +  2ys 2  —  y,  . 

Es  ist  also 

n.    ü*  —  ya*  —  2?  +  y  +  2  =  0  . 

IlaUhlCHan,  anmdiaga  d.  uit.  n.  mod,  Al«*hn.  12 
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Endlich  hat  man  zu  setzen 


Man  findet 

«,+«>  +  «.-«., 

Demnach  ist 

'V 

'  +  »■'».'  + w  —  »>. 

x^x^x,  —  1. 

in.   r 

.,i>+V2», -|-^..a;-l- 

.0 

Da  sich  «a  immer 

du^ch  Äj    ausdrücken  läset, 

so 

ergibt  sich 
hieraus,  indem  man  z^  allgemein  durch  e  bezeichnet,  die  allgemeine 
Eolfagleichung  III.  in  x,  y  und  e. 

§  62.  Die  Methode  der  AuflÖaang  binomischer  öleichnng;«!!  nach 
Lagrange*). 

Nachdem  Gauss  im  J.  1801  seine  Methode,  die  Auflösung 
der  GleichuDg  a?*  —  1  =>  0  (n  prim)  auf  die  ebeusovieler  parti- 
culärer  Gleichungen,  als  die  Zahl  n  —  1  Primfactoren  enthält,  zu 
reduciren,  in  seinen  Disquisitiones  arithmeticae  TcrÖffentlicht  hatte, 
gab  Lagrange  auf  Grund  seiner  in  §  47  entwickelten  Substi- 
tutionsmethode eine  andere  Methode,  worin  er  zeigte,  dass  man  mit 
Hülfe  jener  dire'ct  die  vollstündige  Losung  des  Problems  erzielen 
könne,  ohne  einer  anderen  intermediären  Gleichung  zu  bedürfen, 
als  der  binomischen  ß^  —  1  =  0 ,  -wo  p  einen  der  Primfactoren  von 
n  —  1  bezeichnet. 

Um  die  Gleichung 

^^  =  a^->  +  a:"-»  +  a:--«  +  .  -  ■  +  a:  +  1  =  D  , 
deren  Wurzeln  nach  Gauss  durch  die  Reihe 


ausgedrückt  werden,  aufzulösen,  verfahre  man  nach  der  in  §  47 
entwickelten  Methode,  Sind  jene  Wurzeln  der  Reihe  nach  identisch 
mit  Xi,x^,x^. ..  x,^i  und  x^  die  reelle  Wurzel  1,  so  substituire  man 

y  =a;,  +  M  +  ß^x^  +  (3»a:,  +  ■  ■  ■  +  ^"-*a;_i , 
wo  ß  eine  Wurzel  von  jS"-'  —  1  =0  bedeutet.    Demzufolge  ist  auch 


*)  Lagrange,  La  läsolntioii  günärale  des  äqnationa  ä  dem  termea.  Note 
XIV  dn  TniM  de  la  räBolatioti  des  äqaationa  immäriqDee.    Paris  1808. 


lyGoo^^lc 


%  63.    Methode  von  Lagrange.  179 

Entwickelt  man  die  n  —  l"  Potenz  von  y  und  beachtet,  dass 
jS*~'  ^  a"  =  1  ist,  80  ei'hält  man 

*  =  tr-' =  «0  +  «I  ^ +  «,  ^' +  «3  ^' +  ■■■  +  «-.  ^"-% 

wo  ti^,  u, ,  u, ,  . .  bestimmbare  rationale  und  ganze  Functionen  Ton 
«  sind,  welche  nicht  verändert  werden,  wenn  a  durch  a", «"  durch 
K»*  u.  8.  w.  ersetzt  werden.  Denn  diese  GrÖasen  «  werden  als 
symmetrische  Functionen  von  x, ,  a:,,  x^  ...  nicht  verändert,  wenn 
man  die  Elemente  in  ihrer  Reihenfolge  cyklisch  verschiebt,  z.  B. 
X,  durch  Xt,  Xg  durch  x^  u.  s.  £  ersetzt;  oder  in  einem  andern  Falle 
X,  durch  Xg,  Xf  durch  x^,  n.  s.  f. 

Nun  ist  aber  klar,  dass  jede  rationale  und  ganze  Functiou 
von  a,  in  welcher  a"  —  l  ist,  auf  die  Form 

A  +  Ba  +  Ca*-\ \-  Ntt^'- 

gebracht  werden  kann,  worin  die  Coefficienten  Ä,B,C . ..  bestimmte 
von    a   unabhängige    Grössen   sind.     Die   Factoren   «,«*,«'  ... 
lassen   sich  ersetzen  durch  die  nur  in  anderer  Folge  auftretenden 
Werthe  a"",  a"',  (f*, . ..  k""""'.     Dies  gibt  also  die  Form 
^  _).  Ba»*»  +  Ca»'  +-0«'*  H f->a-"-*. 

Wenn  diese  Function  nun  so  beschaffen  ist,  dass  sie  unver- 
äadert  bleibt  durch  den  Wechsel  von  a,  so  folgt  daraus,  dass  die 
Permntation 

Ä  +  Ba»'  +  Ct^^  4-  Da"'  H h  N«^" . 

indem  o"  überall  an  die  Stelle  von  a  tritt,  mit  der  vorigen  zu- 
sammeniallt  und  dass 

B^C,    0— D,    D  =  E,...N~B 
sein  mnss.    Dadurch  reducirt  sich  die  Form  auf  die  folgende: 

^  +  5(a  +  a-  +«-'+«"*  H 1-  «-""') 

nnd  weil  der  eingeklammerte  Ausdruck  die  Summe  s  aller  ■  com- 
plexen  Wurzeln  darstellt,  also  gleich  —  1  ist,  auf  Ä  —  B.  Dem- 
gemäs8  ist  jede  der  Functionen  m^,  u,,  «,,...  von  der  Form  A  —  B, 
und  ihr  Werth  wird  gefunden  durch  die  Entwicklung  der  Potenz 
y^'  =  s.  Wir  haben  hier  den  Fall,  wo  die  Werthe  der  Grössen 
Ug,  ti(,  Ui, . . .  unmittelbar  bestimmt  werden,  ohne  dass  man  nöthig 
hai^  eine  Gleichung  aufzulösen. 

Wenn  wir  demnach  die  n  —  1  Wurzeln  der  Gleichung 
3—'  —  1  --  0 
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der  Reihe  nach  bezeichnen  mit  1,  ßi,ßi,  ßi,---  und  die  correspon- 
direndeo  Werthe  von  z  mit  e,,  e^,  e^, . . .  Zn—i,  bo  erhalten  wir 
wie  früher:  ' 

a  -{■  a'         +  (t'  +  •  ■  ■  +  ß"~'  ™      V^  t 

B  +  ft«'    +ft"«'    +...  +  ^'a—-"'y'i:, 

«  +  ft_,o'  +  /s;_,«'  +  ■  ■  ■  +  «=;<.-'  -  ""j/^i;. 

Addirt  man  aämmtliche  Gleichungen,  so  resultirt  mit  Berfick- 
sichtigm^  der  Werthe  der  Summen  der  Potenzen  von  ß: 

(n  ~  1)«  =  ""j^  +  ""1^  +  ""i^,  +  ■  ■  ■  +  "'V^i  ■ 
Moltiplicirt  man  das  System  von  Gleichungen  beziehungsweise 
mit  1,  ß^-* ,  /Jj~* . . .  und  addirt,  so  erhält  man  nach  einander  alle 
Wurzeln  «,«*,«*...,  nämlich 

(n  - 1) «» = ""f ^.+ ^r' "~v'7, + ft"-"  ""i^^ + - +^;^  """i/^ ; 

n.  8.  w. 
Man  kann '  übrigens,  nach  Belieben,  es  auch  umgeben,  «q  und 
£j  zu  berechnen;  denn     Yi^  ist  immer  gleich  der  Summe  s  aller 
complezen  Wurzeln  und  e  kann  dargestellt  werden  unter  der  Form 

»-»— +  »-!)«,  + »'-!)«■  + tf'-l)«,  +  ---, 
worin  Ug  fehlt,  und  man  hat  nur  noch  ^,,  j^,^g, . . .  für  ^  zu  setzen, 
um  e  zu  erhalten. 

1,  Beispiel. 

IC*-  1=0. 

Man  dividire  das  Binom  durch  x  —  1 ,  wodurch  man  die  bi- 
quadratische Gleichung 

fibrig  behält,  deren  Wurzeln  mit 

a,    a*,     a',     «* 
bezeichnet  werden  mögen. 

Die  kleinste  primitive  Wurzel  von  5  ist  2  und  man  hat 

"2'  =1,  2,  4,  3  (mod  5). 
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Man  setze  nun  nacti  Vorschrift 

)  -  a  +  ßa' +  ß-a' +  IPa' ,    . 
vo  ß  eine  der  Wurzeln  von  der  Gleichung  /3*  ■=>  1  ist,  u  eine  der 
complexen  Wurzeln  der  Gleichung  a"  —  1^0, 

Um  e  za  erhalten,  erhebe  man   die  Function   y  zur  vierten 
Potenz  und  entwic&ele  sie  noch  Potenzen  von  a  und  ß;   dies  gibt 

^-il'-,,  +  u,ß  +  «,ß-  +  «,ß', 
wo 

«0=12+13«,     «1  =  16  + 12s, 
«,  =  24  + 10s,    Mg  =  16s. 
Da  aber  s  =  —  1  ist,  so  findet  man 

s=^ —  1-1-4^+  14/J»— le/S". 
Um  y*  zu  entwickeln,  kann  man  erst  y*  suchen;  es  ist 
^  _  (2  +  «•  +  «■)+  2/J(»'  +  «•)  +  ß>(2  +  a  +  a')  +  2ß\„+a'). 
Darauf  quadrire  man  nochmals. 

Nun  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  ß*  —  1=0 

ft-i,  ß,-V^,  A--1,  ß,--Y^. 

Sabstitniren  wir  dieselben  in  g,  so  erhalten  wir 

z,  =  1,    g^ 15  +  20l/^T,  ^3=25,  «^=— l5-20/=l, 

und  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  Functionen  (» —  1)«,  («  —  1)«', . . . 
einsetzen,  die  fQnf  Wurzelwerthe 
*.  =  +!, 

^ )  -  i  [- 1  ±>^  +  V- lo+ly-s] , 

2.  Beispiel.  a;'  —  1  =  0  . 

Die  kleinste  primitive  Wurzel  von  7  ist  a  =  3  und 

"3'=1,  3,  2,  6,  4,  5  (mod  7). 

Man  substituire 

!,  -  a  +  ^«'  +  ß-a'  +  ß'«?  +  ßfa'  +ß?<,' . 
Dann  ist 

,~^  =  (a  +  ß,i'  +  p«.<  +  ßv  +  ^^  +  ffay, 
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und  bei  der  Entwickelung  dieses  Polynoms  zu  berücksichtigen,  doss 
a'  tTB  ^  =^  \.    Man  bilde  zunächst  die  dritte*  Potenz 

y»  =  —  am  —  3(3  +  2t»)/3  +  3(2  +  m)ß'  +  2(1  +  «»)|3* 
-3(1  -  2f»)/**  +  3(1  —  »m))3% 
wo  tw  ■=  «E*  +  «^  +  «''  ZU  setzen  ist.     Erhebt  man  dies  Polynom 
ins  Quadrat,  so  resultiri; 

«  =  y« 246  —  36j3  +  6/5'  +  Uß^  +  69(3*  +  lUß^  . 

Es  ist  nun 

A-l,       A-     -i  +  \f^,     ft--|  +  iV-3, 
ft--i,  A--i-JV:^,.  A-     \-\V^^- 

Substituiren  wir  diese  Werthe  nach  einander  in  z,  so  ergibt  sieh 
^,  =  1,         «,=— 248|  +  136i)/^,  üj 318|-  1^\V^^ , 

s^ 343,  ^s=— 318|+    73il/^,  «,=-248^--  Vm\y^^ 

und  hieraus  werden  die  sieben  Wurzelwerthe  gefunden. 

Die  vorstehende  allgemeine  Methode  wird  sehr  umständlich, 
wenn  n  beträchtlich  gross  ist.  Lagrange  hat  nun  eine  einfachere 
Operation  angegeben,  indem  die  voransteheude  sich  in  so  viele 
Einzeloperatioaen  auflösen  lässt,  als  n  —  1  Primfactoren  enthält. 

Es  sei  zunächst  n  ~~  1  ^  pf  und  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung 
ßr  —  1=0,  so  wird  die  Function 

y~'y,  +  ßy,  +  ß''y,-\----\-  ß'^'vp , 

worin 

y^=a         +  «""        -{■(f'"'      H 1-  a!'^-^"' , 

y,  =  «-       +  o-'^'    +  «f"^'  +  -  •  ■  +  «-"'-'"^' , 

y,  =  c-^'  4-  a^"^'  +0"'^'  +  •  ■  ■  +  t^^'^' . 
Man  hat  jetzt  zu  bilden  die  Function  z  =  y'',  welche  von 
der  Form 

«0  +  ^«1  +  ^'t«,  +  P»«g  +  ■  ■  ■  4-  ß'^'u^x 
Bein  muBS,  da  jS^  =  1  ist. 

Dieselbe  Function  muss  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  Grössen 
Ug,  »1,  %i  ■  ■  ■  Functionen  von  y^,  y^,  y^,  ■  ■  ■  sind,  der  Art,  dass  sie 
unveränderlich   bleiben,  wenn  alle  Werthe   y^,  y^,  y^, cyklisch 
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permutirt  werden  und  zwar  y^  in  y^,  y^  in  y^,  a.  b.  f.  Nun  er- 
kennt man  aas  den  obeosteliendeo  Ausdrücken  för  J/uJäi  ^si  ■  ■  ■, 
dass,  wenn  man  darin  ix°  an  die  Stelle  von  a  setzt,  y,  in  y,,  y, 
in  y^,  u.  B.  f.  yp  in  y^  übergeht.  Demzufolge  werden  die  Grössen 
"o;"!'"!  solche  Functionen  von  a  sein  müsaen,  dass  Bie  unrer- 
änderlicli  bleiben,  wenn  a  in  n"  flbergeht  Deshalb  sind  sie  auch 
in  diesem  Falle  wieder  Ton  der  Form  A  -\-  Bs  oder  A  —  B.  Dies 
gibt  nun,  weil  p  an  die  Stelle  von  »  —  1  zu  setzen  ist  und  s  au 
die  Stelle  von  ye, , 


Den  Werth  tou  Ug  braucht  man  nicht   zu  berechnen,  indem 
man  'wiederum  setzen  kann 

j,  =  sP  +  (ß-  l)w,  +  iß'  -  1)1*,  +  03»  „  1)^  4. . . . 

Der  Fall  ^  =«  -r-  («  —  1)  verdient  eine  besondere  Aufmerksam- 
keit^ ■weil  er  die  Theilung  des  Kreises  in  p  Theile  liefert    £a  sei 

alaop  =  -g  (»  —  1)  '"1'^  ^Iso  /"—  2;  dann  ist  ^j  «=  a  +  a"  * 
Da  a  die  primitive  Wurzel  der  Primzahl  n  ist,  also 
o"-'  ^  1  (mod  m)  , 

so  ist  nicht  auch  a*  ^1  (mod  «).    Aber  weil 

„-.  _  1  _(aT'— '  _  i)(„l'— I  +  i)_ 
80  mnss  doch  mindestens  sein 

« '  ==  —  1  (mod  n) . 

Demgemass  ist 

a"  *  =  a~'  ^  — , 

und 

U.   8.  W. 
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Nach  dem  Cotesischen  Theorem  ist  allgemein 
««  =  coa  ^  360"  +  *  sin  -  360» , 

folglich 

„          360°                      o         0.360"                      o         a'.aeo" 
y,  ^  2  cos ,      yj  =  2  cos ,      ^s  =-  2  coa , 

u.  ß,  w. , 
also  sind  die  Wertheyn^j,  yg  ■  ■  ■  in  diesem  Falle  alle  reell  und  geben 
unmittelbar  die  Cosinusse  der  Ereistheile. 

Nachdem  man  die  Functionen  yj,  j/j,  y^ . .  ■  gefunden  hat,  welche 
ofTenbar  die  Wuizeln  einer  Gleichung  vom  p*™  Grade  sind,  muss 
man  sehen,  die  p"  Wurzel  derselben  zu  erhalten. 

Man  betrachte  die  f  Wurzeln,  welche  in  die  Function  y^  ein- 
treten, als  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  f*™  Grade  und  man  wird 
sie  substituireu  für  a;,,  x^,  x^,...Xf  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
der  Function  y;  man  hat  also 

y'  =  «  +  ^a-"  +  ^V*"  +  . . .  +  ^-'  a-'/-"" , 
wo   man   für   ß   eine  Wurzel    der   Gleichung  ßf  —  1  ■=  0  einzu- 
setzen hat. 

Wegen  ßf  ^  1  hat  man 

s'  =  y'^  -  uo'  +  /3m/  +  ^X'  +  ■  ■  ■  +  ß^-' «'/-!  - 
Diese  mit  n^,  «j',  %' . . .  bezeichneten  Functionen  sind  eben- 
falls im  allgemeinen  Functionen  von  «i,  arg,  a^, , . ,  welche  unab- 
hängig sind  von  der  cyklischen  Yertauschung  von  a^  mit  a:^,  x^ 
mit  Xi,  u.  9.  f.,  und  darum  sind  sie  Functionen  von  a,  welche  sich 
nicht  ändern,  wenn  man  a  vertauscht  mit  a'''. 

Nun  lässt  sich  zeigen,  dass  jede  rationale  Function  von  a, 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  unveränderlich  zu  bleiben,  wenn 
a  mit  B^  vertauscht  wird,  nothwendig  die  Form 

A  +  By,+Cy,-\-Dy,  +  .--  +  Ey, 
haben  muss,  mit  Beibehaltung  ihrer  früheren  Werthe.    Denn  zu- 
erst lässt  sich  jede  rationale  Function  von  a  auf  die  Form 

^  +  B«  +  Ca"  +  Da!'*  ■\ 1-  Jfo»""' 

bringen,  und  weil  diese  Function  unveränderlich  bleibt,  wenn  sich 
(c  in  tfi'  verwandelt,  so  müssen  die  Coei^oienten  der  Terme,  welche 
t^  ,  c^  " ,  or"  **, . . .  einschliessen,  dieselben  sein,  wie  die  von  a; 


lyGoo^^lc 


g  62.    Methode  von  L^nmge.  185 

die  Coefficienten  der  Terme,  welche  a'^'-,  o"'*^',  a"'*^*  .  . .  eia- 
schliesBen,  dieselben  sein,  wie  die  von  eC;  die  Coefficienten  der 
Terme  o"*^*,  tf***^*,  a"*'^,  . . .  dieselben  wie  die  von  a"^u.  a.f. 
Dieser  Umstand  reducirt  die  Function  auf  die  Form,  welche  ihr 
gegeben  worden  ist. 

Ea  wird  nun  weiter  jede  der  Grössen  »o,  »i,  «j .  ■ .  »on  der  Form 

und  hat  deshalb  einen  bestimmten  WerÜi.  Daher  wird  die  Func- 
tion e  bekannt  sein  und  man  wird  die  Werthe  Zj,0i,ji^,...  er- 
halten, wenn  man  statt  ß  die  /" —  1  Wurzeln  der  Gleieliung 
ß^—^  —  1  =1  0  darin  substituirt  Fflr  a  erhält  man  eine  der  früheren 
allgemeinen  ähnliche  Form,  in  der  man  f  an  die  Stelle  von  n  —  1, 
y,,  die  Summe  der  Wurzeln,  an  die  Stelle  des  Ausdrucks  y^ 
setzt.     Man  hat  also 

f     -       ■ 

Man  könnte  auch,  wenn  man  wollte,  die  Auedificke  der  an- 
dern Wurzeln  dieser  (Gattung  a^,  «"**,...  erhalten,  welche  die 
Function  y,  zusammensetzen,  indem  man  nämlich  in  dem  Aus- 
drucke für  a  die  Radicale  mnltiplicirt  mit  ß{~^ ,  ^j~' ,  ßi~^,  u.  s.  w., 
dann    mit    ^~',  f'C' ,  ßt'' ,  u,  s.  w,  also 

■r..f"-y,  +  ?'r'Vi,+ßt'Vi,+K-'i'H  +  --- 

Ebenso  würde  man  die  Wurzeln  a°',  a°''"'"\  a°*'^',...  welche 
die  Function  y,  bilden,  finden  blos  durch  die  Betrachtung,  dass  y^ 
übergeht  in  y,,  y^  in  yj, . . .  wenn  a  in  a"  übergeht;  ganz  ebenso, 
wie  es  hinreichend  ist,  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  von  y  cyklisch 
!fi  in  y„  y,  in  ys,. . .  yp  in  y^  zu  verwandeln.  Aus  demselben 
Grunde,  wonach  yi  in  y^,  y,  in  y^  u.  s,  f,  übergeht,  wenn  O*  an 
die  Stelle  von  a  tritt,  wird  man  aus  den  Ausdrücken  fOr  diejenigen 
Wurzeln,  welche  die  Function  y,  bilden,  die  Ausdrücke  der  Wurzeln, 
welche  die  Function  y^  bilden,  leicht  ableiten  können  dadurch,  dass 
man  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  von  e  einfach  y,  in  y^,  y,  in  y^, 
u.  8.  f.,  yp—i  in  y^,  y^  in  y^  verwandelt 

Wenn  die  Zahl  f  nicht  prim  ist,  so  wird  man  die  voran- 
gehende Operation  nochmals  in  mehrere  einfachere  zerlegen  können. 
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Wenn  f^q.g  ist,  ao  hat  man  fUr  ß  eine  Wurzel  der  Gleichimg 
^'  —  1  ■=  0  zu  nehmen,  ao  dasa  ^  ^  t  und  die  Function  e'  wird 

y'  =  v,-\-  ßv,  -i-ß'v^-\ h  ß->-'< 

worin 

w  =  a            +  o"*^        +  a"*'"       -4-  . . .  -J-  a"'"™'^'^ 
v^  =  a"''        +  a«P''+"  -f-  ^'N*«+il  4- [_  ^f»-i)P«+f  , 

„,  =  ^(«-»P  +  aa(^')p  +  ««o^«^  +  . . .  +  ^t/-"V 
Man  mache  jetet 

"■  i' -!,'■-«; +  ß'<  +  fi'<  +  ---  +  ^'«i-', 

wo  Mß',  M^',  Mg', . . .  Functionen  von  w,,  v.^,  v^, . . .  sein  werden,  welche 
unveränderlich  bleiben,  wenn  auch  v,  in  v^,  v^  in  Vg,  a.  s.  w.,  v,  in 
V,  übergeht.  Man  erkennt  aber  an  den  vorhergehenden  AusdrUcheu 
von  w,,  Uj,  dasa  diese  Verwandlungen-  eintreten,  wenn  man  a  in 
«"''verwandelt.  Demnach  müsaen  die  Grössen  m^'i  "j;  t**! -■■  *^^ 
Functionen  von  a  betrachtet,  unverändert  bleiben,  sobald  man  a 
durch  (C^^  eraetzt.     Sie  müssen  also  nothwendig  von  der  Form 

sein.  Da  die  Werthe  von  ^i,  y^,  ya  ■  ■  •  schon  durch  die  erste 
Operation  bekannt  sind,  ao  werden  u^',  «,',  u^'  ■ .  ■  ebenfalla  bekannt 
sein;  also  auch  die  Function  e'.  Daraus  erhält  man  die  Werthe 
der  q  Wurzeln  «t,  v^,  v^. . .  durch  ähnliche  Formeln,  indem  p  m  q, 
y  in  v',  e  in  g'  verwandelt  und  fflr  ßj,  ß^,  ß^  die  Wurzeln  der 
Gleichung  jS*  —  1=0  mitÄusnahme  der  Einheit  wählt;  also  wegen 
s  =  r,  +  «g  +  Vj  H y, : 


a«-,  =  y.  +  A  f «.'   +ftK'  +  --- 

Der  Werth  von  v,  gibt  nur  die  Summe  der  g  Wnrzeln 

a,     a^,     o-'" , . . .  o-<^"^  . 
Um  a  zu  erhalten,  muss  man  diese  g  Wurzeln  noch  betrachten 
als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  t/'™'  Grade  und  aufs  Neue 
setzen: 

y"  =  «  +  ß(^  +  ß^  a"*"  -i h  /J»-^a«''~"^  , ' 
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wo  (i  eine  Wurzel  der  Gleichung  ß'  —  1=0  bezeichnet     Man 
entwickele  die  Gleichung 

/-  =  y"'  =  ,^'  +  (iui  +  ^» «;-  +  ...  +  ^1  „;_, . 

Wenn  die  Zahl  g  wieder  zuBammengesetzt  ist,  z.  B.  g=r.h, 
so  bann  mun  fSr  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung  ^  —  1  =  0  nehmen, 
welches  y"  die  Form 

»--».  +  ^«.,  +  ^«.,  +...  +  ßr-'v,^, 
geben  wflrde.    Man  fährt  in  dieser  Operation  so  fort,  wie  vorhin, 
bis  man  zu  einem  Factor  von  n  —  1  gelangt,  der  nicht  mehr  zu- 
sammengesetzt ist. 

Der  Vortheil  dieser  Zerlegung  von  n  —  1  in  seine  Primfiietoren 
besteht  also  hauptsächlich  in  der  Erniedrigung  der  Potenzen,  zu 
denen  man  die  Polynome  y  zu  erheben  hat,  um  die  Functionen  s 
zu  erhalten,  sowie  in  der  Erniedrigung  der  Radicale,  welche  in  die 
Warael  a  eintreten. 

1.  Beispiel,  3^  —  1  —0. 

In  diesem  Falle  ist  «—1=4  =  2.2;  also  p  =  2,f=  2. 
Man  nehme  fSr  ß  eine  der  Wurzeln  von  ß'  —  1  ■=  0  und  es  wird 

y  =■  yi  +  ßVs , 
worin 

y,  =  a  +  a*  ,     Hi-^a^  +  a". 
Nun  ist 

worin  , 

«o-=yi*  +  y.',     «,  =  2y,yj. 
Snbstitnirt  man  die  Werthe  Ton  y,  und  j/,  in  oc  und  entwickelt 
die  Quadrate  und  die  Froducte,  indem  man  beachtet^  dass  a^  und 
ß*  gleich  1  wird,  so  erhält  man 

„^  =  4  +  a4-«*-t«*  +  a*  =  3, 
u,  =  2(a  +  ««  -f  «3  -(-  «*)  =  —  2 , 
^  =  3  — 2j3. 
Macht  man  /J  =  —  1 ,  so  erhält  man  r,  =  5 ,  imd  wegen 
3  =  x,+a^  +  a^  +  a:4  —  —  1, 

Die  erste  Hü]fsgleichung  ist  demnacli  die  quadratische 
I.    ,■  +  ,  _  1  _  0  . 
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Auf  diese  Weise  erhält  man  dnrcb  ^i  den  Werth  der  Summe 
a  -j-  «'  ,  d.  i.  zweier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.  Um  a 
seibat  zu  erhalten,  muss  man  eine  zweite  Berechnung  machen,  in- 
dem man  a  und  a*  als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  zweiten 
Grade  betrachtet     Man  setze  demgemäss 

wo  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung  ß*  —  1=0  bezeichnet. 
Daraus  folgt 

g'  .ea   y*'  =  Jt^'  -|_  jJMj'  , 
WO 

«„'=.«»  +  «',     «,'  =  2a''  =  2. 
Man  sieht  sofort,   dass  die  Werthe  Ton  w^'  und  m^'  gegeben 
Bind  durch  die  schon  bekannten  von  y,  und  y^;  denn  man  hat 
«„'  ■=  a»  +  a'  =  ffj,    «,'  =  2  . 
Daraus  folgt 

und  wenn  man  ß  '^  —  1  setzt : 

«i'  —  !/ä  -  2 . 
Die  allgemeine  Wurzelform  liefert  den  gesuchten  Wurzelwerth 

'-{(i.  +  VyT^) 

—  i(-  1  +  >/5  +  V^  10  -  2Yb). 
Da  a  ^  2  ist,  so  erhält  man  nacK  der  früheren  AnleituDg 
«•'-»'-|(»,->'»P^) 

_i(_  1  +v^  +  /ZTo'Tri7i) , 

Permutirt  man  cyklisch  t/i  in  y^,  y^  in  y,,  so  ergibt  sich 

-i(- 1  -  K6  +  V^W+lyD , 

und 

_i(_l_)/6-V'_10  +  2l/6). 
Kurzer  erhält  man  die  Tier  Wnrzeln,  wenn  man  die  erste 
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als  den  allgemeinea  Äusdrack  von  x,  und  yi  als  den  der  Wurzel 
der  Gleichung  I.  betrachtet.  Ans  I.  folgt  y^  —  —  1  —  y, ;  also  ist 

''-^(s  +  V-ü-y), 

uod  wenn  man  rational  macht,  sowie  berücksichtigt,  daas  nach  T. 
y»+y  =  2  ist, 

II.    x'  —  yx+  1  =  0. 
2.  BeispieL  »'—1  =  0. 

Man  befreie  die  Gleichung  von  der  reellen  Wurzel  1 ;  dies  gibt 
3fi-{.x^-\-a*-\-s^  +  x'+l  =  0, 
wovon  die  Wurzeln  sind 

a,  a\  «»,  c*,  «*,  ««. 
Die  kleinste  primitiTe  Wurzel  ron  7  ist  3;  und 

'S'— 1,3,2,6,4,5  (mod  7). 

Wir  seizen  deshalb  die  Reihe 

a'     a^    a*     «*     a*     et* 
anstatt  der  Wurzeln  der  Gleichung  vom  sechsten  Grade 

Xj       x^      X^      Xi      Xi      Xf. 

Es  ist  nun  n  —  1  =  6<"2.3;  also  p  =°  2,  f-=S.  Indem 
wir  weiter  mit  ß  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  ß*  —  1—0 
bezeichnen,  selben  wir 

worin 

yi  =  «  +  «•  +  «*,     yg  =  a'  +  a«  +  «>. 
Man  hat  dann  weiter 

wobei 

"o  — »i'  +  V,    «1— 2y,i(, 
ZD  nehmen  isi    Man  findet  nan  durch  Entwickelnng  der  Quadrate 
mit  BerficlisiGhtigung,  dasB  a^  •=  1  ist, 

«,  —  3(«  +  .<■  +  <.'  +  «•  +  «'  +  «')  —  -  8, 
»,  _  2(3  +  o  +«•  +  «•  +  «•  +  o«  +  o')  —  4, 
i 3+iß, 
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Macht  man  darauf  j3=>  —  1,  ho  erhält  man  Zi  =  —  7  und  wegen 
s  =  a:,  +  a;»  +  «g  +  «,  +  a^  +  «B 1 

Die  erete  HQlfsgleichimg  ist  demnach  die  quadratische 
I.   j,>  +  ,+  2-0. 

Man  erhält  so  aber  nur  den  Werth  der  Summe  a  -\-  a*  ^  a*\ 
um  a  selbst  zu  erhalten,  betrachten  wir  die  drei  Terme  des  Aus- 
druckes ^1  als  die  drei  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung  und  ß 
als  die  Wurzel  der  Gleichung  ^'  —  1=(5'  —  1=0  und   setzen 

DarauB  ergibt  eich 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  ß^  =\  erhält  man 
„,'_  6 +  „■  +  „•  +  „>_  6  +  s,, 
<-3(«+«'  +  <.')-3,,, 
<  —  3  («»  +  a'  +  «')  —  Sjl,, 
so  dass  man  erhält 

«'  -  6  +  J(,  +  Zßy,  +  Sp'si,, 

worin  ^-J, |  +  |l/^,    P-J, J-i)/=3ist. 

Setzt  man  diese  beiden  Werthe  ein,  so  hat  man 
«;  -  6  +  y.  +  3J,y,  +  3J,y, 
».'  —  6  +  »  +  3''!»i  +  3^1» 
und  gemäss  der  allgemeinen  Wurzelform  - 

" 3 

Da  a  ^  3  ist,  so  erhält  man  die  übrigen  Wurzeln 

ffnr    ^oHa= --■■■-— ■ 
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«■      -«■ 4 — '—, 

3  ' 

Mao  kann  übrigens  sämmtlicbe  Wurzeln  dvirch  eine  kubische 
Gleichong  in  x  ausdrücken  yermittels  der  ersten  Wurzel,  indem  wir 
a  =  z,  y,^y  setzen.  Gemäss  derGleicbaugListy,  =  —  1  —  y,  also 

»,'=(6|-j)  +  |>'^3(l+2i/), 

»■'-(6|-»)- 1/^^(1 +2!/). 
Ferner  ist 

und  wenn  man  gemäss  I. 

24y*  +  24y  +  48  =  0 
subtrahirt  und 

8y*+8y*+  16  j  =  0 
addirt,  so  erMlt  man 

«-(äj  +  i)'. 

Aus  der  Wurzelform 

"  3 

folgt  nun 

(3a;  —  !()■  —  «,'+ V  +  3  i^JT?  (3a:  —  ») 

_  13  -  2»  +  3(21,  +  1)C3«  -  S) 
und  die  nach  Potenzen  von  x  geordnete  Gleichung 

3.  Beispiel. 

Diridirt  man  die  Gleichung  durch  x  ~  1,  so  erhält  man  eine 
reciproke  Gleichung  von  10"™  Grade,  nämlich 

x^'>-\-a^  +  a^-{.x'  +  a^  +  :^  +  a!*-i-a^-\'X^'^x+l=0 
welche  im  Jahre  1771  zuerst  von  Vandermonde  gelöst  ist,  und 
später  Ton  Lagrange  auf  folgendem  Wege. 

Die  kleinste  primitive  Wurzel  der  Zahl  11  ist  2  und 
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"2'  =  1,  2,  4,  8,  5,  10,  9,  7,  3,  6,  (mod  11). 
Man  setze 

WO  a*  eine   compiexe  Wurzel  der  Gleichung  a"  —  1=0,  ß  eine 
Wurzel  der  Gleichung  ß^"  —  1^0  bezeichnet. 

Man  bilde  die  Potenz  e  e=  y'".  Da  aber  10  >=  2  .  5,  so  kann 
man  die  Operation  vereinfachen,  indem  mau  sie  in  zwei  zerlegt 
und  zuerst  ß  als  die  Wmrzel  der  Gleichung  ß*  —  1  -=  0  betrachtet. 
Dadurch  wird  die  Function  y  reducirt  auf 

y  =yi  +  ßVi, 
worin 

y^  =  a    +  DT*  +  a"   +  a^  +  ß% 
y^  =  a^  -j-  a^  -i-  «'"  -\-  a'  -{-  a' 
zu  setzen  ist 

Daraus  findet  man 

»  =  y*  =  (Vi*  +  Vi*)  +  2ßy,y^  =  «o  +  ß^i  ■ 
EIntwickelt  man  diese  Ausdrücke  und  berücksichtigt  dasa  a^'  =  1, 
so  findet  man 

»■"^Sy, +  3!/,,     y^  =  2y,  +  äy,, 
folglich 

«.-6&. +  »,)-- 5, 
«,-10  +  4(j.  +  !,,)-<i, 

Macht  man  ß  =  —  1,  bo  wird  «,  =  ~  11  und 


9,1-        »    • 


l+y-ll). 


Dies  sind  offenbar  die  Wurzeln   der  quadratischen  Gleichung 

I-    y»  +  y  + 3  =  0. 
Um  den  Werth  a  zu  finden,  betrachte  man  die  fünf  Glieder 
Ton  t/i  als  die  fSnf  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  fünften  Grade 
und  ß  als  die  Wurzel  von  ^  —  1  =  0,    Man  hat  dann 

y'  =  «  +  |3a*  +  ß'a^  +  ß»a'  +  ^«», 
und  wenn  man  setzt 

«'  =  y^  =  «0'  +  ßK  +  ß'u,'  +  ß'fi,'  +  ^<, 
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so  findet  man  wegen  ^'  "  1 ,  a"  ^^  1 , 

<—  120  +  31», +  10!(,, 

V— 100  +  60i(,-j-45y,, 

<_    60+861/, +  30 j,, 

<-  60», +  66»,, 

«/—  60y, +  75yj. 

Da  die  Werthe  »,  und  »,  bekannt  sind,  so  findet  man  d  mittels 
der  Gielchimg 

«.'  — Y(l89-39l/:^ri),    <_y(96  +  16)/=Ti), 

i<,'—-l-(- 16 +  551/^^11),  „,'_i(_126— 6y^nT), 

«.'  — -l-(—  125  -  26  V^^ll) . 
Maji  hat  ausserdem  die  Relationen 

«,'  -  <  +  ^  <  +  c'«,'  +  ^x'  +  ^«;, 
<  -  <  +  ^v + ^«,'  +  ? «,'  +  üV. 
V  -  <  +  ^'f,'  +  /s  <  +  ^»,-  +  ^«;, 

«;  -  < + ^<  +  ^'<  +  ^<  +  ^ »;  ■ 

Die  allgemeine  Worzelform  ergibt  nun 

An  die  Stelle  von  ^,  |3^,  f^,  ß*  sind  die  frQher  gefundenen 
Woneln  der  Gleichung  a^  —  1  ■=  0  zu  setzen;  die  übrigen  Werthe 
der  Wurzelgruppe  «,  «*,  a^,  a',  a'  sind 

"•-'j^b.  +  ß'W+^W+ßW+f'Vili, 

Um  die  andere  Gruppe  o*,  «*,  «•",  a',  et^,  welche  in  die  Function 
y,  eintreten,  zu  erhalten,  hat  man  ^  mit  y^  zu  vertauBchen,  also 
nur  das  Vorzeichen  von  Y — 11  in  den  Gleichungen  fOr  u'  um- 
zukehren. 
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Statt  yon  der  Gleichung  ß*  —  1=0  anaziigeben,  kann  man 
auch  zuerst  mit  ß^  —  1  >»•  0  beginnen.    Dann  ist 

y  =  yt  +  ßy^-\-  ß'y»  +  ß'y*  +  ß*yt , 

wobei 

■  10  I       1  SIS  i     1       1 

^8  =  «*  +  «'  — «*  +  ii.     yi-=«*  +  «*  =  *^  +  ii» 
ff, -«»  +  ««  =  «*  +  !■ 
Man  setze  nun 

»-»•-«.  +  ?%  + ^'f,  +  ^'»s  +  ^«. 
und  suche  die  Wertlie  von  Ug,  ti^   u.  s.  w,  in  FunctioDen  Tun  a. 
Setzt  man  der  Eflrze  wegen 

>i4-!(i  +  >. +»!  +  ». —  s, 
so  erhält  man 

»,  —  1640+  1836s, 
«,  —  1700  +  1830s, 
u,  —  2060  -i-  1796s, 
«,  —  1800  +  1820s, 
«,  —  1900  +  1810s, 
und  wegen  s  =  —  1, 

0,  =  — 196,    «,  —  —180,    0,-265,    ti, 20, 

Mt- —  20,    «B  =  90. 
Demgemäss  ist 

« 196- 130(1  +  255/!' -20|!'+ 90 /S-. 

Setzt  man   für   ß   der  Reihe   nach  die  andern   Wurzeln  von 
ß*  —  1  =  0,  ßo  erhält  man  die  Tier  Werthe  von  e,  nämlich 

», 196  -  130^  +256/)"  —  20^  +  90^, 

<, 196  -  130/?"  +  255/)*  —  20/J  +  90/S', 

t, 196  -  180|S"  +  266/1  —  20/i'  +  90^", 

«, 196  -  130^  +  255(1'  —  20^'  +  90^, 

and  die  allgemeine  Wurzelform  gibt 

». -Ic- 1 +V^+ 1^+ 1^+ 1^]. 

Es  ist  nun 
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».-«■+^-»,'-2, 
),  — <^ +  -!?  —  «,'  — iVi'  +  ^, 

»s  —  «'  +  ^  —  yi'  —  öj,'  +  5j(, . 

Aach  ist  yi  die  Wurzel  der  Gleichung  von  Vandermonde*) 
s'  +  y'-iH'-Sn'  +  ay+l—O, 
welche  dadurch  entsteht,  daas  man  in  der  Gleichung  vom  zehnten 

!'•  +  «»  +  :»•  + l'H hl' +  «  +  1  =  0 

a:+ar"^  =y8etzt.  Yandermonde  betrachtet  statt  dieser  Gleichung 
genau  genommen  die  Gleichung  der  negatdven  Werthe  von  y, 
nämlich 

y*  -  y*  -  4!^*  +  V  +  3y  -  1  -  0, 
and  findet 

S(  -  I  (1  +  ^  +  ^-  +  ^'  +  z/-"), 

WO 

^  u.  z/'—|/"(89  +  25y5+5K— 5+?]/^±45y-5-2y5), 

^"u.^"=|/"(89  — 25)^+0^—5+2^5+40^-5-2)/^) . 

4.  BeiBpiel. 

a;«— 1=0. 
Die  kleinste  primitiTe  Wnrzel  der  Zahl  13  ist  2,  und 
"2'    =  1,  2,  4,  8,  3,  6,  12,  11,  9,  5,  10,  7  (mod  13). 

Ist  a  eine  der  complezen  Wuizeln  der  Toi^elegten  Gleichung, 
so  sind  die  andern 

u',  a*,  cfi,  o*,  tt*,  «",  a",  «*,  a',  «•*,  a^. 


*)  Tandermonde,  La  räaolntion  des  äqnations.  p.  416.   H^m.  Par.  de 
l'uuiäe  ITTl. 
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Man  setze 
y  -  a  +  ^«'  +  /JV  +  ^■«»  +  ^«'  +  ^•o«  +  /»•«■•  +  ß'a"  +  ß',^ 

+  ßfa'  +  ^'"«»  +  ß"a' , 
wo  ß  eine  Wurzel  der  Gleiehung  /3'  —  1  ■=  0  sein  m&ge.    Dadurch 
redncirt  sich  die  Function  y  auf 

!f  —  )i  +  ßy,, 
worin 

y,-a  +  n"  +  «'  +  o«  +  o»  +  «'•, 
y,  —  o'  +  «■  +  o"  +  «"  +  «'  +  «'. 
Hieraus  erhält  man 

'-s'-o.  +  ß«, -(!/,•  +  »■■)  +  2ÄJ./»- 
Es  ist  dabei 

also 

yi  +  y»  —  —  1 . 

und 

Man  betrachte  nnn  weiter  die  sechs  Glieder,  welche  in  die 
Function  ^i  eintreten,  als  die  sechs  Wurzeln  einer  Gleichung  Tom 
sechsten  Grade  und  setze  Ton  Neuem 

y'  =  a  +  ßa*'-j-  ß'a"  +  jJ*«"  +  ^«»  +  jS'a", 
wo  ß  eine  Wnrzel  von  ß^  —  1  c=  0  bezeichnen  möge.    Dann  wird 

worin  , 

.,-«    +«•   +a', 

1^  —  <■•  +  «"  +  «'" 
ZU  setzen  ist.    Man  hat  denmach  wie  vorhin 

»'  —  y''  —  <  +  C»i'  ■=  ("i"  +  ".')  +  2/»»,  «'s . 

Nun  ist 

«1  +  ».  —  yi . 

»1  «1  —  3  +  y,  —  2  —  y„ 
also  v,  un^  Vj  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
n.    »■  — yi;  +  2  — y  — 0. 
Um  die  Gleichung  in  a;  zu  erhalten,  betrachte  man  die  drei 
Glieder,  woraus  V,  besteht,  als  die  drei  Wurzeln  einer  kubischen 
Gleichung  in  x  und  setze 
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wo  ß  eine  Wurzel  der  Gleichung  ^'  —  1=0  bezeichnet. 
Dann  wird 

»"-»•--<■+/'"■"+/?".■'. 

und 

"o"  =  6  +  i>i,    <-3(V-2«j), 
itj,"  =  3  («B*  —  2«i). 
Bezeichnet  man  die  complezen  Wurzelnder  Gleichung  /3* —  1  -^O 
mit  ßi  und  |3„  so  ist 

jj,"  —  6  +  V,  +  3ft(f;,»  -  2w,)  +3A*(V  —  2»,), 
V  =  6  +  «,  +  3ft(«,»  -  2«.)  +  3ft»(V  -  2v.), 
und  gemäss  der  allgemeinen  Wnrzelform 

Durch  Entwickelung  findet  man 

g^"  +  ^"-=15  +  3y+2«, 

fi"  -  %"  =  3V^(2f  -  y)(y  +  2). 

Aus  der  Wurzelform  folgt 

(3a:  -  vf  -  V  +  i^"  +  3  j^ö/'  (3a:  -  v) 

=  15  +  3y  +  2v  +  3(«»  -  3y  +  3v)  (3a:  —  «), 
and  endlich  die  nach  Potenzen  Ton  x  geordpete  Gleichung 
in.    a:»  — i,a:»  +  (y_i,)a:— 1=0. 

§  63.    GonioinetliBohe  Aafldsmtg  der  blaomlaohen  Oleiohimgen. 

Wir  entwickeln  zunächst  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung 

«--  1=0. 

Ist    »   gerade,   so  hat  die   gegebene   Gleichung  nur   die   beiden 

reellen  Wurzeln  -^  1  und  —  1;  ist  n  ungerade,  so  hat  sie  nur 

die  eine  reelle  Wurzel  +  1. 

Wir  substituiren  für  die  allgemeine  Wurzel  die  complexe  Form 
a!  =  f(co8*  +  sin*y —  l)  . 
Dann  ist  nach  der  Formel  von  Moivre 

a-  a=  r"  (coB  n»  +  »in  n*  Y—  l)  —  1 . 
Der  Werth  von  r  bestimmt  sich  dadurch,  dass  {Oi9  ^=0  xa- 
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glei<^'r"  =•  1  werden  idusb.    Da  die  Gleichung  zwei  anbeatinunte 
GrSsBeu  enthält,  so  setze  man  r  ■=  1,  woraus  resultirt 
cOB  »#  +  Bin  n»y —  1  ■=  1 . 
In  dieser  Gleichung  ist  der  reelle  Theil  und  der  im^^inäre  gleich 
Nnll  zu  setzen,  woraus  folgt 

coa  «fr  —1^0,      sin  »fr  ■=  0 . 
Es  masa  also  »fr  =  +  2ka  sein,  wenn  h  eine  beliebige  positive  und 
ganze   Zahl  bezeichnet.    Setzen  wir  die  Werthe  in  x  ein,   so  er- 
halten wir  die  aUgemeine  Form  der  Wtirzel 

X  =  cos  —  +  Bin  —  V —  1 , 

Dieser  Ausdruck  hat  weder  mehr  noch  weniger  verschiedene 
Werthe  als  n.  Denn  gibt  man  h  einen  der  Werthe  von  0  bis 
-5- («  —  1)  oder  -g-"»  jeiiachdem  «  ungerade  oder  gerade  ist,  so 
findet  man  im  ersteren  Falle  den  reellen  Werth  +  1 ,  wenn  4  =  0 
ist,  und  ausserdem  -^  {n  —  1)  Paare  oomplexer  Werthe;  mithin  im 
Ganzen  n  Werthe  von  x.  Im  zweiten  Falle  hat  x  den  reellen  Werth 
+  1  wenn  A  ■=  0 ,  den  reellen  Werth  —  1  wenn  A  =  -g- »  ist, 
und  ausserdem  ■  -r- "  —  1  Paare  complexer  Wertiie ;  mitbin  im  Ganzen 
auch  «  Werthe. 

Sämmtliche  n  Wiurzeln  sind  von  einander  verschieden,  weil  die 
Winkel 

^,  ^,  ^,  ...  ("-■)'    oder    t-^?^ 

alle  von  einander  verschieden  und  kleiner  als  n  sind. 

Die  Formel  liefert  aber  auch  nicht  mehr  Wertbe  als  n.  Denn 
wenn  Je  negativ  genommen  wird,  werden  die  beiden  Werthe  in 

X  =-  COB h  sm  —  y  —  1 

nicht  Tei&idert,  sondern  nur  vertauscht.  Ebenso  wenn  4  ^  n 
genommen  wird,  ao  ist  dies  gleichbedeutend  damit,  dass  man  ein 
Viel&cbes  von  2n  zu  einem  der  Winkel 

Ss      4s      6k              «  —  1           ,       n  —  z 
— ,   — ,  — ,  ...  «  oder  a 

addirt,  wodurch  weder  der  Werth  des  Cosinus  noch  der  des  Sinns 
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rerändert  -wird,  Endlicli,  wenn  man  die  Werthe  von  x,  welche 
deigeoigeo  von  Ä  ■-  »»  und  «  —  m  entsprechen,  betrachtet,  so  sind 
dieselben  immer  identiacli.    Es  ist  nämlich 

;,  _  cos  üi^  +  ,i„  ?iL^  ,/irT 

=  cos  -^  -H  Bin  -  --  y—  1 . 
Man  erhält  also  keine  neuen  Werthe  1^ 


X  =  cos 1-  sin y —  1 , 

wenn  man  h  grösser  als  y  n  nimmt 

Hieraus  folgt  denn,  dass  ftlr  ii^end  einen  positireQ  ganzen 
Werih  Ton  k,  ausgenommen  Null  oder  y  "  r  ^^^^  h  gerade  ist^ 
die  zwei  correspondirenden,  gleichweit  Ton  0.  -und  n  abstehenden 
WerÜie  conjugirt  compleze  sind;  ausserdem  ist  der  eine  der  reci- 
proke  Werth  des  andern,  weil  man  hat 

/  2*«    ,       .     2t« -/^-r\   /         2kji  .     2iw-/ t\         , 

Icos  — — |-  sm  — -  y—  11  I  cos  — sm— —  y —  11=1. 

Feme;  ist  nach  Moivre 

l cos  -^  +  sin  —  y—  II  =  (cos  -     '    — 


-J-  sin 

Bezeichnen  wir  die  erat«  complexe  Wurzel 

2»  ,         an,/ — i" 
cos j-  sm  —  y  —  1 

ntit  a,  so  ergibt  sich  daraus  die  Richtigkeit  der  bereits  in  §  60 
gemachten  Bemerinmg,  dass  sich  alle  complexea  Wurzeln  aus- 
drücken lassen  durch  die  aufeinander  folgenden  Potenzen  der  ersten 
comp  lesen  Wurzel. 

x^,        Xg,        x^,       ...     x^+1     oder     a:, , 


a;»fg      oder      o^i, 


lyGoo^^lc 


200  Dritter  Abacbnitt.    ParticnlKTe  GlöichnDgen.    II. 

Da  o"  =  1  ist,  Bo  kann  die  letzte  Reihe  ersetzt  werden  durch 
x„+a    oder  x^+i,  . . .  «.— »,  x^-i,  a^ , 

=-  O  *    ,  «*,..,  C""*,  «""*,  «■"'. 

Weil  femer  a*  =  —  1,   wenn  m  gerade  ist,   so  sind  alle 

Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  enthalten  in  der  Reihe 

1 ,  a,  a',  ...  a"-* ,  o*— ^ . 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall 

ar+  1=0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind   aämmtlich  complex   oder 

imaginär,  aosgenommen  wenn  n  ungerade  ist,  wie  dies  bereite 

in  §  60  bewiesen  wurde.    Zur  Auflösung  derselben  Gleichung  sub- 

stitniren  wir 

X  =  r(coB  #  +  sin  *  Y—  l) , 

woraus  folgt 

3-  —  r-  (cos  n*  +  sin  n»  Y—l)  =  —  1 . 

Dieser  Gleichung  geschieht  Genüge  durch  die  Annahme  r  =»  1  und 

«*  =  ±  (2*  +  1)  «-    Dies  gibt 

3Jfc  +  1       ,     .2*4-1  ,/ — r 
a;  ==  cos  — ^  «  +  Bin  — ^~  y—  1 . 

Dieser  Ausdruck  liefert  nun  sämmtliche  Werthe  von  x,  aber 
keine  mehr.  Gibt  man  nämlich  h  i^end  einen  der  WerÜie  von  0 
bis  -ö-  (n  -~  1)  oder  -^n-'X,  ^e  nachdem  n  ungemde  oder  gerade 
ist,  so  finden  wir  im  ersteren  Falle  -^{n  —  1)  Paare  complexer 
Werthe  entsprediend  den  Werthen  von  &  von  0  bis  -s-  (n  —  3) 
und  den  reellen  Werth  —  1  für  It  ^  —  in —  1),  also  h  Werthe  im 
Ganzen.  Im  zweiten  Falle  erhalten  wir  -^  n  Paaxe  complexer  Wur- 
zeln, also  audi  im  Ganzen  h  Werthe.  Alle  die«  complezen  Werthe 
sind  untereinander  verschieden,  weil  die  eintretenden  Winkel 

untereinander  verschieden  und  kleiner  als  «  sind.    Auch  kann  die 
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allgemeine  Wuizelformel  keine  neuen  Werthe  liefern.  Denn  nehmen 
wir  irgend  welche  negative  ungerade  Vielfaclie  von  x,  so  bleibt 
der  Ansäruck  fDr  x  deraelbe  wie  fßr  die  gleichen  positiven  Viel- 
fachen, und  nehmen  wir  Ä>»,  so  ist  dasselbe  so  viel,  als  wie 
ein  Vielfaches  von  2x  zum  Winkel  addiren,  wodurch  sowol  der 
Coainos  als  der  Sinus  unverändert  bleibt. 

Setzt  man  4  gleich  einem  Werthe,  welcher  von  0  und  n  —  1 
^eichweit  absteht,  z.  B.  m  und  (n  —  1)  —  t»,  so  erhält  man  die- 
selbe Formel  wieder.    Es  ist  nämlich 


Bezeichnen  wir  die  erste  complexe  Wurzel  mit  a,  also 
coB  —  +  sin  —  y —  1  =  et , 

so  ist  nach  der  Moivre'schen  Formel 

(2*  -I-  1)«    I      .    {2*;  -I-  1)«  -> T  .,^4. ,, 

iE  s-  COS  i ■ — —  +  Sin  i ■ — —  y —  1  ^  «±1»+') ; 

mithin   lassen  sich  alle  complezen  Wurzeln   darstellen  diurh  auf- 
einander folgende  ungerade  Potenzen  von  a,  nämhch 
a,         «■,       o*,    •  ■  •  «*-*     oder     «"""' 

1,1  111 

-— :;    oder    -— -; ,•■•-:,       -I ,       —  • 

Weil  nun  «"  ■=  —  1  und  a*"  =>  +  1  ist,  so  kann  man  statt  der 
zweiten  Keihe  setzen 

«■+»  oder  «"+*,  . . .  «*"-',  a*"-*,  a*^'. 
gämmtliche  complexe  Wurzeln  der  Gleichung  af  -\-  1  =0  sind 
also,  wenn  n  ungerade  ist, 

a,  a',  «*,...  a^*,  oT^*,  ...  a»"-*,  a*"~*, 
und  wenn  n  gerade  ist 

a,  «',  tt*,  . . .  «"-•,  «•+',  . . .  o*"-*,  tt*"-'. 

§  64.    Zerlegnag  der  binomiBehen  Qleichiuigeii  in  trinomiBohe 
^  •Faotoren.    TheoTem  von  Cotes. 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

-B»—  1  =0. 
Man  kann  je  zwei  der  conjugirten  complexen  Wnrzeln  verbinden, 
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wodurch  man  bei  geradem  n  ausser  den  beiden  binomiBcheD  Fac- 
toren  x  —  1  und  x -\-  1  noch  y  (»  —  2)  quadratische  oder  trino- 
miBche  Factoren,  bei  ungeradem  »  ausser  dem  einen  binomischen 
Factor  x  —  1  noch  -^{n  —  1)  quadratische  Factoren  erhält 
Sind  also  Xi,  x^,  Xg  . . .  Xm  die  sämmÜichen  Wurzeln  von 
x*  —  1  =  (a;  —  Xi)(x  —  Xj)  .  ..(x  —  x»)  =  0 , 
so  erhält  man  durch  Multiplication  je  zweier  binomisclien  Factoren, 
welche  conjugirte  complexe  Wurzeln  enthalten,  unter  BerQcksich- 
tigung,  dasB 

X  —  ( cos 1-  t  sm  -— )    hc  —  (cos t  sm  — ) 

^31^  —  2  cos x  +  1 

ist,  für  ein  gerades  »: 

x'~l=(x*~l){x'-2  cos  ~x  +  iVa?  -  2  cos  ^x+  iV- 

...^^-2cm^^^x+l\^0, 
und  fDr  ein  ungerades  n: 

xf  —  1  -^  (x  -  l)  fx'  -  2  coB^  X  +  i\(x'  —  2  cos  ^a;  +  iV- 
.  ■  ■  (a;«  -  2  cos  ^""^^"a:  +  1 W  0 . 

Diese  Formel  ist  unter  dem  Namen  der  Cotesischen  Formel*) 
bekannt. 

Wenn  die  Gleichimg 

ar'  +  l^O 
gegeben  ist,  so  kann  man  dieselbe  in  ähnlicher  Weise  in  trinomische 
Factoren  zerlegen.    Verbindet  man  wiederum  je  zwei  conjugirte 
complexe  Wurzeln  in  dem  Producte 

*)  Cot«g,  Harmonu  meDBaranun.    Cambridge  1T3S.  pg.  114. 


lyGoo^^lc 


§  64.    Theot«m  von  Cotea.  203 

■ta  dem  trinomiacben  Factor 

ar»  -  2  cos  ^*l±ii^  a:  +  1 , 
so  erkält  man  fQr  ein  gerades  n: 

I-  +  1  =  ^ic»  —  2  C08  -^  a;  +  1  Va:*  —  2  cos  ^x  +  iV  ■  ■ 
-  ■ .  C«:*  —  2  coB  (**- ■)'^  _[.  l\  =  0, 
und  für  ein  ungerades  »: 
;E-+l  =  (a:+l)/««-2co8~3;+  iVa;»  —  2  cos  ^  x  +  l)  ■■■ 

■■■(j'-2coh'''~^^''3:  +  i)- 
Cotes  lehrte  diese  trinomisclien  Factoren  zuerst  geometriBcli  dar- 
stellen, wie  in  §  66  gezeigt  werden  wird, 

§  65.    Geometrlsolie  Dentimg  und  Constniotioii  der  Wurzeln  der 
blnomlBohen  Gleidnmgen. 
Indem  wir  f Qr  eine  complexe  Grösse  a-^b  Y —  1  den  Aus- 
druck r  (cos  9!  -|-  sin  9  y—l)   setzen  und  mit  Anwendung  des 
Moivre'schen  Satzes  die  Relation 

(a  +  6  y=T)"  —  (r  cos  y  +  r  sin  9.  V^^)" 
^  r"  cos  ntp  +  r*  sin  ngi  Y —  1 
g«Timien,  so  liegt  darin  deutlich  ausgesprochen,  dass  durch  die 
ima^pnäre  Zahlengrösse  b  Y —  1  eine  Erweiterung  des  reellen  Zah- 
lengebietes —  CO,  0,  -|~  °c>  postutirt  wird  und  zwar  seitwärts.  Bas 
Zahlcaigebiet  dehnt  sich  nicht  bloss  in  einer  unendlichen  Geraden 
ans,  in  deren  Mitte  die  Null  Hegt,  sondern  in  einer  unendlichen 
Sbene,  Ton  welcher  die  Null  das  Centrum  einnimmt.  Um  also 
jeder  reellen  und  complexeu  Zahl  die  ihr  zukommende  Position 
KD  ertheilen,  muss  ihr  Abstand  Ton  zwei  rechtwinkligen  Coordina- 
tenaxen  gegeben  sein,  wobei  die  Einheit  1  das  Mass  fDr  die  relative 
Li^  abgibt.  Bezeichnen  nun  a  und  b  die  beiden  Coordinaten  der 
Position  von  a-\-  bY —  Ij  so  werden  dieselben  durch  die  Substi- 
tution r  (cos  if>  -\-  sin  9)  Y —  l)  ^  Polarcoordinaten  verwandelt. 
Dabei  bezeichnet  r  den  Radiusvector  der  Position  oder  den  Abstand 
vom  Nullpuncte,  auch  wohl  die  Richtungsannune  der  Zahl  a-\-b  Y — 1 
genannt,  der  Winkel  9  den  Abstand  der  Richtung  von  der  reellen 
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Zahlenaze.  Wird  fp  =  y>  ^^  ^^^  ^'^  Richtung  mit  der  OrdiDaten- 
axe  zusammen,  und  es  verschwindet  der  reelle  Theil.  Die  Ordinaten- 
axe  ist  also  die  Linie  der  imaginären  Zahlen  von  der  Form  b  Y — 1 , 
während  von  der  Abscissenaxe  als  der  Linie  der  reellen  Zahlen  aus- 
gegangen wurde.  Dieser  Betrachtung  gemäss  nimmt  das  Zahlen- 
gebiet folgende  Form  an: 

II.  I. 


III.  IV. 

Die  Einheiten   der   vier  Hanptrichtungen   des  Zahlengebieteä 
und  ihre  Beziehungen  sind  folgende: 

Gauss  Monrey  SchlOmilch     Biecke 

+  1  +1  1,  1,  |ö|i 


-1    +i 


ll 


_y:n 
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Die  complexen,  d.  h.  die  eine  reelle  and  imaginäre  Crrösse 
umfassenden  Zahlen,  haben  ihre  Benennung  von  Caachy  erhalten, 
während  Gauss  sie  „laterale",  Moarey  „ßichtnngszahlen" 
(nOHLbres  directives)  nennt  Man  ersieht  leicht  aus  -dem  obigen 
Schema,  dasa  die  lateralen  Zahlen  die  vier  Quadranten  1. 11.  lU.  lY, 
in  indirecter  Drehongsrichtung  erfOllen.  Ans  den  Moirre'Bchen 
Formeln 

(r  cos  y  +  r  sin  9  ]/ —  l)"  =  r*  cos  n^  -{-  r^  am  «91  y"—  1 
and 

(r  cos  91  +  r  sin  9)  V —  l)  "  "-•  r"  coa  ^  -{-  r'  an  —  Y —  1 

ei^bt  sich  weiter,  dass  Fotenzinmg  und  Badicimng  der  Zahlen 
gleichbedeutend  ist  mit  Multdplicatiou  und  Division  des  Drehungs- 
winkela  ihrer  Bichtung.  Für  die  Richtungsanmme,  also  den  Radius 
vector,  ist  die  Potenzirimg  oder  Badicimng  eine  unmittelbare,  indem 
r"  aas  r  hervorgeht.    Z.  B.  sei 

Es  ist  __ 

(2  +  y=^*  =  3  +  4y~l,  r»  =  5, 
nnd  die  nene  complexe  Zahl  liegt  in  einer  Richtung,  welche  den 
doppelten  Winbelabstand  von  der  Axe  der  reellen  Zahlen  hat  im 
Yergleicb  zur  gegebenen  complexen  Zahl  2  -(-  Y —  1 .  Das  Quadrat 
vrird  algebraisch  durch  Fotenzinmg  gebildet  oder  goniometriach 
folgendermassen. 

Es  sei  2  -=  r  cos  fp,    1  ^  r  ein  y , 

so  ist  »^(cos  91*  +  sin  qn*)  =  r"  =  5. 

Der  reelle  Theil  des  Quadrates  ist  nun 

r*cos2y  =  r*(2coB9)"—  1)  =  8  ~  5  =  3, 
der  imaginäre  Theil 

f*  sin  25»  y —  1  ^  2r*  sin  g/  coa  ip  Y —  1  =  4  Y —  ^  > 
mithin  das  Quadrat  +3  +  4  Y-^- 

Da  die  Bichtungasummen  sich  bei  der  Potenzirung  iu  geome- 
trischem Yerhältnisse  ändern,  während  die  Winkel  dies  in  arith- 
metischem Yerl^Aisse  thun,  so  liegen  sämmtliche  Potenzen  einer 
compl^ien  Zahl  auf  einer  durch  die  Grundzahl  und  die  +  1  gehen- 
den logarithmischen  Spirale.  Wenn  aber  aus  der  Potenzirung  der 
complexen  Grösse  zwei  der  Gr&saen 
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hervorgehen  kQnnen,  was  immer  der  Fall  ist,  wenn  die  Bichtungs- 
snmme  y^o*  -[-  6* ,  auch  Modnl  genannt,  gleich  1  ist,  so  geht  die 
logarithmische  Spirale  in  einen  Ereis  über,  der  durch  die  vier  Funkte 

+  i,+y^^,  -1,-Yzri 

geht  Hieraus  läBst  eich  folgende  geometrische  Gonetniction  der 
Wurzeln  der  binomischen  Gleichung 

s»— yT=  0 
herleiten. 

1.  BeispieL     a:*—  1=0,  x  -=  V+  1 ,  w  =  5,  »»  =  1 . 

Man   construire   nm    den  Mittelpunct   der  Zahlenebene  einen 
Ereis  mit  dem  Badins  1. 


* 

V^ 

X 

?\ 

^ 

? 

\ 

-I 

\ 

y/' 

\ 

r 

\ 

V 

\ 

y 

- 

rr 

Den  Kreisomfang  theile  man  in  fttnf  gleiche  Theile  von  (+  1) 
ab.    Dann  sind  die  Positionswerthe  der  Wurzeln: 


Vr_  «>  _  1  (- 1  +  v^ + y_  10  -  2  vö)  -  it,, 

'■'-T(-l-V^  +  1^-10  +  2vt)_i,, 


■10-2l/5)-a.., 
o'  —  1  =  I, . 

'      Ebenso  kann  man  beginnen  mit  der  complezen  WnTzel  a^  und 
also  am  den  Winkel  ^  forischreiten,  wie  folgt* 
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2.  BeiBpieL     ari  +  l— 0,    x  =  V"  I »   «  =  3,    »i  =  2. 
Man  construire  einen  Kreis  mit  dem  Badiaa  1  und  theil«  ihn  Ton 
(-|-  1)  aus  in  sechs  gleiche  Theile,  A.  i,  den  halben  Kreis  in  drei 
TheUe. 


A 

1 

1 

V 

/ 

\ 

V 

Die  Fositionswerthe  der  Wurzeln  sind 

I.      i/iTT-a'-l  +  l-Virs^i,, 
n.  o»  —  —  1  —  it,, 

iB'benso  kann  man  b^punen  mit  der  complezen  Wurzel  «"  und  in 
ungeraden  Vielfachen  des  Winkels  y«  fortschreiten,  wie  folgt: 

(«')'-«„  («')•-(»')•_ it.,  C«»)'-!,. 

S.  Beiipiel.  if  —  T/^^  —  0,  »  —  iV^^,  «—4,  "»—4. 
Man  construire  einen  Ereis  mit  dem  Radiaa  1  und  theile  den 
Tierten  Theil  des  Kreises  in  vier  gleiche  Theile. 


„GoDi^lc 


208  Dritter  Abschnitt.    PartdcoUre  Gleichnngen.    ü. 

Die  Positionswertlie  der  Wurzeln  sind 

I.     f/:rT_.._-)/^7VvV^ 

Man  kann  auch  be^^Quen  mit  der  complexen  Wurzel  ^  >=»  a' 
wie  folgt: 

(.')■-«,,  («•)>-«•-«,,  (»•)•- „■■_!.,  („•)■•-«■-=«, 

4.  Beispiel 

Man   construire   einen  Kreis   mit   dem  Radius  1    und   theile   drei 
Viertel  des  Kreises  in  Tier  gleiche  Theile. 


Flg.  i. 

Die  Positionen  der  vier  Wurzeln  sind  die  Punkte  I.  H.  IIL  IV. 

§  66.    Oeometrische  Interpretatioii  der  Cotesisohen  Formaln.*) 
Snbstitnirt  man  in  den  vier  Gotesischen  Formeln  -  fOr  x,  so 
erhält  man,  nachdem  mit  a"  multiplicirt  ist,  fOr  ein  gerades  n 
*)  ScblOmilcl),  Handbuch  der  algebiaiachen  AnolTsis.   g  56. 
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«"  ~  o" 
=  (3^  —  a'){x^  —  2ax  cos  -^  »  +  «A  fx*  -  2ax  cos  ^  jt  -f  aA- 

■  •  ■  ia?  —  2ax  coa n  -(-  n* ) ;         (1) 

itlr  ein  ungerades  n 

jpn  —  „• 

=  (a:  —  o)  (x^  —  2ax  cos  —  «  +  a'\(x^  —  2ax  coa  —  «  +  aM  ■  ■  ■ 
■  ■■  (a^-2ax  cos  '^  «  +  a*y,        (2) 

fSr  ein  gerades  n 

3;»  -j_  a" 

=  ( a:*  —  203;  cos  —  «  +  «*)(  a''  —  2aa:  cos  —  n  +  «* )  ■  ■  ■ 

-  ■  ■  (a:*  -  2ax  cos  ^  «  +  «*) ;         (3) 

Dud  für  ein  nngeradea  n 

x'  -\-  a' 
=  (x  -{-  a)  (3^  —  2ax  cos  —  «  +  a*Va;*  —  2ax  cos  -    «  +  oM  ■  ■  ■ 

-  •  •  ( a;*  —  2ax  cos «  +  o*  | .        (4) 

Diese  Tier  Satze  lassen  sich  auch  geometrisch  interpretiren  and 
in  dieser  Gestalt  wurden  sie  zaerst  von  Cotes  aufgestellt.  Theilt 
man  nämlich  die  Peripherie  eines  Kreises,  von  einem  Functe  M^ 
{Fig.  5)  derselben  ausgehend,  in  2n  gleiche  Theile  nnd  zieht  von 
einem  beliebigen  Functe  0  des  Durchmessers  MC  Gerade  nach 
allen  Theilpnncten,  so  ist  das  Product  aller  Strahlen  von  geradem 
Index:  .OM^  .  OM, .  OM^  .  .  .  =  CM"  —  CÖ",  wenn  der  Punct  0 
innerhalb  des  Kreises  nnd  =  CO  —  OM  ,  wenn  er  ausserhalb 
desselben  liegt;  das  Product  aller  Strahlen  Ton  ungeradem  Index 
OJf,  .  OMt .  OMi  ...  —CO"  +  cm'  in.  jedem  Falle. 

Es  m9ge  der  Fall,  wo  der  Punct  0  ausserhalb  des  Kreises 
gelegen  ist,  zuerst  betrachtet  werden,  weil  er  sich  unmittelbar  an 
die  Formen  der  Gleichungen  (1)  (2)  (3)  (4)  anschliesst. 

Für  CO=-a:,  CM=a  ist  in  Fig.  5 
Ö^*  =.  ÖP*  +  M^  =-  (a;  -  a  cos  PCJIf,)*  +  (o  sin  PCJIf,)» 
—  I»  -  2axTCMi  +  a». 


MattblMMS,  Onndsaaa  d.  ut.  n.  Miod.  Algabn. 
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Da  aber  der  Kreis  in  2n  Theile  getheilt  ist,  so  folgt  daraas 
PGJtf,  — ;U  =  ^  «  and 


Ebeoao  findet  man  die  Werthe  von  OM^  ,  ÖM^  a.  s.  f.,  wenn 
man  statt  des  Winkels  PCM^  nach  der  Reihe  PCM^,  PCM,  n.  s.  f. 
also  —  «,  —  «,  u.  8.  w.  an  die  Stelle  Ton  —  «  setzt  Es  ist  über- 
haupt 

OMk   =™  a:*  —  2aa:  cos  —  «  + o*. 

Da  der  Ereis  in  eine  gerade  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt 
ist,  80  entspricht  jedem  noch  einem  Puncte  in  der  oberen  Hälfte 
gehenden  Strahle  ein  anderer  ihm  gleicher  in  der  unteren  Hälfte. 
Es  ist  deshalb  allgemein  OMt  =  OMt^-t  and 

OM*  ■=  OMi .  OM^ ,    OM*  =  OMi .  OM^ ,  u.  a.  f. 
Mithin  wird  allgemein 

OMi  .  OMin-~i  =  Ä*  —  2öa:  cos  —  ä  +  a* . 

Da  OM^  =  OJlfi,  ist,  bo  erhält  man  für  Ä=0,  OM^=x  —  a 
and  für  *  -=  w ,  OMn  ==  a;  +  a . 

1.  Setzen  wir  A;  =  0,  2,  4,  ...  n,  wobei  n  gerade  ange- 
nommen wird,  so  erhalten  wir  durch  Maltiplication  aller  Gleichangen 

OM^.OM^.OM^.OM^...  OM^t  ■  OM, 
=  (x  —  a)(x' — 2oa;cos— «+aM  --■  ix* — 2ax «-f-n*W+«), 

also  nach  Formel  (1) 

OMa  .  OJtfj .  OM^  . . .  OJf,=  a?«  -  0-. 
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Wenn  »  ungerade  ist,  bo  setze  man 

ifc  -=  0,  2,  4,  -. . .  (n  -  3),  (rt  -  1) 
und  man  erhält  gemäss  Formel  (2) 

OJMo  .  OM^ .  OMt . . .  OMn^t  -=  K"  -  0-. 
Demnach  ist  jederzeit  Aas  Ptoduct  der  Strahlen  von  geradem  Index 
gleich  CO"  — C^. 

2.    FOr  ein  gerades  w  setzen  wir  in  (1)  i  ■=  1,  3,  5, .  . .  m  —  I, 
Durch  Multiplication   aller  entstehenden  Gleichungen  erhalten 
wir  alsdann 

OM^  .  OM,  .  OJWj . . .  OM,.i  .  OMn-i 
— =  I K*  —  2ax  cos  —  Ä  +  a*\  (x*  —  2ax  cos  —  «  +  a*  ■  ■  • 

-  -  -  (a^  —  2ax  cos «  +  o*  |  ■=  a;"  +  a" . 

F6r  ein  ungerades  n  nehme  man  &  »  1,  3,  5  .  .  .n  nod  be- 
achte, dass  OMn  'B  X  -\-  a  ist.    Dann  resultirt 

OM, .  OJJfj  .  OJJfj  . . .  OM^, .  OM, 
■=  { a^  —  2ax  cos  —  jF  +  a*\(3^  —  2ax  cos  —  «  +  oM  •  ■  ■ 

•  ■  ■  (3^  —  2ax  cos  "~    JT  -J-  0*1  («  +  a)  =  i"  -f-  o" , 

Mithin  ist  immer  das  Froduct  der  Strahlen  von  ungeradem  Index 
gleich  CÖ"  +  ÖK". 

Wenn  der  Punct  0  im  Innern  des  Kreises  genommen  wird, 
so  ändert  sich  nur  die  Betrachtung  in  1.  Statt  daa8oben03^=a: — a 
war,  wird  es  jetzt  a — x.  Die  Functionen  x*  —  2ax  cos  —  «  +  o* 
ändern  ihre  Werthe  nicht  und  es  besteht  daher  der  ganze  Unterschied 
darin,  dass  in  den  Froducten  das  erste  Glied  a — x  ist.  Dies  reducirt 
sich  aber  leicht  auf  den  obigen  Fall,  wenn  man  —  {x  —  a)  fßr 
a — X  setzt.  DerWerth  desProductsistdann  entsprechend  — (x" — a"), 
d.  h.  a"  —  a?"  =  Cm   —  CO  ,  wie  im  Anfange  behauptet  wurde. 
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III.  Die  irreductibeln  Gleichangeo. 
§  67.  Die  algebraiselie  AiiflÖsiiDg  der  trredaotibeln  Gleichnngen. 
Es  ezistirti  eine  Elaese  von  algebraiscLen  Gleichungen  von 
der  Beschaffenheit,  dass,  wenn  ihre  reellen  Wurzeln  in  imaginärer 
Form  erscheinen,  fQr  ein  ungerades  n  sämmUiche  Wurzeln  reell 
sind,  and  ffir  ein  gerades  n  entweder  sämmtliche  Wurzeln  oder 
nur  zwei  reell  sind.  Solche  Gleichougen  werden  irredactibel  genannt 
Dsd  ihre  al^emeinste  Form  ist 

--r{"rH^-+H"-y>-' — ^=»- 

Setzt  man 

y~  —  .  3:  =  cos  «,    P=  2  cos  ne  "[/(^Y , 

HO   erhält   man   eine   Gleichung,    welche  die   Beziehong   zwisch^i 
dem  Cosinus  eines  Winkels  und  seines  n  fachen  ausdrückt,  nämlich 

2»-icos«--2"-ä"C"^'*^eosr"-s+2"-s|-/'''"j"'')cos^-* 

^  cos  ne . 

Die  Wurzel  dieser  und  der  vorigen  Gleichung  ist  offenbar 

=  cos  ?  ^  -T-  (cos  m  -J-  sin  ne  Y —  2)  " 

"l~  "2  (cos  ne  —  sinns]/—  r)"  , 

wobei  p  immer  als  positiv  betrachtet  werden  soll. 

Dabei   sind   zwei  Fälle   zu  unterscheiden,  je  nachdem  »un- 
gerade oder  gerade  ist. 

Ist  n  ungerade,  so  ist 


m^- 


Ist  n  gerade,  so  ist  das  letzte  Glied  der  goniometrischen 
Beihe  ein  Theil  des  Absolutgliedes  P  und  zwar 
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i^©' 


je  nachden)  n  von  der  Form  4m  oder  4m  -f-  2  ist. 
Demgenüss  ist  fOr  ein  gerades  »: 


+  VI-']/iP±  (ff  -  il/i«  + 4P(-Jf , 

je  nachdem  n  Ton  der  Form  4  m  oder  4  m  -^  2  ist. 

Die  algebraische  Äufl&snng  kann  nnr  in  der  Weise  bewerk- 
stelligt werden,  dass  man  ausgebt  von  der  Bemerkang,  dass  Toa 
einer   complezen  Function  f{x  +  y  y —  l) 

das  Real      =i./^(a;  +  yl/=^  +  1 /ta:  -  y  >^:^, 

das  Lateral  =|/-(a  +  yV^^)  ~^f(x~y  l/=^) 

ist,   wo   X  und  y  reelle  Grössen  sind,  unter  denen  y  auch  gleich 
Null   werden  kann.    Man  substituirt  in  der  gegebenen  Gleichung 

*  '  a;  +  y  y—  1 

und  sucht  eine  Resolvente  in  a;  +  y  ]/ —  1  zu  erhalten.  Hat  man  dar- 
aus  einen  Werth  von  x  -\-  y  Y—  1  gefunden,  so  ist  das  Real  hier- 
von eine  Wurzel  der  Gleichung. 
1.  Beispiel.     ÄufzolSsen 

Man  fiubatituire  die  identische  Gleichung 
Dies  gibt 

-4p{x-\-yy^T)~4p    ^^'+Jl^+8g. 
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Unter  der  Aimahme 

H'^  +  fl-ip-o 

erhält  man  eine  Resolvente  Tdm  sechsten  Grade,  welche  sich  auf 
eine  quadratische  reduciren  lässt,  nämlich 

(,  +  j,  yiri)' +  8j  (i  +  y  >':ri)' +  51  j,.  _  0. 

Hieraus  findet  man 


:»  +  !'y=^-2Vl]/-|«+-l-|/«>-iF'-2VT.«. 
Ist  ä'  —  5^  !>'  negativ,  so  ist  y  reell.  Andrerseits  erhält  man 


«  +  !/i'-i     2'yTu 


-2K'l/-|3-|V's'->?'-2VT*-». 
Man    findet    min    x   entweder    aus    der   halben   Summe    von 
*  +  y  V —  1  "uid  X  —  y  y —  1  oder  auch  mittels  Anwendung  der 
beiden  Gleichungen  fttr  das  Real  and  Lateral.    Da  yT  drei  ver- 
schiedene Werthe  hat,  nnmlich 

so  ist 

X,  _  Keal  2  1/  -  -I  ä  +  |y'äTr^7 

oder  kürzer 

I,  —  Va+bY^  +  Va  —  hY—l 

-{{',+ TS.  v^)  +  {i',-is,  y=i) ; 

»,  -  Real  2  (-1  +  l^y^}^ä+bV^ 
-  (-  Y  +  iV^üyVa  +  bY^ 

+  (-1  -  ly-  syy'-iy~i  --i^.-  imvs; 
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I,  _  Iteal  2  (- -i  -  y  V'=^)  V7+S7^ 

_  (_  i  _  i.  i/iTä)  vVTm?=^ 

Bie  Warzeln  sind  also  sämmtlich  reell,  wenn  es  y  ist  (caaue 
irredactibilis).  Istj*.— 5=^)*  positiv,  so  hat  die  Gleichimg  eine 
reelle  trnd  zwei  compleze  Wurzeln.  Die  Goef&cienten  der  ge* 
geboten  Gleichung  sind  alao 

*i  +  ^  +  ai  =  a:.-4a:,--^,  V3  -|a;.  +  |y.]/3-=0, 

x^x,  +  Xix^  +  x^Xa  ^  —  ~  (xi'  +  y,*)  =  —  p, 

Bei  Einfahrung  der  oben  angenommenen  kürzeren  Bezeiclmuug 
erhalten  wir  die  Wuizelformen 

»i  =     «  +  f , 

ctg  =  JfU  +  JiV. 
2.  Beiapiel.     Aufzulösen 

Man  substituire  wiederum 

Die  Gleicbimg  verwandelt  eicb  dadurch  in  das  Aggregat 
0-  (»+  jV^ri)*  +  i{x>+y')(x  +  yY^'  +  6(:^  +  y'f 

-8p(^+,')-4pj^i:!--tßL,+  16,. 

Unter  der  Bedingung  3?  -\-  y*  =p  folgt  daraus  die  reducirte 
Gleicbnng 

(«  +  yV^^'  +  (16 j  -  ap«)  +  (^^;^).  -  0. 
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Hieraus  findet  man 

( ^  +  j  V'irT)«  +  (16  s  _  2  j,')  («  +  y  >/=T)*  +  „' _  0 , 

«  +  „l^_2KV'-|s+(f)+|l73*-4ä(f)'-2K.», 

.:  _  „yZl  _2i/I'f -lä+  ({)"-|l/3'- 4«(j) -2H".». 

lat  g*  —  42  (^  |  negativ,  ao  liat  die  Gleichui^  entwedfir 
vier  oder  nur  zwei  reelle  Wurzeln,  je  nachdem  j  poaifiT  oder 
negativ  ist.  Es  hat  nämlich  >^1  die  vier  Werthe  1 ,  +  V —  1 ,  —  1, 
—  yX .    Ist  nun 

I)  {~\  > -j- 2  und  g  positiv,  so  hat  Gleichung  vier  reelle 
Wurzeln  in  complexer  Form  (casus  irreductibilis)  und  zwar  ist 

a:  =  ReaI2vT.  Va-\-b  V^ , 
folglich 


»j  =  Real2yß  +  6>/-l=ya  +  fcV-l-fV'a-6l/=n:  — «  +  «, 
a;a=Real2V'^V'tt+6V^=|/=nfa+tl/^ 

a^=Real-2>^a+6V^^  =  -V'o+fcV=n:~y'fl-6V^^ 
ar, = Real  -  2  y=^  V'^+fry^t  =  -  y^^  yö+M/^ 

2)  q  negativ:  zwei  reelle,  zwei  complexe  Wurzeln; 

3)  (-^J   < -r  ff  "°<i  J  positiv:  vier  complexe  Wurzeln. 
3.  Beispiel. 

Man  substitnire 
und  setze  a^  -{-  y'  =    -  P-    ^^a  findet  alsdann 


lyGoo^^lc 


S  67.    Irredacüble  Gleichangeii.  217 

.-J,K^  =  2|^^>^-i2-i]/7-T(Il'y=2^*•*'■ 
Ist  nun 

1)  4(-^p]   >3*>   80  hat  die  Gleichung  fönf  reelle  Wureeln 

(casus  irrednctibilis).    Ist«  die  erste  complexe  Wurzel  von  yT, 
so  ist 

I,—  «•  y«  +  j  >/in  +  «  ^o  —  J  y^T. 

Diese  Wurzelformen  entsprechen  ganz  denen  des  itreductibeln 
Falles  der  kubischen  Gleichung  und  zwar  ist  mit  decselben  ab- 
gekürzten Bezeichnung 

«,-     «  +  ., 

x^  ^  o^tt  +  a'v, 
x^  =  «*«+  o:  V. 

2)  lat4/-r-pj  <2*>  80  ^*t  die  GleichuDg  eine  reelle  und 
Tier  compleie  Wurzeln. 

4.  Beispiel. 

Man  findet  a^  +  y*  =  -rP  "^^ 
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«-yy=T-2K'l^is-(f)'-il/?"+4,(lf-2^T'.r. 

1)  l8t  q  negativ  und  g'  +  4g  ( ^|   <  0,  ao  hat  die  Gleichong 
sechs  reelle  Wurzeln  (casaa  irreductibilis). 

2)  Ist  q  negativ  und  g*  +  4g  C^j  >  0,  so  hat  sie  zwei  reelle 

und  Tier  complexe  Wurzeln. 

3)  Ist  dagegen  g  poeitiv,  so  hat  die  Gleichung  sechs  com- 
plexe  Wuraeln. 

Die  Werthe  Ton  yT  sind 

Far  den  irreductihlen  Fall  ist  nun 
also 

X,  =  K-\-by^  +  K~b  y^i  =  u-\-v, 

«s  =  a  Vo  +  6  Y^~l  +  «*  Va-b  V^  =■  « w  +  «s« , 
Xi  =  a'  fo  +  6  y-  1  +  a*  l^a  -  b  Y^  =  «»«  +  «*v, 

*«  =s — v"«  +  6  V^  —  y'a  —  b  y^  =  -  M  —  », 

a^j  =  a*  Va  +  fc  y^  +  a*  /o  -  fc  ^^  «,—  «„  —  «5«^ 
Xg  =  B*  V'o  +  iyirt  +  a  K-b  y^  =  —  a'u  —  tt*v. 
Die  sechs   reellen  Wurzeln   sind  demnach  paarweise  einander 
gleich  vom  entgegengesetzten  Vorzeichen. 

rV.    Die  Gleichungen  mit  mehreren  gleichen  Wurzeln. 

§  68.   Von  den  Eennzeiohen  nnd  der  Bestimmung  der  gleichen 

Wurzeln. 

Wenn  eine  Gleichung   mehrere   gleiche   Wurzeln   besitzt,   so 

können  dieselben  aus  dem  Polynom  ausgeschieden  und  dies  dadurch 

auf  einen  niedrigeren  Grad  reducirt  werden.    Das  Yorhandenaein 
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gleicher  Wurzeln  erkennt  man  an  der  BeachafTenheit  der  Differenzen- 
gleichimg  der  gegebenen  Gleicbang.  In  %  19  iat  geze^,  dass, 
wenn  die  gegebene  Gleichung 

m  -  0 

ist,  die  Gleichnng  ihrer  Differenzen  ihren  Ausdruck  findet  in 

rw  +  r  w  ni  +/"»  hyts  +  ••■•+«—-=  o  . 

Wenn  demnach  einer  der  Wurzelwerthe  von  «  Yerschwiuden 
soll,  90  muss  anch 

ro-o. 

sein.  Folglich  hat  die  gegebene  Gleichung  gleiche  Wurzeln,  wenn 
das  Polynom  f(x)  und  ihre  erste  Derivirte  einen  gemeinechafblichen 
Factor  haben.  (Theorem  von  Hudde.)  Dabei  können  mehrere 
Fälle  eintreten:  erstlich  kann  eine  Wurzel  z.  B.  Xi  zwei  oder  mehrere 
Male  vorkommen,  die  übrigen  Worzehi  aber  alle  untereinander  un- 
gleich sein;  zweitens  können  ausser  x^  auch  noch  andere  Wurzeln 
£„  Xf  n,  E.  f.  verschiedene  Male  vorkommen,  so  dass  man  hat 
f(,x)  -(^-  «,)-(i  -  «,y(i  -  i,y(i  -  a:,) 0  . 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  die  Derivirte 
immer  nur  theilbar  ist  durch 

(x  -  x,y^'(x  -  x^f-^x  —  «j)»^'. 

Es  sei  die  variirte  Gleichung 
nx)  -fy  +  •)-(!!  +  i-  x,)(!i  +  .  -  X,)  ...(s  +  t  -  X.). 

Ordnet  man  nach  Potenzen  von  y,  so  wird  nach  §  5  auf  der 
linken  Seite 

f(M +')-  m  +  fi')  f + r(«)  i4  +  ■  ■  ■ , 

auf  der  rechten  Seite 

—  (»  —  äJi)  (»  —  »i)  •  •  ■  (»  —  «.) 

+l{,-x,)(,-x,)-^i-x.)+{i-xX'-x,)-{'-x.)+~i,+- 
Setzt  man  jetzt  die  Coefficienten  von  y  einander  gleich  und 
X  an  die  Stelle  von  z,  so  e^bt  sich 

f(x)  =  ix-x^)(x~Xj)  -{x-x,)-] [■(x~Xj)(x—Xs)-(x-x»)-\- 

■  ■•  +  (x  —  Xi){x  —  Xt)  ■  ■  -(x  —  X^l), 
in  welcher  Summe  von  Producten  jedesmal  ein  Factor  {x  —  Xj,) 
fehlt.    Wenn  also  alle  Binomialfactoreu  verschieden  sind,  so  können 
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fix)  und  fix)  keineo  gemeinscliaftlicheii  Factor  haben.  Man  kann 
femer  jenen  Auedruck  Ton  fix)  in  ein  E*roduct  Terwandeln, 
nämlich 

r(i)-(«-i.)(x-»,)-(»-i.)jj^+^i-^+:-+^]. 

Hat  dann  f{x)  « Factoren  x  —  x^,(i  Factoren  x  —  a^ ,  y  Factorea 
X  —  »3 ,  80  ist 
fix)  —  (x  -  xO'ix  -x;)^ix-  x^y  {x-x^)---ix-x,) 

In  diesem  Falle  wird  nun,  wie  klar  ist,  fix)  theilbar  sein 
durch 

(a:  -  x>r' ix  -  x,y-' (X  -  x,)y-' , 
und  dies  ist  der  gemeinschaftliche  Factor  von  f{x)  und/"(a;).    Geht 
man  in  dieser  Schlussfolge  weiter,  so  hat  offenbar 

fix)  die  Factoren  (a:  -  i,)"-»  ix  —  »,>*-*  (a:  -  a^)>-», 
f"'{x)  die  Factoren  {x  —  aTj"-»  (x  —  x^f-^  ix  —  x^f^, 

U.   8.   W. 

f^{x)  die  Factoren  {x  —  «i)"-™  (a;  —  x^)?~"  (x  —  a^)*"^, 
80  lange  a,  ß,  y  ";>  m  sind.  Verschwindet  einer  der  Exponenten, 
80  bestimmt  m  die  Anzahl,  wie  oft  eine  der  gleichen  Wurzeln  vor- 
kommt. Wenn  man  demnach  z.  B.  a:  -=  a;,  in  die  Derivirten  ein- 
setzt, Bo  verschwindet  f'iXi),  sobald  x^  a  mal  TOrkommt.  Ebenso 
bei  den  übrigen. 

§  69.   Zerlegung  eines  Polynonis  In  andere,  welche  lanter  nngleiche 
Factoren  beBiteen*). 
Es  sei 

wo  X^  das  Froduct  aller  Binomialfactoren  bezeichnet,  welche  nur 
einmal    vorkommen,   X^  das  Froduct  aller    derjenigen,    welche 
zweimal  vorkommen,  u.  s.  f.     Wenn   dann  f^ix)  den  grösaten 
gemeinschaftlichen  Divisor  von  fix)  und  fix)  bezeichnet,  so  ist 
f^  ix)  =  X^X,*X^^...  X„"-» . 
Femer  sei  /"/(a:)  die  Derivirte  von  fiix).   Wenn  wieder  f,(x) 


*}  Hjmer»,  Theorj  of  eqaaUons.  g  6.^. 
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wird  aein 

Ux)-X.X,'X,'...Xj—. 

ludern  man  nun  ii 

nmer  so  fortfährt,  kommt  man  schliesslich 

zu  der  Gleichung 

f^,(j:)-X.. 

In  Folge  dieser  Betrachtung  gelangen  wir  £0  folgenden  Be- 
»ehungeu: 

M                   TT 

X,X,...X^,X.-,p,(x),        . 

'x,X,...X^^X,-^(,x), 

X,...X,-,X,-»,Ca:), 

X^,X,-v^i(i), 

I»-fP.W. 

Daraas  folgt 

Die  Auflösung  der 

gegebenen  Gleichung  ist  bo  zarttckgefahrt 

auf  die  ÄnflSeimg  der  Partialgleichungen 

X,  =  0,    Äj  =  0,  ...X,  — 0. 
Das  .Schema  der  auszufahrenden  Rechnungen  kann  folgender- 
maaseii   aufgeatellt  werden; 

:/-(»)-/;(»),  X,, 


/■.'(»)-/■.(»)> 


».w 
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■  9„(») 

/Ui(«):/-;^i(i) -/■„(»),  X,. 

Die  beiden  letzten  Terticalreihen  stellen  die  Quotienten  der 
voranstellenden  Termen  dar,  zwischen  deren  Horizontalreihen  sie 
einzeln  liegen.  Jede  der  Functionen  X^,X^,..  X,^  zeigt  an  ihrem 
Index  die  Anzahl  an,  wie  oftmal  die  betreffende  Wurzel  in  dem  Polynom 
vorkommt.  Ist  eine  dieser  Functionen  gleich  der  Einheit,  so  deutet 
dieses  an,  dass  von  diesem  Grade  der  Vielheit  Oberhaupt  keine 
Binomialfactoren  in  der  Originalgleichung  enthalten  sind. 

1.  Beispiel. 

/■(i)  —x'-  7i'— 2»'+118a!'-259a;'— 83»■+6^2a:'-1083^-432. 

Es  ist 
/"(a:)—8ir'-49i'-12s'+690ie'— 10361»— 249  a:'+1224a;~108, 
f,lx)  —  x'-li?+  ISi"  +  3i  -  18 , 
f,'(x)-iif  -  21»'  +  261  +  6 , 
«i)-»-3, 

/iW  -  I  . 

fix)  :  /;(i)  _  ^,(1)  —  a^  —  16x'  +  Wx  +  24 , 
Mx)-f,lx)--'p,(x)-'^-ix>  +  x+ß, 

•Pi(.x):<P,(x)  —  X,—x  +  i, 
9i(x)  :  <ps{x)  =  X^  =  x*  —  X  —  2  , 
qJjCa;)  =  Xj  =  a:  —  3 . 
Hieraus  folgt  die  Factorenzerlegung  des  Polynoms  /(x)  in 
(a:  +  4)(i"  —  I  -  2)'(:i:  -  3)' . 

2.  Beispiel. 

f(,x)  — a:"-12i'+53i'-9»'+212ai>-153a:'-108«+108  — 0. 

nx)  —  Sx'  —  84«»  +  318«»  -  36a;'  +  636a^  -  306*  —  108 , 

f,lx)—x^—laf+  13a:"  +  3a:  —  18  , 

f,'(,x)—  4r>  -  21a!>  +  26a:  +  6  , 

^i(a:)-«-3, 

f,'(x)-l, 

^.W-l. 
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^(a:)   :  f,{x)  —  9p,(s)  —  i<  -  5»"  +  Si"  +  6i  -  6  , 
fM  :  /■,  W  -  9,(»)  -  i"  -  4*"  +  I  +  6  , 

c]p,(a:):9),(i)  — X,  —  it-  1, 
<p,(x)  :  ».(a:)  -  «,  -  (rc  -  2)(»  +  1) , 
?>,(»)  —  2,  —  I  -  3  . 
Hieraus  folgt,  dass  man  das  Polynom  zerlegen  kann  in 

(a;_l)(i_2)'(i+l)>(._3)>. 

V.    Die  Gleiclmngen  mit  rationalen  Wurzeln. 

§  70.    Von  den  EigenBcbaften  deijenigen  nnmerlsclien  Qleioliangen, 
welche  rationale  (oonuBensnisble)  Wurzeln  haben. 

Theorem.  Eine  nnmenBche  Gleichung,  in  welcher  die  h&chate 
Potenz  der  Unbekannten  den  CoefBcienten  1  hat  and  die  Übrigen 
Glieder  ganze  CoefGcienten  haben,  kann  keinen  rationalen  Bruch 
zur  Wurzel  haben. 

Beweis.    Angenommen  es  sei 

ar  +  aar-^  +  hur-*  -\ h  sa:  +  /  —  0 

and  x^'-x.  Wenn  man  diese  Bmchform  substituirt  and  die  Gleichung 
mit  ja"—*  multiplicirt,  so  würde  sein 

I  a«-i  +  ao"-'  +  6a— »jJ  H h  sajS—*  +  */J"-'  ■«  0 , 

was  nicht  möghch  ist,  sobald  -g  der  auf  seine  kleinste  Benennung 
gebrachte  Bruch  oder,  was  dasselbe  ist^  a  and  ß  relativ  prim  sind. 

Hieraus  folgt  nun,  dass,  wenn  eine  Gleichoi^;  reelle  Wurzeln 
hat,  diese  entweder  ganze  Zahlen  oder  irrationale  sein  mUssen. 
Ist  die  Wurzel  die  ganze  Zahl  a,  so  ist 

a'  +  aa— »  +  6a"-*  + 1-  sa  +  /  =  0, 

und  da  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  letzten  den  CoefGcienten  u 
haben,  so  muss  a  auch  ein  Factor  des  Absolutgliedes  t  sein.  Wenn 
man  also  das  Absolut^lied  in  seine  ganzen  positiven  oder  nega- 
tiven Factoren  zerlegt  and  alle  die  möglichen  Factoren  für  x  ein- 
setzt, so  sind  diejenigen  Factoren,  welche  das  Polynom  zu  Null 
machen,  Wurzeln  der  Gleichung. 

Zar  raschen  Auffindung  der  Wurzeln  kann  man  sich  verschie- 
dener Methoden  bedienen,  wobei  man  zur  Vermeidung  erfolgloser 
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Versuche  sich  auch  der  CarteBischen  Regel  zu  eriunem  bat,  dass 
bei  lauter  reellen  Wurzeln  die  Anzahl  der  positivea  Wurzeln  gleich 
der  Zahl  der  Zeichenwechsel,  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln 
gleich  der  der  Zeichenfolgen  ist. 

§  71.   Methode  der  AusscUieasong  der  Factoren  des  AbBolat^edea, 
welche  keine  Wtmeln  sind. 

Wenn  das  Absolul^lied  viele  Primfactoreu  und  zusammen- 
gesetzte Factoren  hal^  so  kann  man  mit  Yortheil  erst  viele  Factoren 
als  Nichtwurzeln  ausschüeesen.  Zu  dem  Ende  substituire  man  in 
dem  Polynom  ic  =  -j-  1  und  —  1  und  bezeichne  die  Fehler  der 
Gleichung  beziehlich  mit  R,  und  R^.  Diejenigen  Factoren  von  t, 
welche  positiv  genommen  um  1  .vermindert,  kein  Mass  von  E,  und 
um  1  vermehrt  kein  Mass  von  ü^  sind,  können  offenbar  keine 
Wurzeln  der  Gleichung  sein.  Ebenso  sind  jene  Factoren,  welche 
negativ  genommen  um  —  1  vermindert  kein  Mass  von  jR,  und  am 
—  1  vermehrt,  kein  Uass  von  J^ ,  als  Nichtwurzeln  ausgeschlossen. 
Bleiben  dann  noch  mehr  Factoren  Obrig  als  es  Wurzeln  gibt,  so 
schliesst  man  weitere  Factoren  aus,  indem  mau  x  =  -^  2  und  —  2 

setzt  Tl.  8.  f. 

1.  Beispieh 

aJ>  —  12««  4-  47a;  —  60  =.  0  ;  (3  positive  Wurzehi). 
60  enthält  die  Factoren  1,  2,  3,  4,  5,  6,  10,  12,  15,  20,  30,  60. 
a:=  +  l;    /■(+!)=       1-12  +  47-60  =  -    24  =  R, ; 
a;  =  —  1 ;    /■(-  1)  =  -  1  ~  12  -  47  -  60  =  —  120  =  Jij . 
Zunächst  ist  weder  +  1   noch  —  1   Wurzel,   da  Ä,   und   R, 
von  Null  verschieden  sind.    Für  die  Übrigen  Factoren  ergibt  sich 
2—1  Factor  von  JJi ,  2+1  Factor  von  B, , 

3  -  1      «         ,,     „  3  +  l      „         „     „ 

4  -  1      „         „     „  4  +  1      „         „     „ 

5  -  1      „         „     „  5  +  1      „         „     „ 
6—1  Nichtfactor  von  i^ ,    6  +  1  Nichtfactor  von  Ä» , 
8-1           „            »     »       8  +  1  „  „     „ 
Ebenso   sind    alle    folgenden  Zahlen  Nichtfactoren;    demnach 

können  nur  drei  unter  den  Zahlen  2,  3,  4,  5  Wurzeln  sein.  Man 
findet  aber  fQr 

jT  =  +  2  ,    /■(2)  =  8  -  48  +  94  -  60  =  -  6  i 
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folglich  ist 

a!,  =  3,    a^=— 4,    3^5  =  5. 

2.  Beispiel. 

a;"  —  Sa;*  —  10a:  +  24  =  0 ;  (2  positive  und  1  negative  W.). 
Factoren  sind:  +  (1,  2,  3,  4,  6,  8,  12,  24). 
a  =.  +  1 ,    /•(+  1)  =  1  —  3  -  10  +  24  =  12,  (R,), 
a:  -=  —  1 ,    /^(-  1)  =  —  1  —  3  +  10  +  24  =  30,  (iij) . 
Man  schlieBse  diejenigeo  positiven  Factoren  aus,  welche  um  1 
vermindert   keine  Factoren  von  R,,   und  um   1    yenuehrt  keine 
Factoren  von  i^  sind;  also  1,  3,  6,  8,  12,  24;  femer  schUesse 
man   diejenigen  n^ativeu  Factoren  aus,   welche  um  1  vermindert 
kein  Mass  von^B,,  mn  —  1  vermehrt  kein  Mass  von  ü,  sind;  also 
—  1,  — 4,  — 6,  — 8,  — 12,  — 24.    Demnach  können  mög- 
licherweise nur  +2,  — 3,  +4  Wm-zeln  sein.     Aber  — 2  ist 
keine  Wurzel,  sondern  a;,  =  2,  aj  =  —  3,  a:g=-4. 

3.  Beispiel. 

«*  +  28a;«  +  42a;»  —  3402a;  -  19019  —  0  ; 
(3  negative,  1  positive  Wurzel). 
Factoren  sind: 

+  (1,  7,  11,  13,  19,  77,  91,  133,  143,  209,  247  . . .)  ■ 


Coefficienten: 

+  1 


42     -  3452     -  19019 


29     71     -  3381     -  22400  (—  H,}, 
27     16     —  3467     —  15562  (—  It,). 
Nichtwnraeln  Bmd:       7,  13,  19,      77,      91,      133,  u.  s.  f. 
—  11,  -  77,  —91,  — 133,  «.  ».  f. 
Wurzeln  sind: 

»,  —  —  7,    I,  — +11,    ij  — —  13,    «, 19. 

Wenn  die  CoeMcienten  gebrochen  sind  oder  der  Coefficient 
des  ersten  Gliedes  von  der  Einheit  verschieden  ist,  so  sind  auch  die 
Wurzeln  gebrochen.  Man  muss  alsdann  erst  die  Gleichung  in  eine 
andere  transformiren,  deren  Wurzeln  ein  Vielfaches  der  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichung  sind. 
1.  Beispiel. 

»•  -  1  n'^  +  l''  -S~  "'  (^  P""ti'«  Wurzeln). 

ÜMtUcMtn,  Orudiag«  d.  ut.  B.  mod.  AIe«bn.  15 
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Man  Betae  ^"=^^1  "Q"!  li^se  die  neue  Gleichang 
jf'-13»'  +  54s— 72  — 0 
Bnf,    Factorea  «ind;  1,  2,  3,  4,  6,  8,  9,  12,  18,  24,  36,  72. 
j  — +  1,    /(+!)=       1-13  +  54—72—        30  (B,), 

y 1 ,    fi—l) 1-13  —  54—72 140  (Ji,). 

Nichtwiraeln  sind:  1,  2,  8,  9,  12,  18,  24,  36,  72. 
Mögliche  Wurzeln  sind;  3,  4,  6. 


1    —13     +64     -  72 

+  3 

1     -  10     +24         (0) 

+  4 

1     -    6        (0)- 

+  6 

1         (0) 

Es  ist  also 

»,-8, 

P,-i,    y,-6; 

«.=i, 

^-h    ^-l 

2.  Beispiel. 

3»*  — 4«"- 

-  14«"  -  4»  +  3  —  0  . 

Man  substituire  ^  ^jUi  woraus  herrorgeht 
y*  _  4y«  -  42j/*  _  36y  +  81  =  0  . 
Man  findet 

y,  =  1  ,     y,  =-  -  3  ,     yj  =  —  3 ,     »,  ==  9  , 

X,=   ;,      «a  =  —   1  ,      iCj  — =  —  1  ,      3^4  =  3  . 

§  72.    Die  Methode  der  DiviBoren  nacli  Newton. 
Eine  sehr  practiaclie  Methode,  die  conunenanrabeln  Wurzeln 
zu  finden,  ist  die  folgende  von  Newton  Torgesclilagene.    Gegeben 
sei  die  allgemeine  Gleichung 

f{x)  —  a?*  +  Ol—'  +  fca:— »  H \-sx+t  =  0. 

Angenommen  a  sei  eine  ganzzahÜge  Wurzel,  so  ist 

t-\-  8a  +  ra^-\ f-  aa— '  +  «■  —  0 , 

und  wenn  man  durch  a  dividirt, 

~+  5  +  f«  H 1-  aa"-^  +  «■-'  -=  0. 
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Nnn  ist  —  gauzzahlig  und  mSge  mit  qi  beceichnet  werden. 
Setzen  wir  q  an  dieselbe  Stelle  und  dividiren  die  6Ieichiing  aber- 
mals dorcli  a,  8o  vird 

^L±l^r-] f- a«*^  +  «"^  —  0  • 

Wir  aeises  iriedwam  -  -  -  ^q,,  d.i-  eine  ganze  Zahl.  In- 
dem  wir  in  derselben  Weise  fortbhren,  gelangen  wir  schliesalicb 
za  der  Gleichong 

8=ii?  +  l-0. 
Damit  «  eine  Wotzel  sein  Ic&nne,  muss  diese  Bechnong  immer 
zum  Reste  —  1  fübreu.  Zar  AbkDizang  der  nöthigen  Becluiiingen 
ist  es  empfehienswerth,  erst  die  Gleichong  auf  x  ->  +  1  zu  prüfen 
und  die  Grenzen  au^Eosnchen,  zwischen  welchen  die  Wurzeln  liegen. 
Für  letzteres  hat  Newton  auch  eine  Methode  angegeben,  welche 
im  nächsteti  Paragraphen  milgetheilt  werden  soll.  < 

1.  Beispiel. 

w^  +  a«*  — 8«  +  10-=0. 
Factoren  des  Absolntgliedea:  +(2,  5,  10). 

«=         10         6         2—2-6-10 

«,  —  1         2         5-5-2-1 

«i  +  (-  8)  =       —^    —  6     -  3     —  13     -  10    —    9 

ft-----  2         — 

S.  +  3=  ___  -  6         - 

ft-         -__  __i 

Deswegen  ist  —  5  die  einzige  commensuiftMe  WntzeL 

2.  Beispiel. 

*•  +  21a:»  +  131  ic  +  231  -=  0 ;  (3  negatire  Wuraeln). 
■  Factoren:  -  (1,  3,  7,  11,  21,  33,  77,  231). 

X 1 ,    /<-  1) 1  +  21  -  131  +  231  —  120 . 

«--8    -    7    -    11     -    21    —   33    -   77 

,, 77-33-21     -    11    —     7    _     3 

j,  +  C+ 131)  —  +  64    +98     +110     +120     +124     +128 

5, 18—14—10  —  -  - 

S,  +  21-+    3     +    7     +    11 
a--    1-1-1 
Die  Wursieln  sind  also  aii  —  —  3,   a:,— =  —  7,    a^  —  —  11. 
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§  73.   Methode  der  Äufeaclmiig  der  Worzelgrenzen  nach  Newton. 

Um  bei  der  Aufsuchung  der  rationalen  Wurzeln  schneller  zum 
Ziele  zu  gelangen,  ohne  daes  man  die  Prflfong  der  Wurzeln  and 
Nichtwurzeln  auf  alle  ganzen  Factoren  des  Ahsolu^hedes  auszu- 
dehnen braucht,  kann  man  vorher  die  obere  und  untere  Grenze 
der  Wurzeln  annähernd  bestimmen.  Wir  beweisen  zu  diesem  Zwecke 
das  folgende 

Theorem.  Jede  Zahl,  welche  för  x  eingesetzt,  das  Polynom 
fiß)  und  alle  seine  DeriTirten  positiv  macht,  ist  eine  obere  Grenze 
der  positiven  Wurzeln,  und  jede  Zahl,  welche  fUr  x  eingesetzt,  das 
Polynom  ((x)  und  alle  seine  Derivirten  abwechselnd  positiv  und 
negativ  macht,  ist  eine  untere  Grenze  aller  Wurzeln. 

Um  dies  zu  beweisen,  gehen  wir  aus  von  der  Gleichung 

m~f(<i  +  ')-m+n>)\+n')^^  +  ---+r-o- 

Ertheilt  man  der  Variation  e  einen  solchen  Werth,  dass  alle 
Coefficienten  f{g),  f{e),  {"(/}, .  ■ .  positiv  werden,  so  muss  jeder 
Werth  von  y  negativ  sein;  d.  h.  alle  Werthe  x^—  b,  a^  —  s  u.  s.  w. 
negativ.  Deshalb  ist  e  grösser  als  die  gröBste  unter  den  Wurzeln 
XifX^ . . .  x^;  und  also  eine  obere  Grenze  der  Wurzeln.  Wenn  da- 
gegen alle  CoefScienten  abwechselnde  Vorzeichen  haben,  muss  y 
positiv  sein,  d.  h.  alle  Werthe  Xi  ~  e,  x^  —  z,  u.  s.  w.  positiv.  In 
diesem  Falle  ist  der  betreffende  Werth  von  e  eine  untere  Grenze 
aller  Wurzeln. 
1.  Beispiel. 

a7>  —  5a:*  +  »»  +  16i*  -  20«  +  16  =■  0  . 
Man  findet 
/■(y  +  «)=-  (ifS  _  5^  ^  B^  _|_  le^s  _  20f  4-  16} 
+  (5^  — 20«»  +  3£*  + 32^  —  20)^ 
+  (20«»  _  QOe'  +  B«  +  32)  ^  +  (GOs»  —  120^  +  6)^J 
+  (120if-120)^. 
Mithin  ist 
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/■(«)  —  «•  -  6««  +  «»  +  16«'  —  20«  +  16 , 
/•(»)  —  ö»*  -  20a"  +  S»"  +  32«  —  20 , 
rW  —  ZCIO«"  -  30«'  +  3«  +  16) , 
f"(«)  _  ecio»"  —  20»  +  1)  , 
r"W-120(»-l).         _ 
Setzt  man  s  =*6,  so  werden  alle  Derivirten  positiv,  und  setzt 
man  e  =  —  4,  so  werden  alle  Derivirten  abwechselnd  positiv  nnd 
negativ. 

Die  Factoren  des  Absolutgliedea  sind:  +(1,  2,  4,  8,  16). 
Die  conunensurabeln  Worzeln  der  gegebenen  Gleichnng  können 
also  nar  vorkommen  unter  +  (1,  2,  4).     In  der  That  ist 
a;,  =  — 2,  a^  — +  2,  3;,  = +  4. 

VI.     Die  Gleichungen  mit   bestimmten   Relationen  der 
Wnrzeln  untereinander. 

§  74.  Von  den  sogenannten  Bedacenten. 
In  vielen  Fällen  kann  die  Auflösung  einer  gegebenen  Gleichung 
auf  diejenige  einer  Gleichung  von  niedrigerem  Grade  rediicirt 
oder  von  der  Ausführung  einfacher  Operationen  abhängig  gemacht 
werden,  wenn  entweder  zwischen  allen  Wurzeln  derselben  oder 
auch  nur  zwischen  zweien  der  Wurzeln  eine  gegebene  alge- 
braische Beziehung  stattfindet.  Im  ersteren  Falle  lässt  sich 
die  gegebene  Beziehung  fast  immer  durch  gewisse  Functionen 
der  CoefGcienten  der  Gleichung  ausdrücken.  Diese  Bedingungs- 
gleichnngen  sind  von  mir  in  einer  früheren  Arbeit*)  mit  dem  Na- 
men „Beducenten"  bezeichnet  worden.  Wenn  irgend  welche  dieser 
Relationen  zwischen  den  Coeificienteii  stattfinden,  so  reduciren  sich 
z.  B.  die  allgemeinen  quadratischen  Gleichungen  auf  rein  quadrati- 
sche, die  kubischen  auf  quadratische  oder  rein  kubische,  die  bi- 
quadratiwhen  auf  quadratische  Gleichungen.  Die  in  den  vorher- 
gehenden Abschnitten  behandelten  Claasen  particalärer  Gleichungen 
sind  specielle  Fälle  der  angegebenen  Art.  So  z.  B,  gilt  fllr  die 
reciproken  kubischen  Gleichungen  die  Reducente  a'c  —  6'  =-  0,  för 
die  reciproken  biqnadratischen  Gleichungen  die  Reducente  o'd— c*=0. 


*)  Die  algebraüchen  Methoden  der  AuflOnuig  der  litteralen  qaadratüscfaeii, 
kubischen  und  biquadratiBCheD  Qleicfantigeii.    S.  10—18.    Leipdg  1866. 
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g  75.    Von  der  Aoflösuiig;  der  Gletcliaiigen,  denn  Worzeln  eine 
arlthmetlsolie  Progression  bUd«n. 
Wenn  die  Gleichung 

x*  +  aa?^*  +  h3^'  H \-sx-i-t-^0 

gegeben  and  von  ihren  Wurzehi  bekannt  ist,  dsss  dieselben  eine 
arithmetische  Frogreesion  bilden,  also  von  der  Form 

tc,     u-\-ß,     a  +  2/J,     u-\-Sß,... 
sind,  BO  lassen  sich  diese  auf  folgende  Art  bestimmen. 
Ea  ist 

~a  =  |r2«+(«-l)/J]«-na+*^^^, 

a'-2b  =  a'  +  {a  +  ßf  +  (a  +  2^)'  +  . . .  +  [a  +  („  ^  \)ßf 
-«a*+2[l  +  2  +  3  +  ---+(H-l)]«/J 

+  [l»  +  2»  +  ...  +  («-l)']y3> 

=  na'  +  H(«  -  1)«^  +  |(2«  -  1)(«  -  l)Hß'. 

MuUiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  n  und  subtrabirt 
davon  das  Quadrat  der  ersten  Gleicbung,  so  erhält  man 


»'(n-  -  1) 


/l'-l 
und  mit  HUlfe  der  ersten  Gleichung 

„  +  i„(„_i)P 


1.  Beispiel.    Gegeben  sei  die  kubische  Gleichung 

iC»  +  aaH"  +  6a;  +  c  =  0  . 
Mit  Anwendung  der  Formeln  findet  man 


^_]/i(»._3(,),      « J„_|/|(a._8i).. 

!  ist  also 

X, |a-l/|(a'-3J), 

1 

iTj  =  —  jj-a , 

^__^„  +  |/i(„._3i). 
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Bildet   man  hierron  die  Summe  der  Combiuationen  su  allen 
Clasaeo,  so  erhält  man  äii  kubische  Gleichung 

aJ  +  o»»  +  &a;  -  '"'  """^  =  0  . 

Damit  also  die  Wurzeln  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
muss  die  Reduoente 

2o»  — 9o6+27c  — 0 
sein.    Wenn  diese  Bedingung  erftlllt  ist,  so  verschwinden  aus  der 
CardaniBchen  Formel    die  Kubikwurzeln.    Die    vorstehende  Redu- 
ccute  iässt  sich  auch  wie  alle  andern  Beducenten  in  symmetrischer 
Function  der  Wurzeln  ansdrficken,  nämlich 

3.  Beispiel.     Gegeben  sei 

a:*  +  aar"  +  fca;*  4-  c«  +  d  «  0  . 
Mit  Anwendung  der  Formeln  findet  man 

U-j/pTTii^,      „__i„_?-|/i(3„>-86). 
Es  ist  also 


:,^__i„+i|/i(3„>_8S) 


•  +  iyi(3'''-8i) 


Bildet  man  nun  rflckwärta  die  Gleichung  wieder  ans  den  Bi- 
nomialfactoren,  so  resultirt 

3^ -\.a3^  +  ba^  —  |(a»-4a6)«—  ^(llo*+8o»fr-  144fr*) ^0. 

Die  Bedncente  o*  —  4ofr  +  8c  verschwindet  stete,  wenn  die 
Wuselii  eine  artUunetische  Progression  bilden,  and  die  Reducenten 

a»  _  4a&  _|_  8c  mid  IIa*  +  8a»6  —  144fr'  +  1600d 
verschwinden   gleichzeitig,  wenn    die  Wurzeln   eine   arithmetische 
Progression  bilden. 

Theorem.    Wenn  die  allgemeine  Gleichung  n""  Grades  von 
der   Cayley'scheu  Form  Wurzeln  hat,  welche  inegesammt  eine 
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arithmetische  Progression  bilden,  so  muss  die  kubische  Variante 
verschwinden. 

Gegeben  sei  das  Polynom 

ia,b,c,...t)lx,iy 

=  fla?«  +  (") 6a;-'  +  (2)  ca^'  +  ■  ■ .  +  (^) sa;  +  <  =.  0 . 

Ss  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Function 
Fj  —  26"  —  Zabc  +  a»d  =  0 
wird,  wenn  die  Wurzeln  die  arithmetische  Reihe 

a,     a  +  /S,     a-i-2ß,...  a  +  {n-~l)ß 
bilden.     Um   die   Coefficienten  b,  c,  d,.  ..t  durch   a   und   ß   aus- 
drücken zu  können,  berechne  man  £(x),  2J{3^,  .2(»*),  n,  s.  w.   Man 
erhält  mit  leichter  MOhe 

■SW-(")'^-2(8)j-»«'  +  »(»-!)«^+i(2»-l)(»-I)«|S', 

^w— (:y?+3(")G)r°-'ö^-»«*+'=^'"^ 

Hieraus  ergibt  sich 

I  [£(!)]'  -  f  2;(«)£(»^  +  £(»•)  -  0, 

oder  durch  Einsetzung  der  Werthe  in  a,  b,  c,  d 

-8(")^+K")^-='C)l-»' 

oder  kurz 

2&'  —  ^abc  +  (i«rf  =  0  . 
Das  Torstehende  Theorem  lässt  sich  nicht  umkehren  mit  Aus- 
nahme bei  den  kubischen  Gleichungen.  Verschwindet  nur  die  erste 
Reducent«  bei  den  biquadratischen  Gleichungen,  so  stehen  die  vier 
Wurzeln  nur  noch  in  einer  mthmetischen  Proportion 

Xi  —  j^  =  3^  —  x^ 
oder 

x^  —  x.^  —  «3  +  a;^  =  0  . 
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Bildet  man  von  dieser  Function  sämmtlicbe  YariationeQ  and 
maltipliciTt  aie  mit  einander,  so  erhält  man 

(«1  +  a^  —  «»  —  «JCflfi  —  ic,  +  a;,  —  3=0(2:,  -x^  —  x^  +  xjx 

(— «,  — a^+a^  +  *0(-a:,+Ä»  — a^  +  a;J(— a;,  +  fl^  +  a!g-a;,) 

=_  _  («s  _  4a&  +  8c)»  . 

Wenn  die  Quadrate  der  Wurzeln  eine  arithmetische  Propor- 
tion bilden  sollen,  so  mues  die  Reducente 

(V  +  V  — V— *«')(V— V+a^'— V)(V— V  — V  +  **') 

=  (o'  ~  26)»  —  4(a«  -  26)C6'  -  2oc  -\- 20)  +  8(c*  —  2&d) 
=  o«  ^  6a^6  +  8o»c  +  8o*6»  —  Sa'd  —  16aJc  +  8c» 

Terschiräiden. 

§  76.    Von  der  Aoflösung  der  Gleichungeii,  deren  Wnmln  eine 
geometrisohe  ProgreSBion  bilden. 


I  seien 

a,     aß,    aß*,    a^,.. .  ajJ^' 
die  tt  Wurzeln  der  Gleichung 

I"  +  astr-^  +  h3^*  H 1-  sa:  +  *  —  0 , 

so  lassen  sich  a  und  ß,   folglich   auch  sämmtlicbe  Wurzeln   der 
Gleichung,  durch  Auflösung  einer  reciproken  Gleichmig  finden. 
Znoächst  erhält  man  durch  Multipücation  aller  Wurzeln 

je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist    Bildet  man  die  Summe 
der  Combinationen  zu  je  zwei  Wurzeln,  so  erhält  man  daneben    - 

«V I  (1  +  «  +  2W+m  +  3{/)'  +  «  +  ■  ■•  +  (^►^+^*-')l  -  6. 
Snbstituirt  man 

so  erhält  man  mit  Hülfe  der  in  §  59  gegebenen  Gleichnt^ 

indem  man  den  Factor  ß"^-*  aus  der  Klammer  entfernt  und  zwei 
correspondirende  Gheder  verbindet : 
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»-«■^'xr-    -(»-ajr-'     +'"~f';~'W — 

+  2J--'  -2(n-4)r-^  +... 

+  2»'-  _2(„_6)j-'  +  ... 

+  3j— 

+  3y-'-... 
oder 

i.  -  »>^—  {,—  -(-  jr^  _  („  _  4);,-'  -  («  -  5)!/" 

+  i(»'-ll»  +  32)jr-'  +  i(»'-13»  +  44)!,-' }. 

Foteuziren  wir  diese  GleichiiDg  mit  ^  n  und  eliminiren  aus 
dieser  und  der  vorigen  Gleichung 

a'ß  >■»   =  +  * 
die  Grösse  a,  so  erhalten  wir 

r-"  +  y"^  -  («  -  4)y— •  -  (»  -  5)1/-«  +  . .  ■  =  fi  :  J^  . 
1.  Beispiel.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

a;*  -  21^  *>  +  89j»*  —  85«  +  16  =  0 

bilden  eine  geometriache  Progression;  es  sollen  dieselben  gesucht 
werden. 

Nach  der  Formel  ist  wegen  «  =  4,  ( ■=■  16,  b  =  89j  : 

Wählt  man  yi  '°°  -r- 1  so  wird 

Zur  Berechnung  von  a  geht  man  aus  von  der  gegebenen 
GleichoDg 

a*j3'  =  i-=16. 

Setzt  man  ^  av  4 ,  so  resultirt  daraus  a  ~=  t  i  ^^''  d)*i*  ß''^Tr 
Bo  reniltirt  a  «»  16.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  sind  demgemäss 
mit  Berücksichtigung  der  ersteren  Werthe  von  «  uud  ß: 
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Xi=a  ^  -         Xf  -^  aß  =•  l  , 
Äj  =  a^  =  4,    a:^  =  aj9»— 16. 
2.  Beispiel.     Aufzulösen 

"  «6  _  5«*  +  10a:»  _  lOa^  +  5a;  _  1  =  0  . 
Wegen  h-=5,  f  —  —  1,  6  =  10  erhalten  wir 

!/'  +  y*-y=io,   y  =  2,  ß=i,   a  =  i. 

Die  fQnf  Wurzeln  sind  demnach  «,  ==^ Xg'=x.j^x^  =  Xi^"l. 

§  77.    Tod  der  Bedaction  einer  Olelchuog,  tod  der  eine  Belation 
zwischen  zwei  Wurzeln  gegeben  ist. 

Jede  Gleichung  f(x)  =  0  kann  auf  einen  niedrigem  Grad  re- 
ducirt  werden,  wenn  zwischen  zwei  ihrer  Wurzeln,  z.  B.  Xj  und  x,, 
die  allgemeine  Belation 

«8  ■=■  vM 
gegeben  ist 

Man  setze  ip{x)  an  die  Stelle  toq  X  in  f(x)  ein  und  entwickele 
das  Polynom  nach  Potenzen  von  x.  Dasselbe  möge  mit  F(x)  be- 
zeichnet werden.  Die  beiden  Ftmctionen  f{x)  und  F(x)  werden 
gleichzeitig  gleich  Null  werden,  wenn  manx-^d;,  setzL  Es  mOsaen 
demnach  die  beiden  Polynome  einen  gemeinachaftlichen  Factor 
X  --  x^  haben,  welcher  leicht  gefunden  wird.  Man  erhält  sodann 
X,  und  mittels  der  Annahme  x^^fpi^,)  auch  noch  x,.  Dadurch 
wird  also  die  gegebene  Gleichung  um  zwei  Grade  erniedrigt 

1.  Beispiel,  /■(a:)«^:*- 7a;»+ 17«*- 17a;  +  6«0.  Die 
Summe  zweier  Wurzeln  ist  4. 

Zwischen  zwei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  gilt  die 
Relation 

x»  —  4  —  x,  =  91(3;,). 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  f(x),  so  erhalt  man 
F{xi)  0=  a:,*  —  9  V  +  29  «t»  -  39a!,  +  18  =  0 , 
and 

f{x^)—x^*  —  ^x^'  +  nx^*~nx^+    6  —  0. 

Der  gemeinBcbafUiche  Factor  ist  a^,  —  1 ;  folglich  a;,  i—  1  imd 

Diese  und  ähnliche  Bedingnngsgleichmigen  lassen  sich  meistens 
ia  Functionen  der  Coefßcienten  oder  in  Redacenten  darstellen. 
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Eine  solclie  ist  unter  andern  die  Discriminante.    Diese  verscliwindet, 
wenn  zwei  Wurzeln  a;,  und  x^  einander  gleich  sind.    Kacli  §  20  ißt 
D, (o»  —  46) , 

A  =  I  («6  -  9'')'  -?(«'-  3*)(*'  -  Söc)  , 

J)^  =  -  i  (6(oc  -  4(0  —  9(a»d  —  4&d  +  c*) ) » 

—  {(6«-3öc  +  12ii){(ac^4d)»  — 36(o*d-4ftd+OI;n-B.w. 

Hat  die  Discriminante  i).  den  Werth  Mall,  so  findet  man  die 
beiden  Wurzeln  Xi  und  9^,  indem  man,  wie  früher  gezeigt  worden 
ist,  den  gemeinschaftlichen  Factor  der  beiden  Polynome  f{x)  und 
/*(:e)  sucht  Diese  Beispiele  setzen  voraus,  dass  ^{x)  eine  lineare 
sei;  die  Function  kann  aber  Jede  beliebige  algebraische  sein;  es 
mSge  ein  Beispiel  der  Art  berechnet  werden. 

2.  Beispiel.  f(x)  =a^  ~Gx' -\' nx  —  &  =  0.  Zwischen 
Xi  nnd  X,  gilt  die  Beziehung 

«j  —  «1*  +  a;,  +  1  —  tp(^x,) . 

Setet  man  den  Werth  von  x^  in  das  Polynom  f(x)  ein,  so  er- 
hält mau 

V  +  3«i*  —  5«,»  —  X,'  +  2«,  —  0 
nnd  dazu 

V  — 6^  +  11^1  —  6  =  0. 

Der  gemeinschaftliche  Factor  der  beiden  Polynome  ist  a:,  —  1 
und  folglich  x,^l,  a;,  =  3. 

Die  Hauptaufgabe  der  Äuflösungskunst  der  algebraischen 
Gleichungen  besteht  im  Allgemeinen  darin,  die  gegebenen  Gleichungen 
so  zu  varüren  und  zwar  entweder  linear  oder  quadratisch  oder 
kubisch  u.  s.  w.,  dass  gewisse  Reducenten  Tcrschwinden  und  da- 
durch die  transformirten  Gleichungen  auf  einen  niedrigeren  Grad 
gebracht  werden  können.  Dies  Problem  bildet  den  Gegenstand 
der  folgenden  Untersuchungen. 
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Vierter  Abschnitt. 

Directe  AnflSsiiiig  der  Oleictmugen  TOn  den  ersten  rier 

firaden  durch  Snbstitntion. 


I.    Das  Princip  der  algebraischen  Methoden. 

§  78.  Von  den  Änflösongsinethoden  der  algebraisoheB  Qleieliiiiigen 
im  AUguneinen. 

Sämmtliche  Methoden,  die  Wnrzeln  einer  Gleichung  darza- 
stellen,  sind  entweder  directe,  d.  k  solche,  welche  die  Warzelwerthe 
der  allgemeinen  oder  htteralen  Gleichungen  in  einer  geschlossenen 
endlichen  Form  darstellen,  oder  Näherungsmethoden,'  d.  h. 
solche,  welche  die  Wuraelwerthe  der  Gleichungen  in  Form  einer 
convergenten  unendlichen  Reihe  oder  in  transcendenten  Ausdrucken 
darstellen.  Zu  den  Methoden  der  ersten  Art  gehQren  die  alge- 
braischen und  die  geometrischen  Methoden  der  Gleichungen 
der  ersten  vier  Grade  Bowie  einiger  specieller  Fälle  hShem  Grades*); 
zur  zweiten  Art  die  Näherangsmethoden  der  numerischen 
Gleichungen  und  die  Darstellung  der  Wurzeln  durch  goniome* 
triache  und  elliptische  Functionen. 

Die  Methoden  der  directen  AuflSsang  der  algebraischen 
Gleichungen  der  ersten  vier  Grade,  sowie  einiger  -particulärer 
Qleichw^en  h&herer  Grade,  welche  eich  auf  jene  reduciren  lassen, 
gründen  sich  auf  ein  zweifaches  Princip:  sie  sind  entweder  Sub- 
stitutionsmethoden oder  CombJnationsmethoden. 


*)  Dia  Unmöglichkeit,  allgemeine  Oleiohnn^n  vom  fOnden  und  höheren 
Gnden  anbnlOBen,  haben  Bnffini  nnd  Abel  bewiesen.  Han  yergl.  Baffini, 
DeUa  imolnbilitä  delle  eqnuioDi  olgebmiche  geneiali  di  gndo  enperiore  al 
qnarto.  Hern.  Soo.  Ital.  S.  180S;  Xtl.  1805;  Mem.  iBÜt.  Nuion.  Ital.  I.  180$, 
mtd  Abel,  UAn.  aar  lei  äqaationa  Alg^biiqnsB.    Chrütiania  1836. 
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a.  Die  Substitationsmethode,  durch  Ferrari  und  Vieta 
begründet,  durch  TschirnhauseD,  Ealer,  Lagrsnge  und  B£- 
zont  weiter  an^ebildet,  besteht  darin,  daas  man  eine  geeig- 
nete algebraische  Function  niedrigeren  Grades,  bestehend  ans  der 
Hauptunbekannten  x  und  einer  oder  mehreren  anderen  neuen  Hanpt- 
grSssen,  also  allgemein  F{x,  y,  «,«...)==  0  in  die  g^ebene  Func- 
tion X  einfahrt  und  von  dieser  ebensoviele  neue  Gleichungen 
(ReaolTenten)*)  r=0,Z"=0,  ü"  —  0  u.  a.  w.  absondert,  so  dasa 
durch  diese  Theilung  die  Auflösung  des  flbiigen  Theiles  der  Function 
X-=>0,  weicher  die  Reducirte  (r^duite  nach  Lagrange**),  ridotta 
ital.)  heisst,  ermöglicht,  d.  h.  auf  die  einbeherer  Gleichungen  redu- 
cirt  und  Ton  der  Ausfahrung  einfacherer  Operationen  abhängig 
gemacht  wird.  Dieses  Yerfahren  ist  durchweg  ein  künstliches  und 
setzt  zur  Entdeckung  neuer  Methoden  die  Anwendung  mannigfacher 
Kunstgriffe  rorans. 

b.  Die  Combinationamethode,  begründet  durch  Yander- 
monde  und  Lagrange,  ist  Mn  einfacheres  natflriicheres  Vei&bren. 
Die  verschiedenen  Methoden  dieser  Art  lassen  deutlicher  ihren  inneren 
Zusammenhang, '  sowie  die  Beziehungen  der  Hülfsgleichnngm  zu 
den  Wurzeln  der  Hauptgleichung  erkennen,  und  namentlich  auch 
den  Grad  derselben  im  Voraus  bestimmen.  Die  Combinations- 
method«  best^t  darin,  dass  man  für  gewisse  eiu&che  Combina- 
tionen  der  noch  unbekannten  Wurzeln  x^,  Xj,  Xg,  x^  n.  s.  w.  eine 
oder  mehrere  neue  Hauptgrßssen  tf,  g,  vus.  w.  substituirt  und  für 
diese  aus  den  CoefEcienten  der  ursprünglichen  Gleichung  X  >=■  0 
eine  oder  mehrere  Hülfsgleiehungen  (Resolventen)  Y^=0,  Z-^O, 
u.  8.  w.  ableitet,  welche  sich  leichter  als  die  gegebene  lösen  lassen, 
mithin  von  einem  niedrigem  Grade  als  diese  sein  müssen.  Die  Com- 
binatiosen  einiger  oder  aller  Wurzeln  Xi,  x,,  x,  u.  s.  w.,  welche  sich 
zur  Bildung  von  Besolventen  besonders  eignen,  werden  Typen***) 
genannt.  Dieser  Ausdruck  ist  zuerst  ron  Yandermonde  gebraucht 


^  DieBezBicluiung,,BeHolvente"r4UuiTonEuler  her.  HanvergL  Enler, 
De  formia  ladicnm  etc.  Comm.  Acad.  Petrop.  vet.  VI.  p.  !!88.  17SS. 

**)  LagTftnge,  BäflexiooB  mu  la  räsolntion  algäbriqne   des  äfnations. 
Noav.  H^tn.  de  Vacad.    Berlin,  1T7S  et  1778. 

***)  Blomitrand,  De  methodia  praecipois  etc.  pg.  U. 
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§  79.  Von  den  Bednoenten  der  Olelohangen  der  enten  vier  Grade, 
Mit  dem  Niunen  „Bedncenten"  werden  gewieae  Fnoctioiien 
der CoefBcie&ten a,h,c  ...  der  Hanptgleiehnngen bezeichnet*),  ivelche 
Terachwinden,  wenn  die  Gleichungen  sich  auf  einfachere  Formen 
reduciren  lassen.  Beispiele  dieser  Art  sind  bereits  in  §  75  benutzt 
worden.  Dieselben  sind  wol  zuerst  von  Mallet**)  zur  ÄnftSsung 
der  varürten  oder  linear  transformirten  Gleichungen  mit  Erfolg  an- 
gewendet worden.  Im  Allgemeinen  ist  die  Resolvente  einer  Gleichung 
Tom  zweiten  Grade  eine  lineare,  einer  Gleichung  vom  dritten  Grade 
eine  qnadratisi^e,  einer  Gleichung  vom  vierten  Grade  eine  kubische. 
Findet  jedoch  zwischen  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung 
eine  der  im  Folgenden  angestellten  Relationen  statt,  ao  reduciren 
sich  die  vollständigen  quadratischen  Gleichungen  meistens  auf  rein 
quadratische,  die  knbischen  auf  rein  kubische,  die  biquadratiachen 
auf  quadratische.  Eine  wichtige  Anwendung  der  Beducenten  be- 
steht darin,  dass  man  aus  ihrer  Beschaffenheit  die  gegenseitigen 
Beziehungen  der  Wurzeln  erkennen  kann,  und  femer  dass,  wenn 
sie  in  die  vanirten  Gleichungen  eingeführt  werden,  sich  ans  ihren 
Besolventen,  mit  andern  Worten  Anflösnngsmethoden  iOx  die 
Gleichungen  verschiedener  Grade  herleiten  lassen.  Die  Formen 
derselben  beziehen  sich  zunächst  auf  die  voUstSndigen  Gleichungen 
von  der  gew5hnlicken  Form 

af  +  asr-^  +  bscr-'  -\ [.  ja:  -f  /  =  0 . 

a.    BedacentsD  der  qnadratisohen  Oleicliiingeii: 

(1)  o  —  0 ;     (Geminante  —  (?,) 

(2)  a»  —  46  —  0  ;    (Discriminante  —  D.) 

(3)  fl*~4a»6  — 0; 

(4)  a'  -  6a*b  +  9a»6»  -  46»  —  0. 

.   b.    Bedacenten  der  knbiichen  Oleichangen: 
(6)  a^b  =  0;     (Eanonizante) 
(6)  o*  —  36  i_  0 ;    (quadratische  Variante) 

*)  Hntthieasen,  L.,  die  algebrÜBchen  Hetboden  der  AnflOanog  der 
Utteralen  qoadntiadieD,  knbivchen  und  biqaadratiicbeti  Qldahiuigen.  C.  pag.  10. 
Leipsig,  16S6. 

**}  Hallet,  Mova  uuljaii  aeqaationviii  lecondi,  tertü  et  quatti  gradna. 
Nov.  Act    UpMl.  III.    ITBO. 
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(7)  <i6-9<:-.0; 

(8)  6*  —  3ac  =  0  ;    (quadratische  BettOTariaBte) 

(9)  I.  2o'  —  Sab  +  270  —  0  ;     (tubiscke  Variaiile) 

n.  26*  —  9ahc  +  27c*  —  0  ;    (kubiscUe  Retroyariante) 
(10)  o'  —  27c  —  0  i 
(U)  a'c-V  —  0; 

(12)  o"  —  2(i'S  —  12o(i  +  i' —  0  i 

(13)  o'  -  ia'b  +  6oc  +  i"  —  0  i 

(14)  i(<it  -  9c)'  -  I  (a*  -  3S)(6"  -  3ac)  (Discriminantei),) 

-i(2o'  -  9ab  +  27c)'  -  i(.'  -  36)' 
—  ia'c  -  o'S'  —  ISaSc  +  4S'  +  27c»  —  0  i 
(16)  ifif  -  4ai'c  +  eic»  +  6'  —  0 ; 

(16)  I.  o'c-<.'!.'-6<.Jc  +  4S'  — 0; 
n.  a'c  +  Oc"  —  ßabe  +  !>■  —  0  ; 

(17)  06  —  c  =  0  ;    (Geniiiiaiite  Gj) 

(18)  o«  —  Wb.+  6o"o  +  9aV  -  9abe  —  U'  —  O. 

c.    RedacenteD  der  biqnadratiBOhen  Oteichangen: 

(19)  o  —  t  =  c  —  0  i 

(20)  ö  ^  c  ^  0  ;    (Kanonizante) 

(21)  I.  0*  —  4o6  +  8c  -"  0  ;    (kubische  Variante) 

n.  c*  —  46cd  +  8od'  —  0  i     (kubische  Retrovariante) 

(22)  o'ii  -  c"  —  0  i 

(23)  a'ä-ibd+(f  —  0; 

(24)  a'i  -  oSc  +  c"  —  0  (    (Gemiuante  -  ß,) 
(26)  af  -  Sa'b  +  166"  —  64.i  —  0  ; 

(26)  o«  —  6«"!)  +  Sn'c  +  8o'!>'  —  8o'<i  —  16<iic  +  8c'  —  0; 

(27)  o'  —  80'S  +  64ii'c  -  768o'ii  +  2048Sii  -  512c'  —  0 ; 
<28)  <•<  —  4o'6  +  80c  —  16ä  —  0  1 

(29)  6»  —  3(ic+12<i  =  0;     (quadratische  Invariaute  12  f) 
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(30)  —  j[b((>t:-id)  —  S(a'd-.ihd+c'f+'{b'-dae+12d) 
[(.<ic  —  iit)'  —  3b(a'd  —  Ud+e')]—-^{h'  —  'iac+V2ilf 

—  ^,  (12bd  +  aabc  -27c'  —  Zla'd  —  iVf 

—  256  (if  —  27  3"')  —  0  ;    (Di.criminante  ZI,) 

(31)  12bd  +  »abe  —  21c'-  21d'd  -  26"  —  0  ; 

(kubische  InTaiiaDte  432^) 

(32)  (i"  —  20«  +  2<i)'  -  3(i»"  -  2b)(c'  —  2bd)  +  12,? 

—  16(lbV-Uf  +f\  —  I2if,  —  0; 

(quadnit.  Inrarianta  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate) 

(33)  128(i.'^  —  b'f  +  Sbfjf  +  f--5i^'  —  iS2f,  —  0; 
(kubische  luTariante  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate) 

(34)  a,,  —  256(^,>  -  213-,')  —  0  ; 
(Discriminaot«  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate) 

(35)  So*  -  16a'i  +  64oo  -  266iJ  —  0; 
(biquadratiache  Variante  256  V^) 

(36)  Sc"  —  161»"^  +  64acd'  —  256if  —  0  ; 
(biquadratische  RetroTariante  256  Fi,,). 

Diese  Reducenteu  sind  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln, 
lassen  sich  also  in  Wurzeltypcn  darstellen,  wodurch  ihre  Bedeutung 
in  ein  klareres  Licht  gestallt  wird.  Wir  wollen  diese  Verwandlung 
nur  bei  den  wichtigsten  Reducenteu  vornehmen.    Es  ist  nämlich 

(2)  .-(»"-46) (x,  —  x,y—(i,  -i:,)x,  +  (x,-ii,)x,—D, 

_11      II'  1«.    S,  1  + 

li,     »,,        +]S,     S,  ;      ' 

(6)o'-36-.i[(i,-i,)'+(x,-i.)'+(i,-i,)'J 
>=  (a^ + J,j  a:,  + 1/,  a:.)  (a;3  +  Ji  «1  +  Ja  ^) 

—  l'^  —  'tf  +  (a^i  —  *s)  (*i  —  *i) 

—  («,  — ai)" -(*,-»,)(»■,- 1,)  +  («j— I,)" 
=(Xt—x^)(x, — X3)-^(x^—Xijix^  —  x,) 

+  ('t  —  ='i)i'i  —  't)i 

MUthieHU,  Onsdiaga  d.  ant.  u.  moit.  Algebra,  IG 
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(7)  -(ai-9«)_     Ji(a:,-i,)'+%(ai-Ji)'  +  li(a;,-I,)' 

—  2x,(x,—x,)'+(x,+x,)(x,  —  x,)(x,—x,) 

— 2ai(i,^il)'-(«,+l,Xa:i-^)(^-a:.)+2i,(ai— «,)' 

—  (».+»^i)(«i— «i)(a:i-ai)+(ii+«s)(«!— «i)(ai-»i) 

+  (.'i+x<)(x,—x,)(x,—x,) 
—x,(,x,z,—  2x,x,+x,x,)+x,(x,x,—2x,x,+x,x,) 
+!i'i(x3Xi  —  2x^X3  +  X3Xs); 

(8)t'-3ae-\lx,\x,-x,)'+x,\x,--x,)'+x,<{x,-x,)'] 
^(x^x^-\-J^XgX,i-}-JfXiXg){XiX^-\-J^XgXg-i-JiXiXf) 
—  Xi'(x,-x,)'  +  x,x,(x,-x,)lx,-x,) 
=^\^t—^y—^i^i(.^i—Xi){Xa—x,)+Xi\Xt—x^)* 
'-^XiX^iXi  —  x^)(,Xi  —  Xg)-i-XiX^{Xt  —  Xg)(Xi  —  Xi) 
+x,x,{x,--x,)(x,—x,)  ; 

(9)  I.  2a'—9iA+21i^{x,—2x,+x,)(x,—2x,+xJ(x,—2x,+x,) 

=~(Xi+'^iXt+JiXsf  —  {x,+JjX3  +  JiX3f; 

a.  —(2b'—Siibc+27(f)—(x,x,-2x,x,+x,x,) 

X(XiXs  —  2XiXi-{-  XjX^){XiX^ — 2x^X^  +  X,Xg) 

(xiXt-^-JiXtX^+J^x^Xty—iXjX^  +  J^x^+J'iX^Xif; 

(H)  tfe—b'—(x,'—x,x,)(x,'—x,x,)(x,'  —  x,x,); 
(14)  i(<ii-9<i)'-|(a'-3SX»'-3a«) 

— (x,-x,y(x,^x,y{x,-x,y-D, 
1     1      1    "         s,  s^   s,t+ 

Xi     x^      x^     =        Sj    S^    Sf        ; 
I,'    X,'    X,'        +    S,    S.    S. 

(16)  n.  a'c+ae"  — eoSc+i*— (»,'i,  +  i,'*>+*>'»i) 
x(*i^'+^.«.'+ai%')l 

(17)  o6 — c— — (3;i+a;j)(3;g+;r5)(a^+a:,)=(rj;     (Qeminimto) 

(21)  I.  —(a'—ial+ac)=(x,  +  x,—x,—x,)(x,—x,+x,  —  x^ 
x{x,—X3—X3+xj 
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I. 

«1 

«4 

*. 

»1 

d^ 

*! 

«1 

1^1  3!,     a^j 


=(x,+x,){x,+x,)(x,+x,)-^{x,  +  x,)(x,-\-x,)(x,'^x,) 
+  (a^s + *i)  (^  +  a:«)  (2^ + 3^4)  +  («4 + «i)  (a'i+a^)  (^4+ a^) 
-(^i+^»)(^  +  *»)(a^  +  ^4)-{^i+^.)(^*+^4)K+a^,) 
—  (a;,  +  cc,)  (3Tj + «4)  (3=1 + arj  —  (ar,+a;,)  (a^+i,)(a;,+a:j) ; 

(a*  —  4a6+8c)*=(a:i+a;ä  — a^ — x^)(Xi  —  Xi-\-x^ — x^ 

X{xi — '>'i  —  Xi  —  x^{~x^~Xf-\-Xj^+x^) 
X(— a;,+a^  — a^+a;J(— «i  +  Äg+aTg—a;,); 

(21)  II.  — (^~4icd'\-Sa^={x^x^x^^\^x^x^x^~x^x^x^ — XiX^x,) 

X  (a;,  x^  x^—  »i  Xg  x^-\-  x^  x^  x^—x^  x^  Xg) 

(22)  a'd—c^  =  (x^x^  —  x^Xf){xjX,  —  x^x^){x^x^ — x^Xg)] 

(23)  a*ä — ihd-\-(^:^(_x^x^^j'XgX^)(XlX^-\-X2X^){xix^-\-x^X))•, 

(24)  -(a'd-ahc  +  <?)  =  (x,+x,)ix,  +  x,)(x,-{-x,){x,-i-z,) 

x(2^  +  «4)(%+a^4); 
(26)  «•— 6a*Ä  +  8o'c+8o'6*  — 8a*d— leaftc  +  Sc* 

=.(o*-26)»— 4(o*-26)(fc*— 2ac+2d)  +  8(c*— 26d) 
— (ii^  +  a:,*  — a^a*  — V)(^i*~V+^3*~**') 
x(a:i*—  V— ^*+**') ; 

(28)  — (o*— 4o''6+8oc— 16d)  =  (a:,+aii+a^8~a;4) 
x(Xi+x,  —  Xs+x^{Xi—Xt+x^-\-xJ(—Xi'^x^-\-X3-\-x^); 

(29)  12?=6»— 3ac+12d=|[(xt-a:^)*(a:g— a:j)» 

+  (a;,— a:s)'(a^— a:j)^  +  (a;»— 3;(|)*(a:,  — a;^)''] 
"-[(a;ia;i  +  fl;jarj)  +  /i,(a:ia;,+a;sa:j+Ji(a:,ar4  +  a^a;s)j 
X[(a;i  3^ +  ^s3^i)+'^i(^i^+^s^i)+'^i(«i  3^4  +  ^2^)] 
[      [(3;,a;s+^^4)— (*i*4  +  *i^)]*  I 

1  +[C«iarj+a^a;J— (a:,a^|+fl;^a;4)j'  ) 


*)  ZebfnBB,    Anwendungen   einer  beBondern  Determinante.    Zeitschr.  f. 
Math,  md  Phys.  VIl,  S.  411.    Leipzig  1B62. 
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+  [K^+ai»,)— («,«.+»,  ai)] 
+  [(^«.+«.ai)-(*i».+*.«i)]' 

-i[(»,-«.)'+(*.-^.)'+f=^-«,)*]V 

-  [*.(«!— «.)'+^i(i,-ai)'+a!'(ai—a:,)']i, 

I  D,  — 256(?>-27?') 

— (»1  — «i)Vi— *i)'(^— ^J'fe— a:j)'(a:>— »J'fe— »<)' 

1    ]■ 


1 

1 

1     1 

j" 

1       1 

1 

^1 

*. 

I,   » 

]  __l 

"i   .». 

«i 

Zi' 

J?, 

*.'    a; 

1 

I,>      X,' 

Xj 

it.' 

as. 

V    » 

sl 

*■'    V 

V 

s. 

■s, 

S.     S, 

■s.  s. 

,    (Salmon), 

'S, 

s. 

s.  s. 

(31)  432*— 72M+9a6i;-27c'-27<iV— 2f 

x[(%+i4)(i>+»i)-2(i,i,+«,i,)J 
—  [— («1— ^)(ai— *.)— (x,-»,)(«,-3:.)] 
x[— (a^  — a^)fa;j  — a:J  — (Xj  — Xs)(a^— a:^)] 
x[-{li-x,)(i,-ij)-(3i-a;,)fe— ijll 

(32)  Vif^,—(lf-2ac  +  2d)'-3(a'-2b){c'—2bd}+12d' 

-|[(«i"-'«,7(V-V)'  +  (*,'-».')'W-i.")' 
+  (3i'-x.')'(i,' -«,')■] 

— [(i,V+«A.')+J/»,X'+»jX')+Ji(»iV+*!V)J 

X[{xi%'+XaW)+'^i(^\*+^W)+'^i(XtW+Xt%')} 
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(33)  432^, 2(J'-2«;+2<0'-27(o'-26)W— 27(e'— 26<0' 

+  9{a'  —  2h)(j>'  —  2ac+2i)(if—2h<l)+12(V'—-2ac+2djd' 

x[-(%'— i.')(V-«.')-C«,'-«.')(V-i.')] 

x[-(V-^i')fe'— ».')-(V-'i')(»i'-*.')] 
—  128(S»?— S'^'+Si^S'+if'— 64r')i 

(34)  Z>,.,  — J),(J'— 96J'+54€f)'— Z)j{o'(i-oSc+c')'i 

(36)  256K,— -(31,— 3i— ai— 3;0(-i,+8a:,  — 1,-1,) 

x( — Xi— a^  +  3:Cj — a:,)(— a^  — a:g  — a;a-t-3a;4). 

d.     DiacuBsioD   der    nichtigsten  fieducenten   der  Cayley'achen 

(o,i,cHa;,y)', 
(»,l,»,d))a;,j,)-, 
(a,  &,  c,  (i,  e)  (x,  y)*  . 
Bei  der  Transformstion  der  vorangehenden  in  der  Auflöaung 
der  Gleichungen  vorzugsweise  in  Betracht  liommenden  Reducenten 
werden   wir   ans    der  Kürze  wegen   folgender   Bezeichnungen   be- 
dienen ; 

(2)y    J>,  —  ac-b'  —  J,,i; 

—       +  1  o    S 
(2)r     D,-      !j    ,^; 

(6)^     J,,,  —  ac-P r,; 

^^)r  ad^hc F,i 

{S)r  hd—f — y;.,; 

(9)y      1.  2t'-3<iSc  +  o"i-r,; 
n.  2f  —  Ucd+adf—V,,,; 
(11))'    Vd  —  a<f  —  r; 

(14)j.    a'B,  —  (2i>"  -  3olc  +  oM)"  -  4(6"  -  ac)" 
_oV,.,  — F,'-4F,'; 
«i^S,  —  (2c"  -  Sdei  -f  <?<•)'  -  4(c'  -  6<ri> 
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(14)).    II,  —  {ad  —  Sc)>  -  4(<.e  —  6')(tiJ  —  e^ 
+  1     (ad-  be) ,    2(ac  —  i')  j 
~      |2(6ii-c'),       (<i(i-l»)|  + 

+  \a  2h  -c  0 

_      i  0  o  26  e 

1  i  2i;  li  0 

j  0  b  2c  li    + 

Nach  Cajley  findet  noch  zwischen  der  Discriminante  i),  und 
ihren  partiellen  Differenzialquotienten  folgende  Beziehung  statt: 

/■3'B\      /3'D\     /d'D\ 


432  D,' . 


{la-)  {iacb)  {e^ec)  [daDd) 

/_aVD\  fd'D\  /d\D\  /^'D\ 

\8b8a)  \8bi}  \db  Sc)  \8bSd) 

/d^\  fS^\  /B'Z.\  /^^D\ 

[dcia)  \icSb)  {gc- )  (edä) 

/8'g\  /'?!?\  /»'DN  /e^\ 

[ßddaj  [ddd'b)  \JdVc)  \8d') 


(21))-      I.  K,  —  2J'  -  3«!)(!  +  a'd  ; 
n.   Fi,,— 2.?  — 3e<ie  +  e'Si 
(22)].    i7— 6"«-a<fi 
(23)).     F,  —  26'e  —  3oce  +  2a<?  ; 


(24)).     Z  —  i'c  -  6Sc(J  +  Ol?  - 


+ 


6    0 
3c    d 


Sc  i  + 


(26)7     "^  —  326'  -  72<ii'c  +  Wa'Vd  +  36o'i.V  -  o'iV 

-  12a'bed  +  aV; 
(28)).     «  —  16S'  —  24oJ>c  +  »a'bd  —  a'e  j 
(29)).    J<,,  — oe- 46<!  +  3c'; 
(29)).    J,,,_ 

o(6e— ai)'-46(cg-d')(.wi-tc)+*(crf-6e)(&'— ac)rf-(6e-ad)V 


eb'-d'a  ■ 

' 

' 

(30)7 

A 

—  ./<,« 

-Ja 

.-27J1,,; 

(30)7 

s. 

-[oc 

-6(i] 

—  9 

[(ad- 

Sc)(te-c.J)+2(<.c- 

-V){o 

e-^\  [ae- 

-bi\ 

„Gooi^lc 


§  79.    Die  Bedncenteii. 

+  27(05  -  6")(6e  -  cHf  +  27 («  -  f)(ad  -  hcf 
—  81(0»  -V)Q,d  —  if){ce  -  iP) 
+     {ae—hd),  itfie  —  ed),  3(ce—d') 

—      I  3(«i-te),  ([<«!-M]+9[M-cl),  3(S«-(<0 
I  3(<.c— »■),  3(<ii;-6c),  (ae—bi) 

+    o  3i  3c  d  0  Ol 

0  a  36  3c  <J  0 1 

0  0  o  3(  3c  li 

J  3c  3d  e  0  0' 

0  6  3c  3<i  e  0  ; 

0  0  4  3c  3ii  c  !  + 

Iflt  die  bikubiscbe  CoTariante 

so  ist  noch  Salmon 

jB.  — ^G  -  6DF+  IbCE-  lOIf, 

d.  1  die  quadratische  Invariante  -Ton  Ct,f ,  und 

—  ^D,  —  BF—iCE  +  3If, 

d.  i.  die  quadratische  Invariante  von  der  Form 

(,S,C,B,E,Fflx,y)'. 

Ea  lassen  sich  noch  andere  Formen  von  D«  aufstellen.    Ist 
nämlich 

o  6      -(0  +  2^) 

^_  6         (c  — »)        d         ,—0, 

(c  +  2,1)       (i  e 

so  ist 

2),  _  16(J, 
Sind  ferner 


■«■(».-«•(»■-l,)'- 


die   partiellen  Differenzialqnotienteu  äer  ^-Detemunant«,  so  ist 
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Bezeichnen  endlicii  <p,i',  %  die  drei  Terschiedenen  Werthe  der 
Function 


1    Kleiiileft/     ii/(^A 


'ej\  (dd\ 


und  beziehungsweise  ^ip,  ^ip,  ^%  ihre  Discriminanten,  so  ist 

(31)/  J4.J  — «cc  +  2fccd  — od»  — c6*  — c* 

\\.iad  —  6c)*  -  (ac  —  h*)(ae  -  c*}] 

=■  -  ~i{eh  —  de)*  -  iec  -  rf')(ae  —  c*)] 

+  1  a    6    c 
=      i  t    c    rf 

c    (Z    e    + 
(35)y    yj  =  36*  —  6a6'c+ 4a*6rf— a=e; 
(ae))-    r4,4  =  3d«  —  6erf»c  + 46*^6  —  6^0. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  ^  0  können  im  Allgemeinen 
als  die  AbsciBsen  der  Durchschnittspunete  der  Curve  y  =  f{x)  mit 
der  Ahscissenaxe   betrachtet  werden.     Von   diesem  Gesichtspuncte 
aus  wollen  wir  vorläufig  die  Bedeutung  jener  Fälle  hervorheben,  in 
denen  die  vorstehenden  Functionen  der  Coefficienten  verschwinden. 
1.    Die  Redocentea  der  qaadratiacben  Qteichnngen. 
(l))".     Wenn  die  Geminante  G^  verschwindet,  also 
G,  =  0 
wird,  so  bat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen. 

(2)y.    Wenn  die  Discriminante  Z)j  verschwindet,  also 
D^  —  J,,  =.  -  Fj  —  0 
ist,  so  hat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzelwerthe. 
2.    Die  Reduceaten  der  knbinchen  Oleichnngeti. 
(6)?',  0)'y<  (8)}'.     Wenn  die   Covariante  Ca,»  identisch  d.  h. 
mit  allen  ihren  Coefficienten  verschwindet,  so  sind  alle  drei  Wurzeln 
einander  gleich.     Demnach  ist  für 

r,=  K=  r,.s  — 0 
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die  g^ebene  Function  f  ein  vollständiger  Knbus  und 
f^aix  +  -yf. 
(9)y.  I.     Wenn  die  kubische  Variante  verschwindet,  also 

n-o 

wird,  80  ist  eine  Wurzel  das  arithmetische  Mittel  der  beiden 
übrigen;  d.h.  die  drei  Wurzelwerthe  sind  einander  arithmetisch 
engeordnet  oder  bilden  eine  stetige  arithmetische  Proportion. 

(^)y.  II.     Wenn  die  kubische  Retrovariante  versdiwindet,  also 

n,i  —  0 

wird,  so  ist  eine  Wurzel  das  harmonische  Mittel  der  beiden 
übrigen,  mit  andern  Worten:  die  drei  Wurzelwerthe  Bind  einander 
harmonisch  zugeordnet  oder  bilden  eine  harmonische  Pro- 
portion. 

(ll)y.     Wenn  die  Function  P  verschwindet,  also 

r—O 

wird,  80  ist  eine  Wuizel  der  kubischen  Gleichung  f{x)  =>  0  das 
geometrische  Mittel  der  beiden  andern,  d.  ,h.  die  drei  Wurzel- 
werthe Xi,  Xi,  x^  sind  einander  geometrisch  zugeordnet  oder 
bilden  eine  stetige  geometrische  Proportion. 

(14)^.    Wenn  die  Discriminante  oder  die  biquadratische  In- 
variante der  kubischen  Gleichung  verschwindet,  also 

D^  =  J^^^  =  0 
wird,  80  hat  die  Gleichung  mindestens  zwei  gleiche  Wurzeln. 

(21)y.  I.     Wenn    die   kubische   Variante   der   biquadratischen 
Gleichungen  verschwindet,  also 

Fa  =  0 
wird,  so  bilden  die  Wurzelwerthe  a;,,  x^jX;,,  Xt  eine  arithmetische 
Proportion  und  im  speciellen  Falle  eine  arithmetische  Progres- 
sion.   Man  kann  auch  ef^en:  die  vier  Wurzelwerthe  sind  einander 
arithmetisch  zugeordnet. 

(21)}'.  n.    Wenn  die  kubische  Ketrovariante  verschwindet,  also 

f;,*  =-  0 

wird,  so  bilden  die  vier  Wurzeln  im  speciellen  Falle  eine  har- 
monische Reihe,  z.  B. 

3  J,  X,  SjKi  I, 
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(22)  y.     Wenn  die  Function 

J7=0 
wird,  so  haben  die  vier  Wurzeln  je  zwei  und  zwei  gleiche  oder 
Isnter  gleiche  Vorzeichen  und  bilden  eine  geometriBche  Pro- 
portion, im  speciellen  Falle  eine  geometrische  ProgreBsion.  Man 
kann  auch  s^en:  die  Wurzeln  sind  einander  geometrisch  zu- 
geordnet 

(23)  y.    Wenn  die  Function 

wild,  so  haben  die  vier  Wurzeln  je  ein  und  drei  gleiche  Yorzeidien 
und  ihre  Quadmte  bilden  eine  geometrische  Proportion. 

(24)y.  Wenn  die  Geminante  verschwindet,  also  die  Function 
G.  -=  —  2:  =  0 
wird,  80  hat  die  Gleichung  mindestens  ein  Paar  gleiche  Wurzeln 
von  entfjegengeaetztem  Vorzeichen,  Wenn  also  ihre  DiBcriminante 
nicht  gleich  iN'ull  ist,  so  verschwindet  jedenfalls  die  Discrimioante 
2>4,i  der  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate. 

(26)/.     Wenn  die  Function 

wird,  80  bilden  die  Quadrate  der  vier  Wurzeln  eine  arithmeti- 
sche Proportion  oder  sind  einander  arithmetisch  zugeordnet. 
(28)y.     Wenn  die  Function 

vrird,  Bo  ist  eine  Wurzel  gleich  der  Summe  der  drei  Obr^n. 

(^)y-  Wenn  die  quadratische  Invariante  verschwindet,  also 
J*.t  ^  0 
wird,  80  sind  die  vier  Wurzeln  entweder  einander  Squianharmo- 
nisch  zugeordnet  oder  die  Gleichung  hat  drei  gleiche  Wurzeln. 
In  diesem  Falle  mnas  aber  zugleich  die  Discriminante  D^  ver- 
schwinden.   Da  nun 

ist,  ao  muss  ebenfalls  die  kubische  Invariante  t7i,3  verschwinden. 
^  (3i)y.    Wenn  die  kubische  Invariante  verschwindet,  also 

J*,8—  0 

wird,  so  bilden  die  vier  Durchschnittspunct«  der  Cnrve  y  =  f(_x) 
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mit   der    Abacissenaxe    auf   dieser    vier   harmonische    Puncte. 
Denn  aus     • 

(»,  —  ajj)*  —  (3;,  +  a:,  —  237,)  (3;,  +Xi  —  ^x^  =  0 
folgt 


5iL 


d.  h.  die  Differenz  der  Wurzel  x^  von  einer  der  drei  öbr^en,  z.  B. 
Xf,  ist  das  harmoniBche  Mittel  der  Differenzen  derselben  Wurzel 
von  den  beiden  andern  a:,  und  x^ .  Die  Gleichung  bleibt  bestehen, 
wenn  ai^  =  «j  ■=  x^  ist,  also  drei  Wurzeln  einander  gleich  sind. 
Hieraus  erklärt  sich,  warum  J«,»  zugleich  mit  J^^t  verschwindet. 
(35)}'.  Wenn  die  biquadratische  Variante  verschwindet,  also 
die  Function 


wird,  so  ist'  eine  Wurzel  gleich  dem  arithmetiüchen  Mittel  der  drei 
übrigen. 


§  80.    Vou  den  sabstitoirten  Functionen. 

Die  SubstitutionenwillkUrlicher  algebraischer  Functionen,  welche 
von  den  Algehriaten  angewendet  worden  sind,  um  die  Reduction 
einer  Gleichung  zu  bewerkstelligen,  sind  von  der  verschiedensten 
Art,  Das  Verfahren  führt  im  Allgemeinen  zu  zwei  besonderen 
Functionen,  einer  Re solventen  und  einer  Beducirteu.  Der 
wesentliche  Unterschied  zwischen  der  Reducirten  und  der  Resol- 
venten  ist  der,  dass  die  Reducirte  von  dem  Grade  der  gegebenen 
Gleichung  bleibt  oder  wenigstens  den  Charakter  derseU>en  bei- 
behält, die  Resolvente  aber  von  einem  andern  zumeist  näcbst- 
niedrigerem  Grade  ist.  So  ist  z.  B.  bei  den  biquadratischeu 
Gleichungen  jede  Resolvente  vom  dritten  Grade  oder  wen^tens 
stets  auf  denselben  reducirbar,  was  in  dem  Umstände  begründet 
ist,  dass  sich  die  vier  Wurzeln  auf  drei-  (oder  6)  fache  Art*  zu 
zweien  comhiuiren  lassen.  Die  Form  der  Resulventen  kann  je  nach 
der  Metliode  der  Auflösung  eine  sehr  verschiedene   sein.     Indess 
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wird  sich  in  der  Folge  ergeben,  dass,  wie  xnerst  B»ll*t  geteigt 
hatjSämintHcheAaflösimgsinethodeD  der  biquadratisL-lien  Gleichungen 
auf  die  getneinschaftliche  Resolvente 

r*  — iAz  +  2#  =  0 
fSturen,  wo  f  die  quadratische,  ~^  die  kubische  Invariante  der  bi- 
quadratischen  Gleichung  bezeichnen.     Aehnlichea  gilt  von  den  Re- 
solventen der  kabischea  Gleichungen. 

Ea  sollen  hier  zuDÜchst  sämmtliche  bb  jetzt  angewandten 
Snbstitationen  in  einer  bestimmten  Ordnung  zusammengestellt 
werden.  Dieselben  lassen  sich  in  sieben  gesonderte  Klassen  ein- 
theilen,  wobei  die  eingeführten  Hülfsgrössen  mit  der  ünbekauiten 
X  eine  algebraische  Function  von  verschiedenem  Grade  bilden 
und  zwar 

a.   eine  lineare  FoDCtiou  von  x-. 
(1)  (I,  m)**)  i-  —  («  +  ri  =  0 1  ?  Ferro  (1505  oder  1Ö15), 
oder  j' —  {/,  4-2j  =  0  J   Tartaglia*    (,1»41\    Car- 
dano*  (104;')),  Hudde»  (lC5St},  Euler*  (1770), 
Hulbe'  a7y4),  Guglielmini*  (180i>),  Gruuert 
.  (1863). 
^  (2)  (II,  m,  IV)  iF  —  (j:'  4-  ^)  =  0  ;    (lineare  Variation) 

Vieta  (1615),  Mallet  (1780),  Hulbe  (1704), 
Schönheit  (1812),  Francoeur*  (1837),  Cookie 
(1841),  Bretschneider  (1844),  Schlesieke  (1851), 
BjSrling  (1852),  Arndt  (18G4),  ünferdinger 
(1864). 

(3)  (ni)  x~(^  +  s\=0;    Hulbe  (1794),  Veriot  (18G5). 

(4)  (11,  IV)  a:  -  (f/M  +  2)  =  0  ;     SchlömUch  (1861). 

*)  Qnart  JouTD.  of  Math.  Vll.  p.  e  a.  SSB.  1866.  Man  vergleiche  Zeitacbr. 
t  Math.  o.  Phy«.  XVni.  S.  »4.  1878. 

**)  Die  TOmiachen  Ziffera  beieichnen  den  Grad  der  Qleiohnng.  Die  mit 
*  buzeichneten  Methoden  setzen  die  WegacbHfFung  de«  zweiten  Gliedes  voraus. 
Die  Substitutionen,  bei  denen  kein  Name  veraeichnet  ist,  sind  vom  Terfosaer 
mit  Erfolg  angewendet  worden.  Da  ca  unmöglich  ist,  bei  den  einzelnen 
AntorenihreAbbandluQganzu  citiien,  durchweiche  dieser  Zweig  der  Änaly  sie  in 
irgend  einer  Hinsicht  gefSrdert  worden  ist,  so  mSge  ea  gestattet  sein,  nur  die 
Jahroizahlen  hinzuzusetzen  und  den  Leser  auf  dsa  im  Vlll.  Abschnitte  auf- 
gestellte Terzeichnies  der  äesammtlitterator  hinzuweisen. 
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m  am  x-ß-A-o\  ^i"»'  ('«i^)'  ^'*^'  ("«»x 

V        I  Haloke'  (1719),  Hnlbe«  (17M), 

oder  «■  +  I«  -  t  —  o|  Michaelis»  (1852). 

(6)  (ni)  «11  —  \  1 9t)'  -  3o»  +  (a'  -  31)]  —  0  i  ScUeBiclie 

(1848),  Grunert  (1848). 

(7)(m)x.-(.'-|M  +  «)-0. 

(8)  (ni)  in— («■+<•«' +  (6 +  •)»  +  <:]  — 0;  Hulbe  (1794). 

(9)  (IT)  ««•  +  (^  +  0«  -  j  A  —  0  ;  Hnlbe'  (U94). 

(10)  (IV)  M>  +  (»>  +  io«"  +  Ca  +  H)  —  0 ;  M.  (1866). 

(11)  (ni)  i(3»"  +  3«<  +  l)  -  (3»»"  -  2(>«  -  3c)  —  0 ; 

Lockliatdt*  (1825). 

(12)  (in)  1 1^3^  +  3«»  - 1  (»■  -  3i)] 
-r3««'+|(o'-3S)»— i(2o'-9o6+27c)'l— Oi(1866). 

(13)  (III,  IV)  a:  -(«  +  »  +  «>)  —  0 ;     Enler«    (1732) ,    La- 

grange'  (1794),  Boutdon»  (1880),  Orunert  (18^3). 

(14)  (n,  m,  IV)  x  —  (ye^  +  yi,  +  Ye,  +  --)—0; 

Euler'  (1732),  Lagiaage. 
(16)  „  a:-(4j^  +  l!>^  +  Cv^  +  --)-0i 

Buler'  (1763),  Waring*  (1762). 

(16)  ,  x—(AyV+BVV  +  cyV+--)—lis 

B^zput«  (1762). 

(17)  (m,  IV)  X  -U,'V7  +  ».yi'  +■  e,yV  H )  —  0  ; 

Moaabrugger  (1857). 

(18)  (IV)  I  -  [ yAi^'B  +  yAir+  2  +  VJi^+'B] — 0 ; 

Cajley,  Lebeegue*,  Hesse,  Hermite  (1858). 

(19)  (U)  x-(«  +  vV:^  +  «,y^V^'i)-0; 

Schemer  (1851). 

(20)  (in)  i_[(„  +  ,i/=i)  +  („,  +„.>/^rT)]_oj 

anmert'  (1845). 
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(21)  {W)  x-(l  +  «  +  v-+te)  —  0;    Granert  (1863). 

(22)  (ni)  a!-iri  +  jy:^  +  -^'+^l_Oi  M.C1860). 


(24)  „  i— ?ij±M— 0;  Bezoul»(1762),  Legendte 

(1811),    Bretachoeider  (1844),    Heilermaim 
(1866),  Spitz  (1859),  MatthieBseii  (1866).       . 

(25)  „  x—(l  +  y  Jii)  —  0  ;     Sonuner  (1866). 


(27)  (n,  in, 

IV) 

X  - 

-('+= 

'^yo 

(28) 

X  - 

-m 

i)=0. 

(29)    '       „ 

X 

2£U 

-0. 

(30) 

X 

~   8?  — M 

—  0. 

(31)  (n.)  X- 

.«L: 

-b 

=  0. 

(32)  (H)  x~ 

e- 

~+~ 

—  0. 

(33)(in}a:- 

1 

8 

UV 

u  +  v). 

-0. 

(34)  (11.  m) 

X  — 

-- 

ir» 

b.    eine  quadratische  Function  Von  x: 

(35)  (ü)  («  +  i  aV  _  i-  (o'  _  4S)  —  0 ;    Diophant  (860), 

Aryabbatya  (500),  Brahmegupta  (630),  Omar 
Alkhayyami  (1050),  Bhaacara  (1180),  Pibonacci 
(1202),  Pin  Kue  (1693) . 

(36)  (n,m,IV)  »>  — («  +  »)_0. 

(37)  „  a:"  — 2»a: +  «■-«  — 0;     Hiilbe  (1794), 

MatihiesBen  (1863). 
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(38)  (II,  III,  IV)  x'  +  ox  +  u-O. 

(39)  „  i'  +  «» +  («—(/)  —  0 ;         TjchiniLaiis» 

(1683),  Bring«  (1786),  Lagnmge  (1770). 

(40)  (II)  x'  +  vx-b  —  O. 


(41) 

—  0. 

(42) 

» (:-:-:■.)■+'=«• 

(43) 

» ^y-»-"- 

m 

'.  (j^y-=s-ij 

•  +  "»,     ■ 

•  +  2S., 

«■-s 

(«)  .  (S-:)"-:-^K- 

(46)  (III)  3a;*  +  2ox  +  6  - 
3a:  +  o  —  «  =  0, 

0. 
»-0,1 

J 

;     Arndt  (1864) 

(47)    „    (x''+oj  +  |6)r,  +  (i  +  |«)r,-j-0i 

Hennite  (1856). 


c.  eine  liiibiacke  F 
(48)  (ni)  a?  —(«'  +  «)-  0 


(49)  „      (ii^y  -w  —  0;     Bezout»  (1762). 

(50)  ,      C^y  -V~^>    Jofni»"""'  (1859). 

(51)  ;     — ? -v-»- 

(62  a)   „      ('^^^Y-''-tS-''l     Faure  (1864). 

lo^oj  „     (^»_,,j  — a+Si,      s«,'-i     v  +  «     oV  +  i". 

&/,'-[-  3c«,'  "^  ae,=  —  3ce, 
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"'.■  +  »»,"  +  1", 

+  « 

+  »)' 
+  «)• 

-(ab- 
-(aj. 

Matthiessen 

(53) 

(III)  i^  +  vaf  +  vx  —  c  —  0. 

(54  o)  (IV)  lif  +  ui'  +  vx  +  iw- 

■y)- 

.0; 

Tschirnhaus 

(1683),  Lagrange  (1770),  Bring  (1786),  Jerrard 
(1856). 

(546)      „      (r'  +  i^  +  hx  +  lc^T,  +  (z'  +  ai+li^T, 

+  (x  +  l  a\  T,  —  9  —  0;     Hermil«  (1856). 

d.  eioe  biquadratiBche  Fnuctioti  von  x: 

(55)  (IV)  (*■  +  s)'  -  (i  j/äj-l  +  yF^^)'  =  0 ;     Fer- 

rari* (1545),     Bombelli*  (1572). 

(56)  „     (x'+lax+)')-[xy2y+^'--l+Yy^7ij'-0; 

Simpson  (1745),  Lagrange,  Waring  (1762). 
(.57)      „      (J4-I)'-«''  — d;    B&ont»  (1762) 

c  -ay,g,  4_— _«!* 

Hit  Variation:  x  ^  (,x'  +  e)  =- 0  und  Rcducenten: 

(63)  (IV)  (S-1  -: + y-  «■  -  0,    ^;r;5^: 

lUttklMWa,  Otiudiaia  d.  kat.  u.  uod.  Alsrbn,  IT 
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/«■^  +  yx  +^,V_  £l  _  n-  Redncente  (23): 


(60)  (IV)   f- +  1' +-•')■- J- Ol     .M-4^«  +  /-0. 
A'+i-^'  +  '.y  Redacente  (21): 

CO)    ..    (^f^+-^)'-i-o.  „        „ 

e.    zwei  lineare  Fanctionen  Ton  x: 

(71)  (II)  («  +  |o  +  «)(«  +  i»-«)-0. 

(72)  (II, IV)  a:-(ii+V':^)  — 0;  Franke  (1860). 

(73)  „        a;  —  s  {1  +  y^^»)  i    Job  (1864). 

(74)  „        a;- (o  +  |)>'^l)— 0;    Bjtelwein  (1824). 

f.  zwei  quadratische  FBctoree; 

(75)  (IV)  (a:'  +  »a;  +  i;)(i'— oi+y)— 0;  Cw:tesius«(1637), 

Oatalan»  (1863). 

(76)  „      (a:"  +  «i+o)(«'  +  j>a:  +  s)  — 0;  Lacroii  (1799), 

Le;  (1850),  Orimert  (1862). 

(77)  „      [«"+(io+«)i  +  v][i'+(|»— ')»:+l']-0- 

(78)  „      [«'  +  (J  »  +  ")«  + (:»  +  •)] 

X  p'  +  (4  "  ~  ")  "^  +  ('  ""'l  —Ol   Simp- 
son (1745),  Euler  (1770). 

(79)  „      [«■  +  «a:  +  |(i  +  »')-^]- 

X  [»>-. .1 +>-(!.  +  «•)  + j^  -0;     Car- 

teeius"  (1637),  Enlep»  (1764),  B^zout'  (1765), 
Leliosgue*  (1858). 
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(80)  UV)    [^•+(i<.+  V';.r-i  +  2jl)j-  +  (j(+V»'-=7/)] 

X  [i--+(i»-')/J»'-i+2.,)^+G,-)',?^;/)] 

^0;     Simpson  {I14i'>),  Lagrange  (177*»),   \Va- 
ring,  Bellavitis. 

(81)  ,       [a-'+(i»  +  i)/5i^Ti)» 

+  (I  [»  -  ^1  +  j  V' J^  ?)"  -  ■'<')] 

+  ( j  i'  -  2] -  j vri''^''f  -'*•')]  - 0 ;  i^y 

(1850),  Spitz  (1859). 

(82)  „      [x'  +  (J-»  +  ]]/»'-ii  +  16.)^ 

+  (>  +  2« +!/(> +2«)'- j)] 

■+(l»  +  2'-l/(i'+^? -")]  =  »> 
Bardey  (1871). 

(83)  „      [z'+(^la+,y 

+  l(«,'  +  4»r+2K-4U-"" --':'+")] 
x[.'  +  ('-.-.)« 

+  ,'„(8.'-4„r+2K-4l|  +  °"'°^  +  '')]-0l 
Blomstrand  (1847). 
Mit  Variatiou;    x  —  (a:'  +  i)  =  Q  uod  Redacenten: 
(84)  (IV)  (i'"  +  i(»'+j))(i''  +  »i+ji)  — Oi  Ked«cente(22): 
o'ä  — /  — 0. 
(S.-|)      „    ,  (a:'' +  «»•+})>(»;•' +  t)»'-ii)  —  0;  Eeducente  (23) 
oM  — 4/Jä  +  /  — 0. 
(86)      „      {x'+e)(!e~-  +  ux+p)  —  0;     IWiicento  (24); 

a'ä~aßy  +  y*  =  0. 
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(87)   (IV)   (a;'^-t-«a;'+i))(3;'*  +  Ma:'  +  tj)  =  0;  ßeducente(21): 
a*  — 4a/J+8y  =  0. 


(88)  (IV)  u  -  («  +  r  >^  i)j  [xr-(ii-v  i/=n:)] 

x[x-{p  +  qV^i)][x  —  (j>  -  qY^]=0. 

(89)  „      [x  —  (y  +  r  cos  a]}[x  —  (j  —  »■  cos  a)] 

X[x  +  (y  —  r  Bia  a)]ix  +  (t/  -i-  r  sin  a)]  =  0; 
Bette*  (1854). 

(90)  „      [x  -  («  +  V^}]  [^  -  («  - 1/^)]  [:r  +  («  +  Vw)] 

X  [a:  -  (u  -  yi^)]  =  0  i  Arndt*  (1864). 
In  den  vorstehenden  Formeln  sind  skizzenartig  die  Fortschritte 
der  Algebra  zusammengestellt,  welche  seit  den  ältesten  Zeiten  ge> 
macht  worden  sind.  Zugleich  ist  in  diesem  nnd  den  vorhergehen- 
den Paragraphen  der  allgemeine  Gesichtspunkt  sröSnet,  von  welchem 
aus  durch  ein  Substitationsverfahren  das  voi^estellte  Problem  zu 
lösen  ist.  Ehe  wir  jedoch  zvir  Anwendung  des  Princips  auf  die 
dir ecte  Auflösung  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  fortschreiten, 
möge  noch  zur  leichteren  Orientirung  in  dem  Gange  der  Ent- 
wickelungen,  insbesondere  zur  klareren  Einsicht  in  den  inneren 
Zusammenhang  der  speciellen  Methoden  der  Älgebristen,  eine  ta- 
bellsxische  Uebersicht  Über  die  verschiedenen  Resolventen  voraus- 
geschickt werden. 

§.  81.   Die  Resolventen  der  quadratischen,  kahUehen  nnd  blqna- 
dratlBcheD  Olelchnngen. 

Da  in  der  modernen  höheren  Algebra  statt  der  gewölinlichen 
Form  des  Polynoms 

f{x)  =  a:"  +  aa.-"-'  +  Ix—^  -( {- sx  +  t  =  0 

die  sogenannte  Cayley'sche  Form 

(a,  b,c,.. .,  s, ;,%,  1)- 
=  ax'  +  (:;)  bx"-^  +  (l'j  ca^-«  +  . . .  +(|^)  s*  +  (  ==0 

zum  Ausgangspunkte  der  Untersuchungen  genommen  wird,  so  sollen 
im  Folgenden  einige  der  wichtigsten  Resolventen  der  gewöhnlichen 
Form  auch  in  die   der  Caylej'schcn  Form  transformirt  werden. 


lyGoo^^lc 


3  81.    Die  Beaolventen.  261 

Diese  sind  zur  deutlichen  Unterscheidung  von  den  ersteren  immer 
mit  dem  Index  y  bezeichnet  worden. 

a.     Die  Resolventen  der  quadratischen  OleichoDgen. 

I.  .  +  |o_0. 
ly.            al  +  b  —  O. 

b.    Die  Reaolventen  der  kubiBchen  Gleichangeu. 

II.  (a'  — Sb)z'  + (ab- <k)i +(!}•  — 3ae)—0    (Covarianle). 

III.  +3be'  +  9ei  -¥  —  0.    (Bezout) 
IVo.        (2(o"— 3S)«  +  (a8  — 9c)  — 0, 

IV  i.        \4{a'—3b)'i/—3D,  —  0,    y'— l  {3i' +  2ai  +  b). 

Va.  /9(o»-36)«  +  (o"  — 27c)  — 0; 

V  b.  \(a'  -  3S)y  —  3Z),  —  0 . 
VIn.         j(ab  -  Se)l  +  (b' —  3ac)  —  0 , 

VI  b.        \(a'-3bff-3D,~.0. 

VII o.        »*  +  ^  (2a"  —  i)oi  +  27c).-' +  ^'.5  (<i'  -  34)"  —  0, 
(Lagraiige). 

VII  b.         ;fi.+  ci'—  j-,  b'-=0,    (Vieta,  Hudde,  Euler,  Ilulbe). 

VIII.  »•  +  3{ab  —  3c)«  +  9(o'c  +  9c'  -  6abe  +  i")  —  0; 

(Lagrange). 

IX.  (a'  —  3b)l'  +  ~  {2a'  ~  Tab  +  Oe)s 

+  i  (o'  -  ia'b  +  6oc  +  4")  —  0. 

X.  (a'-3b)a'+  J(2o'-9oi.-(-27c)i-)-i(a'-3i.)'-0. 

XI.  (a'-3by+\(2a'~bab  —  fle)s 

+  ~(af—2a'b-r2ac  +  b')  —  0. 

II )-,  (ac  —  i")«"  +  ((if(  —  Ic)»  +  (i>(i  —  c')  —  0;  (Covarianle) 

+  [  1  -  »    i' 
ft,,—      la       6    c         —  (OÜ  + J)(c»  +  if)  — ((.s+c)' 
\b       c    <l     + 
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)  Vierter  Abscluiitt.    SnbstitatioDSmeUiodeii.    I. 

(87)  (IV)   (x'-\-ttx'-^p)(x"-^ux'  +  v)  =  0;Redapeaie(2l): 
a''  —  iaß  +  Sy  =  0. 


(88)  (IV)  U  --  iu-\-vV^  1)1  [x^(u-v  ]/=^)] 

x[x-(p  +  qV^l)]'[x—{p-qY:^)]~0. 

(89)  „      [x  —  (y  +  r  C08  tt])[x  —  (j/  —  r  cos  «)] 

X  [a:  +  (y  —  *■  ein  «)]  [a;  +  (y  +  »■  aia  «)]  =  0 ; 

Bette*  (1854). 
(00)      „       [x-.{n  +  y^)][x-~{u-}^)][x-^(«+yw)] 

x[x—(u—  y^]  =  0 ;  Arndt*  (1864). 
In  den  vorstellenden  Formeln  sind  skizzenartig  die  Fortschritte 
der  Algebra  zuaammei^estellt,  welche  seit  den  ältesten  Zeiten  ge- 
macht worden  sind.  Zugleich  ist  in  diesem  und  den  vorhergehen- 
den Paragraphen  der  allgemeine  Gesichtspunkt  eröffiiet,  von  welchem 
aus  durch  ein  Suhstitutionsverfahren  das  vorgestellte  Problem  zu 
lösen  ist  Ehe  wir  jedoch  zur  Anwendung  des  Priucips  auf  die 
directe  Auflösung  der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  fortschreiten, 
möge  noch  zur  leichteren  Orientirung  in  dem  Gange  der  Ent- 
wickeluDgen,  insbesondere  zur  klareren  Einsicht  in  den  inneren 
Zusammenhang  der  speciellen  Methoden  der  Algebristen,  eine  ta- 
bellarische Uebersicht  über  die  verschiedenen  Hesolventen  voraus- 
geschickt werden. 

§.  81.   Dt«  ResolvflDten  der  quadratischen,  kahischen  und  biqna- 
dratiBchen  Olelohongen. 

Da  in  der  modernen  höheren  Algebra  statt  der  gewöhnlichen 
Form  des  Polynoms 

f{x)  =  a:"  +  aa.-"-'  +  Ix—"  H \-sx  +  t  =  0 

die  sogenannte  Cayiej'sche  Form 

(a,  6,  c, . . .,  s,  t,)  {x,  1)" 

=«3?-  +  (:;)  hx"-^  +  (j)  cx^-*  ^...^(^^yx-\-t^Q 

zum  Ausgangspunkte  der  Untersuchungen  genommen  wird,  so  sollen 
im  Folgenden  eioige  der  wichtigsten  Resolventen  der  gewöhnlichen 
Form  auch  in  die  der  Caylej 'scheu  Form  transforrairt  werden. 
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Diese  sind  zur  deutlichen  Unterscheidung  Ton  den  ersteren  immer 
mit  dem  Index  y  bezeichnet  worden. 

a.    Die  ßesolventen  der  qiiadratieclieD  Gleiciiungen. 
I.  j-f-Lo_o. 

Ij".  o«-f6'=0, 

b.    Die  BeaolTenteii  der  kebiachen  Gleichungen. 
IL  (a'-3hy  +  (ab-9c)i+Q>'-3ac)—0    (Corarianle). 

III.  +Us'  +  !lös-b'  —  0.    (B&oul.) 

IVo.         l2(a'  —  Sh)l+(ab  —  !)c)  —  0, 
IVi.         [4(0'— 3t)V— 3i),  — 0,    f—'f{Si'  +  2al  +  l). 

Vo.         jS(a'-U)e  +  (a'-27c}  —  0; 
\h.         \(a'-36)y  —  3D,  — 0. 

({ab  —  9c)s  +  (b'  —  3ac)  —  0, 

[(a'-Sbfji'  —  3D,-.0. 

VII  a.         »■  +  ^  (2a'  —  »»i  +  27c)^'  +  ^  (1'  -  3S)>  —  0, 

(Lagrange). 
Vlli.         ^.+  es'—  i  i'  •=  0,     (Vieta,  Hudde,  Euler,  Ilulbe). 

VIII.  i'  +  3(ab  —  3c)»  +  9(n"c  +  Oc»  —  6oic  +  t»)  —  0; 

(Lagrange). 

IX.  (o"  -  3i)2'  +  Y  (2a"  -lab  +  Oc)  j 

+  ±(„<_4<.'6  +  6o<:+i.')-0. 

X.  (i'  ~  3b)i'+l  (2o'-9oS  +  27e)2  +  i(o'  —  34)"  —  0  . 
XL  (a'  —  3by+\  (2a>  -  .'ioi.  —  9c)3 

+  i(a<— 2o'ir- 12<i(;+6')  — 0. 


VI 


II  y.  (ae  —  b')i'  +  {ad  —  bc)t  +  (bd  —  c')  —  0;  (Covariante) 

fi,  s  —      I  o       Sc         —  (Ol  +  S)(c»  +  0  —  {bs  +  <!)• 
J6       c    d     + 
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IVy. 
Vy. 


Vierter  Abschnitt.    Substilutiuusmctboden.    1. 
-  ~  |-o"[(j;,+J,a;,+J",a:,)a+(«,a;,  +  J,i,i,+J,i,x,)] 

(2(1'  -  ae)t  +  (hc  -0(0—0, 
\4(6«  — ac)y  —  B,  —  0. 


r3o(S'  -  ac)t  +  {V  —  oM)  —  0, 
\{V  -ac)'y'  —  H,  =  0. 


^,j  r(Jc-o<i)«  +  2(e'  — i(i)  — 0, 

■^        \4(!.'-oic)V-S,  — 0. 
\1I  ]■.        «"  +  (24'  —  3dbc  +  o'iijz"  +  (V  —  acf  —  0. 
X y.  Qi'  -  iic)if  +  {2V  -  3aVc  +  a'ii)»  +  (t>  —  oc)"—  0. 

Die  lieBolventen  lassen  sieb  sämmtlich  in  einander  trausfor- 
miren.    Substituirt  man 

in  IT:    As  -\-  a  anstatt  ü,     so  erhält  man  XI , 

„  II:    —2s  —  a  „        „      „       „         „     IX, 

."^    -^-1«  „  „     X, 

»IX:i»~i<.  „  ,      „       „         „     X, 

„  X;    9«»;(a"  — 3i)  „  „      „        „  „      VII, 

„VII:-|(,.'-3!,)(.-|a)„  .-' „.   II, 

""•    y-^^  '•      ■-•      ••        '•  •'      ""'• 

..i^^2'+ut"»:,       ..  »  ..  .    »  -'"■ 

c.  Die  ßusolTontcn  der  biquitdratiacben  tileicliungcn. 

XII.  »»  — i-i«'  — (is+i(4M  — O— 0;    (Ferrari). 

XIII.  i'-la'+(ac-U)s—{a'd-Ud+e')  —  0;  (Simpson). 

XIV.  /■  +  2»«'+(i'  — 4or)8'-c'  — 0;    (Oartesius). 

XV.  £>  +  l!,c"+^'^(i,<_4(;)«-ie'  — 0;    (Bnler). 

XVI.  5"  —  2S«'  +  (ae  +  b'  —  iil)s  +  (a'd  —  abe  +  tf)~0; 

(Scblesicke). 

XVII.  s*  — (3o"— 8S)i'+(3ir'  — 16a'S+I6ii5+I6t'— 64(J)i= 

—  {a"  —  iab  +  8c)*  ^  0;     (Lagrange,  Grunert). 

XVIII.  »■  —  (So'  -  81)2"  +  (3«'  -  I6o'i  +  64ac  —  266ir)«' 

—  (o'— 8«'S+64o'c— 7G8o'iI+2048i.(i-512c')— 0. 
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XIX.  (a'— 4o6+8<:)£*-(3a*-16a*6+16ac+16t«-64rf).-- 

+  (3o*  —  20o>6  +  24a*c  +  B2ab*  —  Ubc)t 

—  (o*  —  4ah  -}-  8c)*  "=  0 ;     (Lagrange) 

od«:  .>  -  [''^l"'^:; I"  +  2«]^+  (3«'  -  86)z 

—  (o'  — 4oJ  +  8i;)  — 0. 

XX.  (a'-iab+Sey-  (3a'  -  14a'4  +  20oe+  Si'  -  32(0»' 

+  (So»  —  16o'6  +  20o'c  +  I6<ii'  ~  32oii  —  ICJf).- 
— (a"— 6<i'S+8<i'c+8o"6"-8a"rf— leaSc+Sc")— 0; 
(Lagmnge). 

XXI.  (a"  — 4i>»  +  8c)i'— (o'c— 44(i  +  8<i(f)2' 

—  (oc>  — 4a6ii+8<!<ri«' +(<:■  — 4iü((+8o<i')  —  0i 
(HeilermaDn). 

XXII.  (o"  -  iab  +  Sc)«"  +  (a'b  +  2ac  -  W  +  IStfjs' 

+  (a'c  -  ihc  +  8iirf)--  +  (o'd  -  O  —  0;      (Mallrf, 
Hulbe); 
oder:(4«>+3a«'+2fa+<0'-(4j+«)X«'+«3"+fa'+is+rf)-0. 

XXIII.  («■  — a'ii)3'+Cac"-4ai<i+8cci)2' 

+  (6(»-)-2oei— 46'if+16iP)»+(<r'— 46c(i+8oiF)— Ol 
oder:  dCoa«  +  2!.«>  +  Sc»  +4ii)' 

—  (M  +  4ii)V  +  02"  + 's' +  "  +  O  —  0- 

XXIV.  2«  +  i  o--«  +  {  (3o'  +  26)«'  +  \  (»■  +  4«.!.)»' 

+  i(2o'6  +  ac:  +  6'-4ii)«'  +  j^(o'e+ot'— 4arf)5 

—  fii  ^'**''  ~  "'*'  +  '^l  =  *^  i    (Ijacro«). 

XXV.  --•  +  I  a,'  +  i  (3o'  +  21).-'  +  \  (»>  +  4aS).-' 

\  (a'h  +  2oi:  -  8.i)s'+  i  (o'c  -  4o(i)2 

oder:  (6»'  +  3o»  +  S)'  -  36if  (6j'  +  3o»  +  S)  -  432if  —  0 . 

XXVI.  2« -i2'  +  (ac-rf)»'  —  (o'(i-2M  +  e')«'  +  (a«- <!)((«■ 

hits  +  d^  —  O; 

oder:  (»  +  y)'  -  '(^  +  vY  +  C»«  — '''')(«+  t) 
-(a'ii  — 4Sii+  <?)  — 0. 
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XXVn.     t'+(2ac—h'  +  i^i'  +  {a'(f-2a'bd  +  Sacd—2bc')e' 

-(if-a'lf  —  O. 
XXVIII.    «>  -  {ae  -ii)s'  +  (a'd  —  ihd  +  c')hi 

-(a'ii  — 4M +£')'=.  0. 


XXIX.  «■ ^y — 1'  +  hl  -  Yck'd  -  ibd  +  c'  —0 . 

XXX.  «•-i(!»'-3a«+ 12<i)« 

+  Si  C^'"'  +  ^'''"  ~  ^"'^  ~  ^'°'  ~  ^'')  ~  "' 
(SteeWke). 
Oller:  E'  -  «'S  +  ä^  —  0. 

XXXI.  (o'  —  4oi  +  Sc)«"  +  2(o'i  +  2ac  -  iV  +  16(fl2» 

+  6(a'c  +  8ii(i  —  46c)«'  +  20(<i'rf  -  c>)«" 

—  6((ie'  —  4(i6(i  +  Seflj'  —  2Q,c'  +  iaed  —  Wi 

+  16(p)»-(c'  — 46cii  +  8ijrf^  — 0;     (Ooyuriimte). 

XXXII.  27!f  s'  -  9?'«'  +  27if  J^e  +  f '  —  54?"  -  0. 


XXI  y.        (26'  -  3o6c  +  o'ri)«"  —  (2J'(r  —  3oc(i  +  aje)«* 

—  (26^»  —  36ce4-  adcii'  +  (2if  —  3ciic  +  Sc")  —  0. 

XXII^     Qih'~-dahc+a'i)s'+  i(66V+2nM- Oae'  +  o'«)«' 
+  (26'ii-  3oi;,J  +  a5e>  +  ^  {eV  —  faj  —  O. 

XXIII ,..    y  {<•<?  -  Ve)i?  +  (2  Jd»  —  36ec  +  arf«)«' 

+  \  (6eii'+26(ie-9ee>+a8>)2+(2(P-3c(i«+6e')-=0. 

XXX  )>.       ^—      j     J,      c—l.,      d 
+  \c  +  2X,    d,         e 
^  —  ii}-^Jt,t).  —  ^4,3^0;  (Heilermaiin,  Aronhold); 
oder:  -4J>+(ac     4M+3c')i— (<ict'+26f.f-n(F— cS'— c")— 0; 
oder:  (tiiP  —  h'e)).'  +  \  {a{cd  —  he)'  -  4S((i'  -  ce)C6i;-  ad) 
+  idile  —  cd)(ac  —  b')  —  (ad  —  befeil 

-  X  [(ad  -  bc)<(iP  —  ce)  +  (ac  -  b')(cd  —  he)']  —  0; 
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oder: 
oder: 


^mm+m-mmM-^- 


a,  -  -  a(x,  +  J-,  +  ar,  +  «,) ,         -  n(j,  j-,  +  j, a:,!  i 

XXXI. y.  (2Ä'-3o6c  +  a»d)/*+(66»c+2a6rf-9ac»  +  «»ey 
+  5(26»rf  -  3acd  +  abe}e*  +  10(6»c  —  ad^e» 
~5(2J(P~36cc+arfc)2»— (6crf'+26(?e-9ec*+e*a> 
— (2^*— 3c(ic+fcc*)=  0;    (Covariante). 
XXXII  y.  21Ji.  s«»  -  9^4.»,«»  +  27 Ji,  j/4.  j«  +  J«S  —  54/4»,  =0. 
Die   vorstellenden   Resolventen   lassen  sich   wie   die  früheren 
sämmtlich  in  einander  transfonniren.    Die   wichtigste  anter  ihnen 
und  zugleich  ein&chste  Form  ist  die  Resolvent«  XXX  j*,  auch  die 
^-Determinante  von  Aronfaold  genannt.    Sie  ist  zuerst  in  der  Form 
XXX  von  Strehlke,  später  als  Besultante  dreier  linearer  Gleichungen 
dargestellt  von  Heilermann. 
Sobstitairt  man  in 


XIII: 

'-u  +  ^, 

«oepMltmimXXVI; 

XIII: 

i-{[/-(«'-m, 

„ 

„ 

„    XVII  i 

XVII: 

«■-8S  +  |(3«*-8t), 

„ 

„ 

„    XXX 1 

XIX: 

l-(a'-iab  +  ec):,', 

„ 

„ 

,    XVII; 

XX: 

'-■!■(»  +  «). 

„ 

„ 

„  xix-, 

XX: 

!-2y  +  a, 

„ 

„ 

„  xxni 

XXIV 

«■+|<"»  +  i!/-«. 

» 

- 

„   XVI; 

XXIV 

''+j«'  +  i(l'  +  y)-0, 

» 

.. 

„    XIII; 

XXIV 

»-v(y-»). 

» 

„ 

„    XVII; 

XXV: 

«■+{"+ -j-o, 

„ 

„ 

»  XIII  i 
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XXVI:  i'-  -J-  (!.  +  6j))r*+  d  —  0, 
XXVI:z"-s(»  +  ii  — 0, 
XXVI:  «"-»»-«i-O, 
XXI:    (iib-6i:+6at)i'-(be—6ad+eetj. 
XXII:  (3a'— 8S  +  24£)«+(lI6-6<!+6<l{)- 
XXIII:  (3c'-  8bd+2idt)+{hc^6ad+ec()- 


10  erhält 

man  XXX; 

II      » 

„   XIII; 

»      „ 

„    XXVII; 

0,„      „ 

„   XXX; 

0, ,.      „ 

„   XXX; 

0,»      11 

„   XXX. 

Substituirt  man  in 
XXI).:  (hc—ad+2H)i^  —  {cd  —  be+2iU)—0,  sokQmmtXXXji; 
XXII).;  2(t'-ac  +  iiJ)»-(<.(J— iic-261)— 0,  ,,  „  XXXj.; 
XXIII].:2(<i'— e«+el)  +  (»(i-te+2(ij)»  — 0,   „  -,     XXX). 

xxxi,:.'+ ,,,--;j-j^+^^^^-j;-o,  „    „    XXX).. 

Die  Coefficienten  dieser  vier  letzten  SubstitationeD  sind  die 
partiellen  Differenzialquotienten  der  .^-Determinante  nach  den  Coeffi- 
cienten  d,  b,  c,  d,  e  der  biquadratischen  Form 

(a,  b,  c,  d,  ef{x,  1)*. 

II.    Von  der  Auflösung  der  lineareu  Gleichungen. 
§  82.     Die  Methode  der  TranspOBltloneii. 

(Arab.  (ädjAr  tc'aimok<Aala,  lat  capitultim  mim&^ationis  secun- 
dum  augmentum  et  diminutionem,  ind.  samasodanam,  tulya  ^uddhis, 
griech.  ätpaipaaig  zäv  öfioiav  xa)  «poUrtfri^fftg  räv  Xsixövtav). 
Insofern  im  gegenwärtigen  und  allen  folgenden  Abschnitten  immer 
vorausgesetzt  wird,  dass  die  aufzulösenden  Gleichungen  bereits 
auf  ihre  einfachste  Form  gebracht  sind,  also  in  dem  speciellen 
hier  in  Betracht  kommenden  Falle  es  sich  nur  um  die  Auflösung 
der  Gleichung 

aa:  -f  6  =  0  ■ 
handelt,  bedarf  es  natürlich  keiner  besonderu  Kunstgriffe,  z.  B.  der 
Substitution  einer  besondem  Function  der  Unbekannten.  Da  es 
aber  in  dem  Plane  des  vorliegenden  Werkes  liegt,  auch  den  Gang 
der  historischen  Entwickehing  der  Algebra  klar  darzulegen,  so  wird 
es  hoffentlich  den  Beifall  des  Lesers  gewinnen,  wenn  wir  der 
Wichtigkeit  entsprechend,   welche   die   Alten   der   Auflösung    der 
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Gleichungen  eisten  Gradea  beilegten,  etwas  genauer  auf  ihre 
Methoden  eingeheu.  Da  die  alten  Algebristen  in  ihrer  Analysis 
meist  von  einer  nicht  geordneten,  sich  aus  einer  eingekleideten 
Aufgabe  unuiittelbar  ergebenden  Gleichung  ausgingen,  so  wurden 
sie  auch  auf  rerschiedene  Methoden  der  Entwickelung  gefOhrt, 
unter  denen  es  auch  nicht  an  Substitutionen  fehlt,  wie  z.  B.  bei 
der  BogenannteQ  regula  infvsa.  Die  gebräuchlichste  Methode,  welche 
wir  mit  dem  Namen  „Transpositionsmethode"  bezeichnen,  findet  sich 
bei  den  Indem,  Egjptem,  Griechen  und  Arabern.  Sie  besteht  in 
der  Anwendung  folgender  sich  aus  den  arithmetischen  Verbin- 
dungen von  Gleichem  mit  Gleichem  ergebenden  Regeln: 


I.  i'+r'' 

'  II. 

{: 

—  a—l, 
-h  +  a. 

■Mr=t;. 

V. 

{: 

IT.:- 

-■■  {ti 

=  a 

VIII. 

Ist  demnach  die 

gegebene 

Gleichung 

«Ä  +  6-=0, 

a  —  b 
=  6, 


\x  =  a  — 0. 


™    -        -,!,. 


(a:x'= 
\x  =-  a: 


(x^  =a, 

\x=y^. 


so    findet   man   mit   Anwendung   von  I,  und  IV.  die  Wurzel  der 
Gleichung 

x  ^  —  h  :  a. 

-Utstorische  BemerkuDgen,  Das  Wort  Algebra  stammt  b«r 
von  dem  arabischen  Wort  al-^ebr,  Indeaa  sind  die  beiden  von  den 
Arabern  (zuerst  von  Mohammed  ben  Musa,  dem  Chowarixmier  [um 
830])  immer  zneammeD  gebrauchten,  wahrscheinlich  dem  Indischen  ent- 
lehnten Ausdrücke  al^ebr  tc'  almokabd*)  nur  die  Bezeichnungen  fUr 
zwei  bei  der  ÄoflCsung  der  Gleichungen  hKufig  vorkommende  specielle 
Operationen.  Der  persische  Uatbematiker  Beha  Bddia  (1547  —  1622) 
sogt  in  seiner  „Quintessenz  der  Rechenkunst",  indem  er  von  der  Eiu- 
rlchtiing  und  Ordnung  der  algebraischen  Gleichungen  redet:  „Die  Seite, 
welche  mit  einer  Negation  behaftet  ist,  wird  ergänzt  imd  etwas  dieser 
Gleiches  auf  der  anderen  Seite  addirt;  das  ist  ai^ebr.  Die  homogenen 
und  gleichen  Glieder  werden  ausgeworfen  und  das  ist  almokabald." 
Ali^ebr  ist  demnach  die  ErgBnzung  (lat.  augmenhtm,  griech.  «i/og- 
*/&ij«(f  lÄv  Itmomtov)  von  djabarä  {restauravü),  z.  B, 
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px  ^  X*  -{-  q . 

Al-mokäbalä  kommt  her  von  Jcäbalä  (t^posUus  fitii);  die  gegen- 
tibergtehenden  gleichen  Glieder  werden  gehoben  (griech.  äipaii/tais  räv 
oitoüov,  lat.  diminutü},  ind.  lulga-guddhis).  FQr  die  beiden  genannten 
arabischen  Bezeichnungen  gebraucht  Bhascara  das  Wort  samasodanam 
(Transposition).     Ein  algebraisches  Beiepiel  dieser  Art  ist 

x^  •=  X*  -\-  px . 

Ak^jcbr  ist  eine  Hauptoperation  bei  den  Alten,  weil  sie  die  Gleichungen 
ausschliesslich  unter  dieser  poEitiven  Form  beider  Seiten  betrachten; 
denn  eine  Gleichung  der  auf  Nall  gebrachten  modernen  Form 

X*  -\-  px  -\-  q  ='  0     (Harriot) 
ist  fllr  sie  ein  Unding  und  gehört  zu  den  Unmöglichkeiten,  wozu  sie  dem 
entsprechend  auc\i  die  negativen  Wurzeln  rechnen. 

Bemerkenswerth  sind  noch  die  Bezeichnungen  der  bestimmten  und 
der  unbekannten  Grössen,  die  Art  wie  die  Gleichungen  geschrieben  und 
classificirt  werden,  so  wie  die  Nomenclatur  der  algebraischen  Analysis. 

Bei  den  Indem  werden  die  bestimmten  Zahlen  oder  die  Einheiten 
mit  rupa  (sjmk.  ru)  bezeichnet,  bei  Diophant  mit  dem  Worte  (uväScs 
(sjnk.  fi")  Die  Araber  bezeichnen  dasselbe  mit  „Zahl",  die  Chinesen 
mit  lae.  Die  Coefficienten  der  Unbekannten  werden  von  den  Indem 
pracriti,  von  Diophant  nl^&og  genannt, 

Die  verschiedenen  Unbekannten  oder  Hauptgrössen  algebrnscher 
Gleichungen,  welche  wir  mit  den  letzten  Bnchsfabcn  des  kleinen  lateini- 
schen Alphabeta  zu  bezeichnen  pflegen,  werden  von  den  Indem  „Farben'' 
genannt  und  durch  die  vorderen  Charaktere  der  Farbennamen  ausge- 
druckt, wie  ^iT  ^f  Qiölaca,  schwarz),  ;f|"  Ni  (näaca,  blau),  (jy  Pi 
(pilaca,  gelb),  ffjy  Lo  (lökttaca,  roth),  u.  s.  w.  Die  Zahlencoefficienten 
,  werden  hinter  diese  Charaktere  gesetzt  und  die  negativen  Glieder  duroh 
einen  Punkt  flber  denselben  angedeutet.  Bei  den  Chinesen  z.  B.  P'm 
■  kue  lib.  V.  trifft  man  auf  Bezeichnungen  verschiedener  Unbekannten 
mittels  der  Charaktere  der  Bilder  des  chinesischen  Thierkreises:  Maus, 
Ochs,  Tiger  u.  s.  w.  Diophant  unterscheidet  mehrere  Unbekannte 
eines  algebraischen  Ausdruckes  durch  Ordnungszahlen:  ö  Tt^mog  ciift9fu>s, 
ö  dEVTE^s,  h  t^/to;.  Eben  so  verschieden  bei  den  Völkern  des  Alter- 
thums  war  die  Bezeiohnungsweise  der  Potenzscala  einer  und  derselben 
Unbekannten.  Handelt  es  sich  um  die  Bezeichnung  oder  Benennung 
einer  Hauptunbekannten  oder  gesuchten  Zahl,  so  gebrauchen  die  Inder  die 
Worte /at)a/-(atia((8ynk.  Ja,  ^T);  die  Chinesen  das  Wort  yucn;  dieEgypter 
das  Wort  hä'  (Haufen).  Es  ist  die  erste  Potenz  der  Unbekannten,  lüso  x, 
griech.ü(t&f(ö;,(Bjnk.g,  oder  g*,  Plur.ffe),  arab.  cAoi:,  Ding  (eynk.^)  oder 
^fier  (radix),  lat.  res  (synk.  B),  später  in  Nachahmung  von  Diophant 
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I  (synk.  JO»  i**^  ""^  (causa,  dwse).  Die  zweite  Potenz  äer- 
Unbekannten,  also  x',  iat  im  Indischen  carga  (synk.  ^\  ?),  egypt.  Katze, 
arab.  mdl  (synlc.  ^),  griech.  Jvvcrfus  (syak.  ä",  Flar.  ^d"),  laL  ce»«u«, 
spftter  quadratunt  (synk.  Z  und  Aq^  =  o*).  a:*  iat  egypt.  Maus,  arab.  inft 
(gynk.  ^a.),  griech,  K*ä  u,  b.  w. 

Wie  die  alten  Algebristen  die  Gleichungen  acbrieben,  mSge  eben- 
falls dnrch  einige  Proben  veranschaulicht  werden,  aus  denen  herror- 
geht,  daes  die  Inder  die  coirespondirenden  Glieder  der  Seiten  der 
Gleichung  Übereinander  setzen,  dass  die  Siteren  Araber  sie  im  rhetori- 
schen Style  ausdrücken,  Diophant  dagegen  so  wie  die  spSteren  Araber 
und  die  ilteren  Italiener  zur  Zeit  Cardano's  und  Vieta's  die  Glei- 
chungen in  synkopirter  Form  ähnlich  wie  wir  schreiben: 

Hä'  wh-f      maf  romftt-{    hi-f     tf^-f     an  »asefex; 

Haufen  sein  J ,      sein  \ ,    sein  ^ ,  sein  Oantea,  eegibt  :        37 
d.i.  I(}  +1        +t       +         ■)        -  37 

(Ahamem,  Papyms  Rhihd  [1700  v.  Chr.]). 

TTg^l^t  ?|=T;o       /o  6»a  2  I /«  I  I  ««  30 

iTT^ol  TT  0  l^»;     ~J(,bliaO    JaO\Ba    8 

(       2i'—    ü     +301 
"»*>^- 1  —  O^t*  +  Os    -j-    s]  °^^''  ^^  —  ^-i-^"^^'  i^^'^^'^'^^'^)- 
J^  1 

=  »;•+ 15i'+66»  — 360;     (T.in  Kiu  Tschau). 

T  X  ijum 

III  T  eiaS     I 

Die  positiven  Zahlen  werden  mit  rother,  die  negativen^mit  achwanter 
Tinte  geschrieben. 

»"ß  B"w  (inj  £6"''"^  '^  (*"»?i 
23^  +  :c*  =     43!   —  12  ;     (Diophantus). 
Ctnnts  et  quingue  raäices  ^anlur  viginti  gaaiuor; 

r<"      +  6»  _         24 ;     (Moh.  ben  Musa). 

CulMS,  latfra  et  mitnervs  aequälcs  sunt  quadratis ; 
»■    +J«    +       0  —  o»"i 

(Omar  Alkhajyami). 
u^        r 
r«  J  II        1 

38  — 19i  +  »'i     (Moh.  Alkalzadi). 
16  censits  H  2000  afqtiales  680  rebus-^     (Regiomontanas). 
16»*  +  2000       —       6803:. 


„Gooi^lc 


270  Vierter  Abichniti.    Substitatioasmethoden.    II. 

CtAus  p  6  rebat  ae^älia  20  ;     (Cardano), 
x^   -\-Gx  =       20  j 

IC  —  SQ-\-  16J?  aequ.  40  ;     (Vieta), 
x*  — 83;*+  Ifij!      =     40; 
1  @  30  13  (p  +  12;     (Girardns).' 
x'*  +i'3:  +  g  20  0  ;     (CarteaioB). 
Wenn  nun  auch  in  dieser  verschiedenen  Schreibweise  der  algebrai- 
schen Gleichungen  eine  gewisse  Ordnung  der  Glieder  nach  den  Potenzen 
der  Unbekannten   erkennbar  ist,   ho  weicht  doch  die  Classification  der 
Gleichungen  bei  den  älteren  Algebristen  wesentlich  von  der  modernen 
ab.    Wahrend  wir  die  Gleichungen  nach  dem  höchsten  Exponenten  der 
Unbekannten  claasificiren  in  Gleichungen  ersten,  zweiten,  dritten  Grades 
u.  s.  w.,  werden  sie  beiDiophant,  entschieden  aber  bei  den  Arabern 
seit  Mohammed  ben  Uusa  nach  der  Anzahl  der  Glieder  eingetheilt.    üo 
heisst  es  bei  Letzterem:  Zur  Recbnuifg  der  Algebra  können  drei  Gröasen 
verbunden  werden:  die  Wurzel,    das  Quadrat  und  die  Zahl  und  zwar: 

1.  Kin  Quadrat  ist  gleich  Wurzeln;  (x^  =  ax); 

2.  Ein  Quadrat  ist  gleich  einer  Zahl;  (x*  =  a); 

3.  Wurzeln  sind  gleich  einer  Zahl;  (ax^b). 
Dann  gibt  es  drei  zusammengesetzte  FfiUe: 

4.  Ein  Quadrat  und  Wurzeln  sind  gleich  einer  Zahl; 
{a:*  +  ax  =  h)  \ 

5.  Ein  Quadrat  und  eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln; 
(a^  +  a  —  6x_) ; 

6.  Wurzeln  und  eine  Zahl  sind  gleich  einem  Quadrat; 
(a.  +  b-af). 

Ebenso  ist  die  Eintheilung  in  sechs  Ffllle  noch  bei  Alkalzadi 
(t  1477).  Aber  bei  Omar  Alkhajjami  (f  1123),  von  dem  wir  ein 
Werk  Über  die  geometrische  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  be- 
sitzen, sind  a«;h  die  kubischen  Formen  berücksichtigt.  Derselbe  theilt  die 
Gleichungen  zunächst  ein  in  einfache  und  zusammengesetzte;  darauf 
die  letzteren  in  dreigliedrige  und  viergliedrige.  Auf  diesem  Wege 
findet  Omar  im    Ganzen  25  specielle  Fslle,    die  er  dann  einzeln  lüst. 

Was  endlich  noch  die  NomeAclatur  der  Algebra  als  Wissenschaft 
anbetrifft,  so  heisst  bei  den  Indem  die  allgemeine  Arithmetik  Bija  ga- 
nita,  die  Algebra  im  engern  Sinne  AvyoMa  ganiUi  (Rechnung  mit  Uu- 
bekannten).  Die  Chinesen  bezeichnen  mit  den  Worten  Tien  jfnen  die 
Auflösung  der  Gleichungen.  Die  Griechen,  von  denen  wir  Schriften 
über  Algebra  im  engem  Sinne  nicht  besitzen,  da  die  Arithmetik  des 
Diophant  wesentlich  zahlentheoretische  Probleme  behandelt,  rechnen 
die  Algebra  unter  die  Logistik  oder  das  practische  Rechnen,  'und  so 
heisst  sie  zuweilen  auch  bei  den  Algebristen  des  XVI,  Jahrhunderts 
(Peucer).  Bei  den  älteren  Italienern  heisst  die  Algebra  entweder 
ebenso  oder  ars  moffna,  ars  rei  et  census,  la  regdla  o  l'arle  deUa  eosa; 
auch    latinisirt  ars  cossica   und   reffiila   casae.     Zur   Zeit    Rudolffs, 
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Stifel's  und  Peueer's  nannte  man  die  Algebra  bald  einfacb  Cofts 
oder  regvla  coss,  bald  wieder  Alffebra  oder  Logistice.  Vieta  gebrauchte 
auch  den  AuBdnick  arilhmeiica  ^eciosa,  Keimarus  arithmetica  analf/tica. 
In  neueeter  Zeit  ist  die  Benennung  beBtimmte  Analytik  vielfach  in 
Gebrauch  gekommen,  um  die  Algebra  der  beBtimmten  Gleichungen  von 
der  DiophantiBchen  Algebra  der  unbeBtimmten  Gleichungen  oder 
der  gogenBBnten  nnbe stimmten  Analytik  zu  unter Bcheiden. 

Zu  der  obenerwKhnten  Tr&nspositionsmethode,  welche  in  der  Schei- 
dung der  bekannten  und  unbekannten  GrCseen  auf  die  entgegengesetzten 
Seiten  der  Gleichung,  sowie  in  der  Veretoigimg  homogener  GrCseen 
besteht,  finden  wir  KrlSntemngen  bei  Diophantua,  Brahmegupta, 
Mohammed  ben  Musa,  Bhascara,  Alkalzadi,  Beha  Eddin  und 
Nejm  Eddin.  Die  Anleitung  des  Beha  Eddin  ist  bereits  oben  wSrt- 
lieh  dem  Texte  seines  Werkes  entnommen.  Zur  Verglelchung  fügen 
wir  noch  die  allgemeinen  Hegeln  hinzu,  welche  von  Diophantua, 
Bhascara  und  Nejm  Eddin  gegeben  worden  sind.  Wenn  dieBelben 
in  ■  der  Sache  auch  nichts  Neuea  bieten,  bo  Bind  sie  doch  charakteristiach 
theils  durch  ihre  Form  theils  durch  ihren  Inhalt.  Diophantua 
(Def.'  XI)  aagt;  „Wenn  man  bei  einer  Aufgabe  auf  eine  Gleichung 
kommt,  welche  auf  beiden  Seiten  homogene  GrGsBen  in  verschiedener 
Anzahl  enth&lt,  so  mnas  man  Gleiches  von  Gleichem  absieben,  bia  ein 
Glied  einem  Gliede  gleich  wird.  Wenn  aber  auf  einer  oder  auf  beiden 
Seiten  negative  Glieder  vorhanden  sind,  so  muss  man  die  negativen 
Glieder  auf  beiden  Seiten  ergänzen,  bis  anf  beiden  Seiten  die  Glieder 
positiv  geworden  sind;  und  wieder  muss  man  Gleiches  von  Gleichem 
Bubtrahiren,  bis  auf  jeder  Seite  ein  Glied  Ubiig  bleibt.  Späterhin 
werde  ich  Dir  zeigen,  wie  die  Aufgabe  gelöst  wird,  wenn 
zwei  Ausdrücke  gleich  einem  übrig  bleiben."  Mit  den  letzten 
Worten  meint  Diophant  offenbar  die  zusammengesetzten  Farmen 
der  quadratischen  Gleichungen. 

Bhascara  Acharya  gibt  im  vierten  Kapitel  des  ersten  Buches 
seiner  Bya  ganila  folgende  Anleitung:  „Wenn  die  Aufgabe  zu  einer 
Gleichung  gefdhrt  hat,  so  muss  die  Unbekannte  oder  das  Quadrat  der 
Unbekannten  einer  Seite  von  der  andern  Seite  abgezogen  werden,  wenn 
hier  eine  Bolche  unbekannte  ist;  sonst  von  Null.  Femer  subtrahirt 
man  die  Zahlen  oder  die  Irrationalzahlen  der  andern  Seite  von  der 
ersten  Seite,  so  dass  also  die  Unbekannten  auf  einer  Seite  und  die 
Zahlen  auf  der  andern  bleiben.  Die  Zahl  oder  was  sonst  nachblieb, 
wird  durch  den  Coeffidenten  der  Unbekannten  dividirt  und  der  Quo- 
tient ist  der  Werth  der  Unbekannten." 

Darauf  folgt  die  Lösung  folgender  Aufgabe:  „Ein  Kann  hatte 
300  Rupien  und  6  Pferde;  ein  anderer  10  Pferde  und  100  Kupien 
Schulden.  Das  Vermögen  Beider  war  gleichgross  und  ebenso  der 
Preis  jedes  Pferdes.     Wie  gross  ist  der  PreiB  eines  PferdesV 

Auflesung:    Das  Eigenthum  des  ersten  Mannea  betrug 
Jrt  6  I  rw  300 , 
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das  Elgenthum  des  zweiten 

/»  10  I  rw  lÖO. 

Diese  sind  gleich.     Zuerst  schreibe  ich  sie  Ubei'  einander: 

Ja    6  I  rw  300 

Jfl  10  j  ru  lÖO 

Dann  nehme  ich    —  100  Bupien  von  +  300  Rupien;  das  gibt 

■^  400  Rupien;  und  ich  nehme  6x  von  lOx,  wobei  bleiben  4^:.    400 

Rupien  sind  gleich  ix: 


Ich  dividire  dae  Erste  durch  das  Zweite,  100  Rupien  ist  der 
Quotient  und  dies  ist  der  Preis  eines  Pferdes." 

Nejm  Eddin  Ali  Eban  gibt  in  seiner  Algebra  folgende  beiden 
Mathematikern  des  Orients  beliebten  RegelveiBe,  welche  im  Original 
in  gereimten  Distichen  geschrieben  und  von  NesBelmann  (Algebra 
d.  Griech.  S.  50)  ins  Deutsche  übertragen  sind: 

Die  Seite,  die  ein  Minusglied  enthtüt, 

Krgftnz'  und  setze  ein  demselben  gleiches 

Bejahend  auf  die  andre,  o  Gelehrter! 

Im  Eunstauedrueke  nennt  man  dieses  Djebr. 

Zur  Zeit,  wenn  Du  die  Gleichung  bildest,  wisse: 

Wenn  Bich's  ereignet,  dass  gewisse  Glieder 

Einander  homogen  und  völlig  gleich. 

Auf  beiden  Seiten  unverhflllt  sich  zeigen, 

So  wirf  auf  beiden  Seiten  sie  heraus, 

und  dieses  nenne  dann  Uokabala. 

§  83.    Die  Snbstltationsmethode  von  Job  ben  Salomon*). 

(Eegula  infusa.) 
Gegeben  sei  eine  lineare  Gleicliung  von  der  Art 
I.     Mi(aa;+6)  +  c='0. 
Man  substituire 

W.    ax  -{-  b  <=  y  , 
woraus  sich  ergibt 

m.     mj/  +  c  =  0. 
Man  berechne  mit  Hälfe  der  Transpositionsregeln  y  aus  III., 
setze  den  gefundenen  Wertli  in  II.  ein  und  berechne  daraus  x. 

*)  Liber  augmenti  et  diminutioDis ab  Abram  Ibn  Ewa.  L ihr i  Eist.  I. 

Note  VI.  p.  276. 
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Angabe  aas  Abraham  Ibn  Esra: 

(,_i.,_4)-i(«-|«-4)-20. 

Man  Bubstituire  x  —  -^  x  —  4  =  y  und  berechne  y  zuerst  aus 

»--j- 1,-20. 
Man  findet  y  —  36-=-  und  x  aus 


§  84.   Die  Methode  der  fidsohen  SahBtitntionen. 

(Arab.  hiSiA  al-khataagn,  regula  fcAsorum,  Rechnung  der  beiden 
AbweicbaI^$etl  oder  Fehler;  auch  aräb.  äml  hi  'l  haffatain,  r^ula.lan- 
ekan  s.  büanäs;  Methode  der  Wagschalen;  endlich  anch  histA  cü- 
mafrAd,  numeratio  divinationis,  Rechnung  der  Annahme,  Muthungs- 
rechnung.)  Die  regula  falsomm  ist  eine  in  vielen  Fällen  hSchst 
proctiache  Methode,  welche  von  den  neuem  Algebristen  leider  nicht 
genug  gewfirdigt  wird.  Sie  erfordert  keine  besondere  Ordnung  und 
Einrichtnng  der  Gleichungen;  nur  darf  die  Unbekannte  nicht  in  den 
Divisoren  der  etwa  vorhandenen  Quotienten  vorkommen.  Das  in 
Rede  stehende  Verfahren  besteht  in  Folgendem: 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

ax  +  b'^0. 
Sind  Zi  und  e^'swei  beliebige  Zablenwerthe  und 

a«,  +  6  —  v,\  ,p^j^j^^  ^^  Gleichung), 

so  ist 

x^  !t?!_r_MPi. 


Allgemein:  Ist  gegeben  die-  Gleichung 
rt«)  -  0 
and  f{x)  eine  algebraische  lineare  Function,  femer  e^,  und  e^  zwei 
beliebige  Substitutionen,  wobei 

/■(*,)  =  9), ,      /"(«,)  —  9>, 
wird,  so  ist  die  gesuchte  Wurzel 


Mutthlwuii,  Onrndiag*  d.  «at.  n.  mod.  Algabim. 
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Beweis  1*).    Ea  sei 

Setzen  wir  den  Werth  von  x  in   die  gegebene  Gleichung  ein  und 
ordnen  nach  u,  so  wird 

Demgemäsa  ist 

of.  +  6 

a^,~^  b 

folglich 


—  ». 
inear  und 


Allgemein:  Ist  die  gegebene  Gleichung 
/■(i)-0, 
so  erhält  mau  nach  der  Substitution 


und  wenn  man  die  Gleichung  mit  u  —  1  multiplicirt, 

/■(.,)»-/■(.,) -0; 
folglich  ist 

fih)         Vt'  9.  —  9t 

Beweis  2**).  Substituirt  man  in  der  gegebenen  Gleichung 
für  X  nach  einander  die  falschen  Wurzelwerthe  oder  Annahmen 
«1  und  ifj ,  so  erhält  man  für  die  Function  f{x)  =ax  +  b  zwei 
Werthe,  welche  im  Ällgbmeineii  von  Null  verschieden  sein  werden. 
Die  Abweichungen  ■az^  +  b  und  az^  +  b,  welche  man  die  Fehler 
(falsa)  der  Gleichung  nennt,  seien  beziehungsweise  f,  and  9),.  Es 
ist  also 

ax  +ft  =  0, 

ae,  -j-  ^  ■■  Vi  > 

az^  -{-b  -^  <Pi. 

*)  L.  Mattbiessen,  Die  Begel  vom  bliclieii  Satze  bei  den  Indern  und 
Arftbem  des  Mittelalter«  und  eine  bemerken  b werthe  Anwendong  denwtbeD  zur 
directen  AuflöBuug  der  quadcatitchcn  nnd  kubJEchen  litterolen  Oleichnngen. 
Zeitscbr.  tili  Math.  a.  Phje.  XV.  S.  4G.  1870. 

**)  Schlfie»el  zur  AufgabenBammlung  von  Heia,  heraoagegeben  von  L. 
Mattbieasen.  I.  %  Öl.    Köln  1873.    S.  Aafl.  1378. 
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Man   subtrahire  die  beiden   Fehlergleicilungen   von  der  gege- 
benen Gleichang,  wodurch  man  erhält 

a(x  —  Ji,)  =  ~  Vi  >     <'(^  —  ^i)  ^  —  Vi- 
Es  ist  folf^ch 

oder 


Die  AbweichoDgen  x  ~  Zi  und  a:  —  ü,  der  Annahmen  von  der 
Wurzel  nennt  man  die  Fehler  der  Substitutionen,  und  es  ver- 
balten sich  also  die  Fehler  der  Gleichung  wie  die  Fehler  der 
Substitutionen.    Aus  dieser  Proportion  ergibt  sich  weiter 

fli^i  -  ^)  =  Vli^i  ~x) 
und  der  Wurzelwerth 

X  =  ^^  —  «iTi , 
<P,  -  <P, 
Das  Charakteristische   der  Methode  besteht  darin,  dass  die  Unbe- 
kannte mittels  einer  geometrischen  Proportion  gefunden  wird. 

Historische  Bemerkungen.  Die  im  Vorangebenden  entwickelte 
Methode  der  Auflösung  von  'Gleichungen  ersten  Grades,  welche  jetzt 
nur  Yorzugewaise  noch  als  NtLherangsmethode  bei  der  Auflösung  höherer 
numerischer  Gleichungen  augewandt  wird  und  allgemein  unter  dem 
Namen  reguUr  falsi  bekannt  ist,  findet  sich  in  verschiedenen  mathe- 
mattüchen  Schriften  der  Araber,  bei  Abraham  beu  Esra  (1130), 
Ibn  Albanna  (1222),  Alkalzadi  (f  1486)  und  Beha  Eddin 
(1517  — 1622).  Die  Methode  ist  indischen  Ursprungs  und  nach  einigen 
in  der  Pariser  Bibliothek  vorhandenen  lateinischen  Manuscripten  das 
indische  Werk  von  dem  in  der  ersten  H&lfte  des  XII.  Jahrb.  lebenden 
spanischen  Juden  Abraham  ben  Esra  ins  HebrBische,  dieser  Text 
aber  spKter  von  Andern  ins  Lateinische  Übersetzt  worden.  Der  voll- 
ständige Titel  der  lateinischen  üebersetzung,  welche  in  Libri,  Hist.  des 
Sciences  mathent.  I.  Note  VI  abgedruckt  ist,  heisat:  Liber  augmenti  et 
ditninulionis  {aldjebr  v/al  ntokabalä),  vocalus  nameralio  divinatiottis  «c 
eo,  quod  sapienl^  IruU  po^ierani,  quem  Abraiiam  compäavU  et  aecundum 
librum  qui  Indontm  dictus  est,  cotnposuit.  (Man  vergl.  Zeitschr.  f.  Math. 
u.  Fhys.  IV.  S.  383.)  Leider  ist  das  indische  Originalwerk  verloren 
gegangen, und  in  den  bekannten  indischen  Werken  findet  sich  nirgend 
die  Anwendung  der  Methode  vor.  Nun  heissen  in  der  angeführten 
lateinischen  Uebersetzung  die  beiden  Annahmen  «,  und  z^  für  die  Un- 
bekannte Jances"  (Wagscbaalen);  der  Ursprung  dieser  Metapher  ist  aber 
r&thselhaft     Im  Arabischen   heisst  diese  Beohnung  geradezu  aml  Wl 

18* 
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kaffat  (ifethode  der  Wagscha&l«n)  und  in  einzelnen  Werken  z.  B.  im 
Talkhys  findet  man  auch  die  einer  gleichannigen  Waage  ähnliche  Figur 
alB  Berechnungsschema  gezeichnet.  Auf  die  Scfaaalen  werden  die  zn;ei 
willkürlichen  Annahmen  geschrieben. 

ITm  diese  Bechenmethode  der  Alteren  Algebristen  zu  veranBchau- 
lichen,  mögen  hier  einige  kurze  AuszUge  aus  den  erwähnten  Schrift- 
stellern wörtlich  mitgetheilt  werden. 

Abraham,  Liber  augmetUi  et  diminutionis  etc.  CapÜulum  de 
negocialüme  aliud:  „Qitod  si  tun  diiterU:  MercaUts  est  qitidam  cum 
eensu  et  duplatus  est  ei  census,  ex  quo  donavit  duas  dra^mas  et  mer- 
catus  est  cum  residuo  et  duplatus  est.  Ex  qua  donavit  quatuor  drag- 
mas,  deinde  negociatus  est  cum  residuo  et  duplatus  est  ei.  Donavit 
autem  ex  eo  sex  dragmas  et  ml  remansU  ei.  Numerus  ergo  primi  censas 
quatUus  est?*)  Capi^tlum  numerationis  ^us  secundum  augmentum  et 
dmttntritomem  est  ut  assumcts  lancem  ex  trants**)  et  duples  eatn,  et 
erit  sex;  deinde  danes  ex  eo  duas  dragmas.  Et  remanebunl  quattuor. 
Ipsam  ergo  dtipla  et  erit  octo.  Ex  quo  dona  guatttwr  Magmas,  et  re- 
•matiflbumi,  qualütor  dragme.  Dupla  ergo  ipsum,  et  erunt  octo.  Ex  eo 
itaque  dona  sex  dragmas,  et  remanebunt  due.  Oppone  ergo  per  ca 
non  rem.  Ipse  vcro  jam  dixU:  non  remansit  ei  res.  lam  igitur  er- 
rasti  cum  duolms  addüis.  Bände  accipe  lancem  secundam  divisam  a 
prima,  quae  sit  ex  quattuor"*),  et  dupla  eam,  et  erit  octo,  ex  guo 
dona  duas,  et  remanebunt  sex.  Ea  igitur  diupla,  et  erunt  duodedm. 
Et  Uona  ex  eis  quiütuor;  remanebutU  ergo  octo.  Ea  vcro  dupla  et  erunt 
sedecim.  Et  dona  ex  eis  sex,  et  remanebunt  decem.  lam  outem  dimt, 
quod  nihU  ei  remansU.  lam  ergo  errasti  cum  decem  addUis.  MuUiplica 
igitur  lancem  primam  in  error em  lancis  secunde,  quod  est  ut  nutl- 
tiplices  hia  in  decem,  et  fiunt  Irigintaf).  Deinde  mtUtiplica  lancem 
secundam  in  errorem  lancis  prime.  Quod  est  ul  nwltiplices  quatiuor 
m  duo,  et  erit  odoff).  Minue  ergo  »tinorem  duorvm  numerorum  ex 
majore  eorwn.  Quod  est  ut  demas  octo  et  triginta,  et  remanent  viginti 
duo;  deinde  minue  minorem  duorum  errorum  ex  majore  eorwn.  Quod 
est  tU  demas  duo  ex  decem,  et  remanämnt  octo.  Deinde  ergo  vigit^ 
duo  per  octo  et  pervenient  tibi  duo  d  ires  qufoiefff).  Hie  igitur  est 
numerus  quem  vis  scire." 

Es  ist  nun  bemerkenawerth,  dass  ausser  dieser  Methode  der 
Wagschaalen  noch  drei  andere  Methoden  zur  Lösung  angewandt  wur- 
den, nSmlich  die  regula  infusa,  die  Transpositionsmethode,  und  die  Me- 
thode der  ümkehrung  [modus  mveniendi  quod  est  in  sermone  dicentis). 

•)  Ist  censoB  ■■  x*,  bo  iat  2^2(8«*  —  a)  —  4)  —  8  =  0. 
**);,"  8  (lanx  prima),  Vi  =>  +  ^  (error  lancis  primae). 
•*•)  z,  —  4  (lani  eecunda),    <p,  —  +  10  (error  lancu  seoundae). 

t)^,g>, -30. 
tt)*,?,  -8. 
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Diese  Metboden  mit  Ansuahme  der  regula  mfusa  finden  wir  auch 
noch  bei  Beha  £ddin  (Kap.  X),  nur  mit  dem  unterschiede,  daaa  von 
ihm  nicht  der  Ausdruck  ai-haffai  {baianx),  sondern  al^nafrüd  (Annalime) 
gebraucht  wird. 

Beha  Eddin  (Kap.  IV,  Aufsuchung  der  unbekannten  durch  die 
Rechnung  der  beiden  Abweichungen)  sagt:  „Nimm  fUr  die  Unbekannte 
Beliebiges  an  nnd  nenne  es  die  erste  Annahme  und  rechne  damit 
der  Aufgabe  gemBsS;  stimmt  es,  so  ist  sie  es.  Wenn  es  aber  ab- 
weicht, nach  einer  oder  der  andern  Seite,  so  nenne  dieses  die  erste 
Abweichnng.  Dann  nimm  eine  andere  Zahl  und  nenne  sie  die  zweite 
Annahme;  wenn  sie  abweicht,  so  entsteht  daraus  die  zweite  Ab- 
weichung. Darauf  multiplicire  die  erste  Annahme  in  die  zweite  Ab- 
weichung und  nenne  das  Product  das  erste  Resultat;  und  darauf 
die  zweite  Annahme  in  die  erste  Abweichung  und  das  ist  das  zweite 
Resultat.  Sind  nun  beide  Abweichungen  (zugleich)  positiv  oder  ne- 
gativ, so  dividire-die  Differenz  der  beiden  Resultate  durch  die  Differenz 
der  beiden  Abweichungen;  sind  sie  aber  verschieden,  so  dividire  die 
Summe  der  beiden  Resultate  durch  die  Summe  der  Abweichungen  und 
der  Quotient  ist  die  gesuchte  Zahl." 

CbarakteristiBch  ist  es  für  die  Mathematik  bei  den  Arabern,  so- 
wie bei  den  Indem  und  Chinesen,  dass  sie  jeden  Beweis  der  Richtig- 
keit aller  Regeln  für  Überflüssig  hielten.  Sie  betrachteten  vielmehr 
jede  Entdeckung  auf  diesem  Gebiete  ala  eine  Inspiration  der  Gottheit. 
Nur  in  Griechenland  hatte  sich  die  Mathematik  von  den  Fesseln  eines 
Monopols  der  Priester  befreit.  Wenn  der  Araber  nicht  ganz  seiner 
Deducfionen  sicher  ist,  so  entschuldigt  er  sich  mit  den  Worten:  Gott 
weiss  die  Wahrheit  besser! 

Die  sehematische  Behandlung  der  regvia  folsorum  ist  als  Methode 
der  WagBchaalen  am  meisten  ausgebildet  bei  Ibn  AJiimna  und  seinem 
Commentator  Alkaleadi,  weshalb  wir  hierauf  noch  etwas  nSher  eingehen. 

Talkhys  anuUi  al  Mssäb  d'Abu'l  Abbas  Ahmed  Ihn  Älbanmi  sagt 
P.'II.:  „üeber  die  Methoden  der  Bestimmung  der  Unbekannten  aus 
bekannten  und  gegebenen  Grössen." 

„Dies  Kapitel  zerfällt  in  zwei  Abschnitte:  Abschnitt  tlber  die  Me- 
thode der  Proportion  und  Abschnitt  tlber  tädjebr  to'  ahnokabata." 

Erster  Abschnitt.  „Es  ist  die  Methode  der  Proportion.  Sie 
wird  auf  zweierlei  Arten  angewandt,  durch  die  geometrische  Pro- 
portion und  durch  die  Methode  der  Wagechaalen."  —  (Die  erste 
Methode   wird  erl&utert  und  ist  identisch  mit  unserm  ßegeldetriaatz.) 

„Die  Wagschaalen.  Diese  Methode  ist  geometrisch"  (ar&b. 
hindiasije,  welches  aber  auch  tibersetzt  werden  kann  „indisch");  „die- 
selbe ist  folgende:    Du  nimmst  eine  Waage  von  folgender  Gestalt, 
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stellst  das,  was  bekannt  und  bestimmt  ist,  über  den  Drehpnnct,  legst 
auf  eine  der  beiden  Schaalen  eine  beliebige  Zabl,  reebnest  dazu  das 
üebrige,  was  aufgegeben  ist  zu  addiren,  zu  aubtrahiren  oder  sonst  was 
und  vergleicbe  dann  das  Resultat  mit  dem,  was  Über  dem  Drehpuncte 
steht.  Hast  Du  es  gerade  getroffen,  so  gibt  die  Scbaale  die  unbekannte 
an.  Hast  Du  es  nicht  getrnffen,  bemerke  den  Fehler  aber  der  8cbaaJe, 
wenn  das  Resultat  zu  gross  ist,  und  unter  der  Schaale,  wenn  es  zu 
klein  ist  Dann  setze  auch  auf  die  andere  Schaale  eine  andere  be- 
liebige Zahl  und  verfahre  ebenso.  Jetzt  multiplioire  den  Fehler  jeder 
Schaale  mit  dem  Aufsatz  der  andern.  Sind  die  beiden  Fehler  positiv 
oder  beide  negativ,  so  subtrahire  den  kleineren  vom  grosseren,  ebenso 
das  kleinere  Product  vom  grösseren  und  dividire  die  Differenz  dei 
Producte  durch  die  Differenz  der  Fehler.  Ist  dagegen  der  eine  Fehler 
positiv,  der  andere  negativ,  so  dividire  die  Summe  der  Prodncte  durch 
die  Summe  der  Fehler." 

•Ihn  Albanna  gibt  noch  einige  Uodificationen  der  Regel  der  Wag- 
Ecba^en  an,  die  in  den  folgenden  ^Paragraphen  demonstrirt  werden 
sollen. 

1.  Zahlenbeispiel:  Eine  Zahl  zu  finden,  welche  um  ihr  Zwei- 
drittelfaches und  1  vermehrt  10  gibt  (Beha  Eddin,  kholflsat). 


Erste  Schaale  (rechts)  9,     9+y9+l=10  +  6; 

erster  Fehler     +  6  ; 
zweite  Schaale  (links)    6,     6+-|-6-f-l  =  10+l; 

zweiter  Fehler     -f-  1 . 


Folglich  ist 


■5j- 


'2.  Zablenbeispiel:  Eine  Zahl  zu  finden,  deren  Sechsfaches  nebst 
ihrem  Siebenfachen  zusammen  25  ausmachen.  (Commentar  von  Al- 
Kalzadi  zum  Talkhys.) 


Erste  Schaale  6,     6x6  +  6x7  =  25 +  53; 

erster  Fehler  +  53 ; 
zweite  Schaale  1,     1X6+1X7  =  25  —  12; 

zweiter  Fehler  —  12. 
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63  X  1  +  12  X  g ,12 

^  "  68  +  12       .  ~    is" 

3.  Zahlenbeispiel:    Suche  eine  Zahl,  deren  Drittel  und  Viertel 
21  ausmachen.     (Arithmetik  toh  Al-Kalzadi.) 


Erste  Schaale  12,  das  Resultat  «=  21  —14;  erster  Fehler  - 
zweite  Sehaale  24,   das  Eesnltat  =  2 1  —    7;  zweiter  Fehler - 
14  X  24  -  7  X  12        _„ 


§  85.   Hodlfieatioii  der  regola  lanciiun  bei  Ibn  AlbannA. 

Ibn  Albannä  sagt:  „Wenn  Du  willst,  kanast  Du  auch  auf  die 
zweite  Schaale  die  Zahl  der  ersten  oder  eine  andere  setzen,  be- 
rechne den  Ansatz  und  vei^leiche  ihn  mit  dem,  was  über  dem  , 
Drehpnncte  steht;  multiplicire  das  zweite  Ilesultat  mit  der  ersten 
Annahme  und  den  ersten  Fehler  mit  der  zweiten.  Ist  der  erste 
Fehler  negativ,  addire  die  Produete;  ist  er  positiv,  nimm  den  Unter- 
schied derselben.  Du  dividirst  dies  Resultat  durch  das  Resultat  der 
zweiten  Annahme  und  erhältst  die  gesuchte  Zahl." 

Um  die  Bichtigkeit  dieser  Regel  zu  beweisen,  nehmen  wir  an 
die  gegebene  Gleichung  sei 

ax+b  =  0. 
Es  sei  z,  eine  beliebige  Zahl  eine  Annahme  für  den  unbekannten 
Wurzelwerth.    Dann  ist 

ax  +&=.0, 
a^i  +  6  =  qo,, 
mithin  ae,  das  Resultat  und  (pi  der  Fehler. 

Durch  Snbtraction  Erhält  man  hieraus 


Setzt  man  diesen  Werth  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  erhält 
man 

I  j-'^i-  +h-0 
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Zahlenbeiepiel.    Suche  die  Zahl,  deren  Fünftel  und  Sechstel 
zosammen  20  betragen.  (Ä.  Marre,  Talkhye  d'Ibn  Älbannä.) 


Annahme  30,    Resultat  11,    Fehler  —  S 
Die  gesachte  Zahl  ist 


30  X  11  +  » 


'--M-:, 


Um  die  Richtigkeit  der  andern  Regel  zu  beweisen,  gehen  wir 
wieder  ans  von  der  G-leichnng 

öic  +  ft  — 0. 

Man  mache  zwei  verschiedene  Substitutionen  z,  und  e^  fQr  x, 
so  erhalt  man  ausser  der  gegebenen  Gleichung  noch  zwei  andere 
Bestimmungsgleichungen  für  die  Gonstanten;  nämlich 

Aus  der  ersteren  folgt  durch  Elimination  von  b 

aus  der  zweiten  durch  Substitution  von  a 
^.,  +  4-9,. 

Hieraus  ergibt  sich  der  Worzelwerth 

- _ 'i(yi  —  i>)  —,5«.?!  „ "!("'.)  —  g.Ti 


Zahlenbeispiel.  Eine  Zahl  zu  finden,  deren  Drittel  und 
Viertel  zusammen  21  ausmachen.  (A.  Marre,  Talkhjs  d'Ibn  Al- 
bann ä.) 
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£iate  Annahme  12,  erstes  Resultat  7,  erster  Fehler  —  14. 
Zweite  Annahme  18,  zweites  ResnltatlOö-,  zweiter  Fehler  — 10^ - 
Man  erhält  hieraua 

12  X  10^-  +  18  X  14 


§  86.  Gmmetilsolie  Discnsslon  der  Methode  der  Wagsohaalen. 
Es  mnss  jedem  Leser  des  Talkhys  auifallend  erscheinen,  dass 
Ihn  Albamiä  die  Methode  der  Wa^chaalen  unter  die  Proportionen 
rechnet  und  sie  auch  „geometrisch"  nennt,  wenn  man  davon  ab- 
sieht, das  Attribut  ,^indimj^'  mit  „indisch"  zu  übersetzen,  da  wir 
in  den  Schriften  der  Hindu  nichts  dergleichen  finden.  Albannä 
gibt  ans  nichts. Ton  irgend  einem  Beweise  seiner  Methode  oder 
auch  nut  eine  Andeutung  über  die  ursprüngliche  Beziehung  der 
schematischen  Figur  zu  der  in  Rede  stehenden  Methode.  Es  möge 
hier  nur  eine  geometrische  Erlänterung  der  r(^ula  lancium  gegeben 
werden,  worin  sich  allen&lls  der  Ursprung  des  von  den  Arabern 
benutzten  Rechenschemas  in  Form  einer  biianx  vermuthen  lässt 

Angenommen  die  Gleichungen,  welche  bei  der  Berechnung  in 
Betracht  kommen,  seien 

ax  =  b, 

a^i  =  6  +  9, , 

In  der  nebenstehenden  Figur  sei  OX=a:,  02^  = 
ferner  Z,Jlf'=q»|,  ^',^'=9)^;  dann  ist  offenbar 


,  OZ^=e^; 


Z,M'.  {OZy  ~0X)  =  Z^N'.  (OZ^  -  OX) 
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folglich 

Vi  —  Vt 
Schreibt  man  an  die  Stelle  X  das  Resultat  der  Gleichung  bei 
fehlerfreier  Subütitntioo,  alao  &;  auf  die  Flächen  die  beiden  An- 
nahmen r,  und  g^,  bei  M  nnd  N  die  beiden  Fehler  der  Gleichung, 
also  tpi  und  <p^,  eo  nimmt  das  Schema  A\p.  folgende  Gestalt  an, 
welche  dem  arabischen  ^affat"  in  der  That  ziemlich  genau  entspricht: 


JII.    Von    der  Auflösung  der  quadratischen   Gleichungen. 
§  87.    Methode  von  Br&hmegnpta  and  Bhascara*). 

(Sansc.miTf/'  hyamaharana**)  oder  Herausbringung  des  mittelsten 
Gliedes.)  Die  IndepBrahmegupta  und  Bliaacara  geben  zur  Auf- 
lösung der  quadratischen  Gleichung 

ax^  -{-  bx  ^  c 
folgende  R«gel:  „Man  nehme  die  Zahl  4  und  multiplicire  sie  mit 
dem  Coefficienten  des  Quadrats  der  Unbekannten  und  multiplicire 
mit  dem  Producte  beide  Seiten  der  Gleichung  und  addire  beiderseits 
das  Quadrat  des  Coefficienten  der  Unbekannten.  Alsdann  nimm  auf 
beiden  Seiten  die  Quadratwurzel,  transponire  und  der  Werth  der 
Unbekannten  wird  gefunden." 

In  algebraischen  Zeichen  ist  die  Auflösung  der  voi^elegten 
allgemeinen  quadratischen  Gleichung  also  folgende: 

*)  BTahiDegnpta  and  Bhascara,  Algebra  with  arithmetic  and  menan- 
ration,  from  the  Banacrit  tranalated  by  A.  T.  Colebrooke.     London  1817. 

**)  Colebrooke  übenetzt  diesen  term.  techn.  mit  „Elimination  des 
mittebteD  Gliedps",  Strachey  „interporifion  of  unknown"  oder  wCrtlich 
„nnknown  meana".  Ee  ist  wol  nicht  wahraclieinlich,  dass  der  indieche  Aub- 
drack  gl eicb bedeutend  Bei  mit  dem  Arabiachen  „capitulom  de  medJEttione  radi- 
cnm"  (Methode  der  Halbirnng  der  Wnrteln)  bei  Mob.  b  en  Hnsa,  da  Brah" 
megnpta  mebrfacb  das  Glied,  welcbeB  die  erste  Potenz  der  Unbekannten  ent- 
bSIt,  daa  „mittelste"  nennt. 
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§  ST.    Die  Methode  mad'  hyunabarsna. 

ax*  -\-hx  ^e, 

Aa*a?  +  4abx  =  4oc, 

4a*a?  +  Aahx  +  fe*  —  4ac  +  &*, 


Die  vorstehende  algebraische EntwickeluDgist  sowolbeiBrahme- 
gupta  als  Bhascara  im  rhetorischen  Stile  gegeben;  bei  letzterem 
finden  eich  indessen  auch  Angaben  in  symbolischer  und  synkopirt«r 
Schreibweise  gelost,  wovon  eine  Probe  g^eben  werden  soll.  Wir 
schicken  nur  noch  die  Bemeiknng  voraus,  dass  es  sich  bei  den 
älteren  Älgebristen  Tneistens  nur  d&mm  haDdelt,  positive  Wurzel- 
werthe  zu  erhalten.  Demgemuss  statuiren  sie  nur  folgende  drei  Fälle : 
I.     3?-\-px  =  q;     X yP+y  VV +  4g; 


III.  px-\-q  =  3^,  a;  —  2  i)  +  2"  Vp*  +  iq . 
Für  den  Fall  II.  werden  immer  zwei  Wurzelwerthe  angegeben. 
In  der  8,  und  9.  Aufgabe  der  Bija  gamta  von  Bhascara  Acharya 
heisst  es:  „Wenn  (nacb  der  Estrahirung  der  Wurzel)  auf  der  einen  ■ 
Seite  die  Unbekannte  und  eine  negative  Zahl  ist  und  auf  der  an- 
deren Seite  die  Zahl  kleiner  als  diese  negative  Zahl  gefunden  wird, 
dann  gibt  es  zwei  Auflösungen,  indem  man  die  Vorzeichen  der 
andern  Seite  wechselt."    Es  ist  nämlich 


yp*  —  4q<p, 


folglich  x~  -^p  =  ^.^Yp^  —  Aq. 

derselbe  Fall  wird  auch  bei  den  Arabern  stets  berflcksichtigt. 

Aufgabe  aus  der  Sija  ganita:  Wenn  die  Summe,  der  bei- 
den Katheten  (hhoje,  eote)  und  der  Hypotenuse  (cama)  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  gleich  56  und  ihr  Product  gleich  4200  ist, 
wie  gross  sind  die  Seiten? 

r\,    ■ 

^J  '^  C«  (Pers.  die  Figur  der  Braut.) 
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AuflÖauBg:  Ich  nehme  an  die  cama  iaija  1  und  nehme  ihr 
Quadrat,  das  ist  Ja  bha  1.  Dies  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  andern  Seiten  nach  der  Figur  der  Braut.  Da  4200  das 
Product  der  drei  Seiten  ist,  eo  dividire  ich  4200  durch  die  Unbe- 
kannte ;  der  Quotient  ■  .  ■■—■■■  ist  das  Rechteck  aus  den  beiden  Ka- 
theten. Es  ist  bewiesen  worden,  dass  der  Ueberschuss  des  Quadrates 
der  Snmme  zweier  Zahlen  Über  die  Summe  ilirer  Quadrate  gleich 
dem  doppelten  Rechteck  aus  beiden  sei.  Die  Summe  der  beiden 
Katheten  ist  Jal  ru  56.  Ich  bilde  das  Quadrat  Ja  Wm  1  Ja  1X2 
ra  3136  und  die  Stimme  der  Quadrate  ist  Ja  hka  1.  Ich  nehme  die 
DifiFerenz,  nämlich  Ja  112  ru  3136  und   diese  ist  gleich   dem  3op- 


peltcD  Rechteck  aus  den  Katheten,  also 

-j^.    Folglich  ist 

(nach  dem  Text) 

( 

in  modernen  Äiudrflcken) 

Jo  112™  3136 
Ja     0   ™_,'7 

-  1121  +  3136 

DiTidiie  beiderseits  durch  112, 

also 

Ja  i  1  ™  28 

-»+28 

=  o.  +  f. 

Man  schaffe  die  Brüche  fort: 

J(ilU\\Ja2S\r<,   0 
Jahhaa\Ja    0|»t.75 

-x'  +  28i 
—  Ol" +  01 +  76. 

Multiplicire  mit  —  4  und  addire  das  Quadrat  von  28: 

JaWtai\Ja\12\r«ni 
JdWiaO\  JaO   |ni484 

ix'  -  1121-+  784 
—  484. 

Die  Quadratwurzel  ist 

Ja  2    ni2'8 
JaO   n.22 

2s  -  28  —  22 ; 

addire  beiderseifa  28,  also 

rw  60 

21-60 

Ja  I 

und  dividire  durch  2;  dies  gibt  25,  welches  ist  Ja  1,  also  die  ge- 
suchte Hypoteuose  (cama). 
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§  87.     Die  Methode  mad'  hyamahanwifc  2S5 

Berechne  mm  JAoje  and  eote.  Alle  drei  maltiplicirt  mit  einander 
geben  4200.    Dividire  durch  cama,  also 

__  =  168  -=  bhcje  X  cote. 

Die  Summe  Ton  bJwje  and  cote  ist  31  nnd  168  x  4  =>  672.  Daa 
Quadrat  von  31  ist  gleich  961  nnd  (dieDifferenz)  289.  Die  Quadrat- 
wurze]  hiervon  ist  die  Differenz  von  bhcje  und  cote,  also  17.  Snh- 
trahire  dies  von  einander,  das  gibt  14.  Die  Hälfte  7  ist  hhoje  und 
31  vermehrt  um  17  gleich  48,  wovon  die  Hälft«  24  ist  cote." 

Ein  anderes  Beispiel  ,,Jemand  gab  mehrere  Tage  Almosen, 
und  zwar  in  t^lich  gleichmäsaig  wachsenden  Portionen.  Wird  1 
von  der  Anzahl  der  Tage  aubtrahirt  und  der  Heat  halbirt,  so  ist 
diese  Hälfte  der  Anzahl  Dirhems,  welche  die  Fera'on  am  ersten  Tage 
gab.  Dieselbe  nahm  immer  zu  um  die  Hälfte,  und  die  Anzahl  der 
Dirhems  ist  gleich  dem  Product  aus  der  Zahl  der  T^,  der  Anzahl 
der  ersten  Dirhems  und  dem  Werthe^  der  Zunahme  vermehrt  um 
ein  Siebentel  des  Productes." 

Auflösung:  Die  Anzahl  der  Ta^  sei  4x  -|-  1;  dann  betrug 
die  6abe  am  ersten  Tage  2x  nnd  x  den  täglichen  Zuwachs,  also 

(4a:  +  1)  X  2a;  X  a:  =  2*»  +  80:^ , 
und  dies  vermehrt  um  y  desselben,  also  (loa:*  -f-  64a^  :  7  die 
Summe  der  Dirhems.  Nach  einer  Regel  der  Idlavati  (die  Progres- 
sionen betr.)  ist  nun  [(43;  +  1)  —  1]  a;  +  2a;  gleich  der  letzten  Gabe. 
Die  Hälfte  der  Gabe  des  ersten  und  letzten  Tages  ist  gleich  der 
des  mittelsten  Tages.  MnltipUcire  diese  mit  der  Anzahl  der  Tage, 
80  erhältst  Du  8  a;*  +  10a;*  +  2  a;,  welches  gleich  — ^-y — ^  sein 
wird.    Daraus  folgt 

Sa;»  — 543;  — 14. 

Multiplicire  diese  Gleichung  mit  8,  denn  in  diesem  Falle  ist 
der  Coefficient  des  mittelsten  Gliedes  gerade,  und  darum  nimm  den 
CoelBcienten  des  Quadrats  selber;  addire  das  Quadrat  des  halben 
CoefGcienten  der  Unbekannten;  dies  gibt 

64a^  -  432a;  +  729  —  841 , 
8a:  —  27  =•  29, 
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§  88.    Methode  von  Dlophantos*). 
D  i  o  p  h  a  n  t    geht    bei    Beiner    Auflösung    der    quadratiscliea 
Gleichongen  ebenfalb  von  dem  atlgemeinen  Falle 

aus.  Aus  seiner  durch  viele  Beispiele  erläuterten  Behandlung  der 
quadratischen  Formen  geht  sein  Ver&hren  hervor,  welches  sich  kurz 
so  ausdrücken  ISsst:  Man  erhebe  den  halben  Coefficienten  vona^  sum 
Quadrat  und  addire  dazu  das  Froduct  aus  der  Zahl  c  und  dem  Coef- 
ficienten von  a^.  Ziehe  hieraus  die  Quadratwurzel,  addire  den  halben 
Coefficienten  von  x  und  dividire  die  Summe  durch  den  CoeMcient«n 
von  a^. 

Die  Wurzelform  des  Algebristen  ist  demnach 


-14 


6'  +  a 


Diese  Methode  ergibt  sieb  aus  seiner  Behandlung  folgender 
Beispiele: 

Norm : 
IV.  33.       Sx  -\- 18  =  öx' ;  \ 
IV.  45.       6:r+18  =  2:r^)       «^  +  *  = ''^"^ 
Vi.     6.       6iC»  +  3a:  =  7  ;  aar*  +  &a:  =  c; 

VI.  24.  3363:'  + 24  — 172a;;      ax'  +  b  =  cx. 
£3  sind  dies  lauter  Beispiele  von  „zusammengesetzten"  Fällen,  in 
denen  zwei  Glieder  einem  Gliede  gleich  sind  und  worauf  sich  die 
Worte  Diophant's   in   seiner  XI.  Def.  beziehen:    „vmsoov   dd  aoi 
dsi^oftev  xal  xäg  Svo  dSäv  [<Siav  tvl  xatalBi^i^^v  x6  xaiovzov 

XvBTttt."' 

§  89.    Methode  von  Mohammed  ben  Husa. 
(Capitulum  de  mediatione  radicam).**) 

Der  Chowaresmier  statuirt  wiederum- die  bekannten  drei  zu- 
sammengesetzten Fälle,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  das  Quadrat 
den  Coel^cienten  1  hat;  nämlich 

*)  Diophanti  Aleiaudrini  ArithmeticoruDi  lib.  IV  et  VI.  Man  vergl.  ancli 
NeBeelmaDD,  die  Algebra  der  Griechen.    S,  S1T-B23. 

**)  Liber  Maumeii  filii  TAojti  alchoarisnii  de  algebra  et  uimachabaia. 
Libri,  Hitt.  I.  Note  IV 
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3  89.    Methode  von  Mohammed  ben  Musa.  287 

I.     x"  ■^px  =  q,         X -3-?+  Yl-P''  +9, 

II.     ar'+    q=px,     x '^       YP+y-jP^  —  Q, 

in.   pX-\-  q  =  x\     x=      ~p+'y\p'  +  i. 

Die  Auflösung  wird  in  rhetorischem  Stile  numerisch  geführt 
und  nachträglich  geometrisch  bewiesen.  Wir"  werden  später  diese 
Demonstrationen  auseinandersetzen  nebst  ähnlichen  Beweisen  von 
Omar  Alkhayyami,  welcher,  wie  es  scheint,  zuerst  die  Bemerkung 
macht,  dass  sich  diese  Gleichungen  geometriseh  mit  Hülfe  des 
Kreises  lösep  lassen.  Wir  geben  hier  eine  Probe  aus  der  Algebra 
des  Chowareamiers  über  die  Behandlung  des  zweiten  Falles,  welcher 
zwei  positive  Wurzeln  liefert. 

Aufgabe.  „Census  et  v^nti  una  dragma  eqyantur  decem  ra- 
dicäms." 

:c*  +  21  =  103;. 

„Die  Regel  ist  dass  Du  die-  Wurzeln  haibirst;  es  sind  fünf.  Mul- 
tipUcire  sie  mit  sich  selbst  und  es  kommt  25  heraus.  Davon  sub- 
trahire  21  und  es  bleiben  4,  woraus  Du  die  Quadratwurzel  ziehst, 
welche  2  ist.  Diese  ziehe  von  der  Hälfte  der  Wurzeln  ab,  welche 
5  ist.  Es  bleibt  also  3  und  dies  ist  die  Wurzel.  Wenn  Du j  willst, 
kannst  Du  die  Wurzel  zur  Hälfte  der  Wurzeln  addiren  und  die 
Wurzel  ist  7.  Wenn  also  eine^ Aufgabe  Dich  auf  diese  Gleichung 
führt,  dann  versuche  es  mit  der  Addition.  Stimmt  dies  nicht,  dann 
gelingt  es  ohne  Zweifel  mit  der  Subtraction.  In  diesem  einen  der 
Fälle  gelingt  es  sowol  mit  der  Addition  als  mit  der  Subtraction. 
Du  muBst  Dir  aber  merken,  dass  wenn  Du  in  diesem  Falle  die 
Hälfte  der  Wurzeln  quadrirst  und  dies  Quadrat  kleiner  als  die  Zahl  . 
wird^  die  Aufgabe  unmöglich  ist;  ferner  dasa,  wenn  das  Quadrat 
gleich  der  Zahl  wird,  die  Wunel  gleich  der  halben  Anzahl  der 
Unbekannten  ist  ohne  Addition  und  Subtraction.  Und  alles,  was 
Du  aus  zwei  oder  mehr  oder  weniger  Quadraten  der  UnbekanUten 
bekommst,  reducire  auf  das  einfache  Quadrat." 

In  diesen  letzten  Worten  ist  also  ausgedrückt,  dass  wenn  die 
gegebene  Gleichung  von  der  Form 

ax"  -\-  b  ^  ex 
ist,  man  erst  die  Gleichung  auf  die  Form 
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rednciren  solle.  Unter  dieser  Form  werden  die  qnadratisclieii 
Crleicliangeii  auch  bei  allen  audera  arabischen  Mathematikern  die- 
cutirt  Daas  Mohammed  die  Gleichungen  mit  gebrochenen  Ckieffi- 
cienten  geläufig  sind,  zeigt  die^|handelte  Gleichung 

wenn  er  auch  meistens  der  Eflrze  wegen,  ohne  die  Lösung  selbst 
anzugeben,  das  Weitere  dem  Leser  ÜberläsBt,  etwa  mit  den  ver- 
tröstenden Worten:  „Pac  ergo  per  ea  sicut  est  täud  quod  retuli  tibi 
de  mediatione  radicum,  si  Dens  vohterU." 

HistoriBche  Bemerkungen.  Ea  herrscht  noch  ein  Streit  <Urflber, 
ob  die  Auflösung  der  bestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades  und  die 
Algebra  Überhaupt  eine  Erfindung  der  Inder  oder  der  alezandriniechen 
Griechen  sei*).  Eine  Tollständige  den  Anforderungen  der  heutigen  ele- 
mentaren Algßbra  entsprechende  Methode  der  Auflösung  der  bestimmten 
Gleichungen  ersten  und  zweiten  öradea  nebst  Anwendung  auf  Aufgaben 
aus  dem  praktischen  Leben  finden  wir  zuerst  bei  den  Indem  in  dem 
18.  Kap.  der  Astronomie  von  Brabmegiipta  (um  630).  Ihre  Theorie 
wird  auf  den  Siteren  Mathematiker  und  Astronomen  Aryabatibija 
(geb.  476)  znrackgeftthrt.  Der  Terhältnissm&BBig  höhere  Standpunkt 
der  indischen  Zahlenlehre  (Algorithmus)  im  Vergleich  mit  der  grieehi- 
Bchen  war  ein  Hebel  dieses  bei  den  Indem  mit  Vorliebe  behandelten 
Zweiges  der  Mathematik.  Die  Behandlung  der  unbeatinunten  Gleichungen 
mittels  der  EettenbrUche  und  der  cyklischen  Methode  bildet  den  schönsten 
Tbeil  der  indischen  Algebra.  Femer  zeichnen  sich  die  Aufgaben  in 
den  indischen  Werken  über  Algebra  aus  durch  die  gefSltige  Form, 
worin  dieselben  eingekleidet  sind.  Sie  behandeln  meist  Ffille  aus  dem 
praktischen  Leben  oder  aus  der  Geometrie.  Ein  Beispiel  dieser  Art 
ist  bereits  in  §  87  aus  der  Algebra  des  Bhascara  mitgetheilt. 

Ein  Jahrhundert  vor  Aryabattbiya  tritt  mm  der  Alexandriner 
Diophantos  mit  seinem  Werke:  a^t^tvtiiai&v  ßißUtc  ^  hervor,  ohne 
dasB  uns  ein  Vorg&nger  oder  Nachfolger  in  diesem  Fache  unter  den 
Griechen  bekannt  wHre.  Er  lebte  nach  Abulfarag  (Al-fihrist)  unter 
Julianus  Apostata  in  Alexandrien.  Sein  Werk,  welches  zahlen- 
theoretische  Untersuchungen  tiber  algebraische  Gleichungen  enthält, 
wurde  von  Abulwafa  um  970  ins  Arabische  .übersetzt.  Abulwafa 
schrieb  nach  dem  Al-fihrist  auch  einen  Commentar  zu  Hipparchus 
{f  126  V.  Chr.)  „Algebra",  der  nicht  mehr  vorhanden  ist,  so  dass  man 
auch  Über  dies  Werk  des  berahmten  Astronomen  nichts  weiss.   Vielleicht 


•)  Man  Te»l.  Gr&ko- indische  Stndien  von  Mor.  Cantor.  Ztschft.  f. 
Math.  u.  PhjB.  XXU.  Heft  1.  1877.  —  Nesaelmann,  die  Algebra  der  Griechen. 
Kap.  VUL 
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wurde  iOlophantB  Werk  schon  frtther  übersetzt.  Mach  ibn  Abi 
Oseibift  Bchrieb  Kost&  ben  Laca  (900)  ein  „Buch  betreifend  üeber- 
eetzung  des  Diophant  über  al-^iebr  w'  almokabcda"'.  Diopbant's 
Werk  bat  eine  auffUlende  Aehnlicbkeit  mit  den  algebraUcben  Arbeiten 
der  Inder  aber  unbestimmte  Analytik.  Allein  es  fehlt  m  demaeiben 
die  AuflÖBiing  der  unbestimmten  Gleichungen  ersten  Crrades  und  die 
der  bestimmten  Gleichungen  zweiten  Grades,  obwol  die  erstere  Art  der 
Gleichungen  IMopbantische  genannt  zu  werden  pflegen.  Wir  beeitzen 
übrigens  nicht  13,  sondern  nur  6  Bacher,  und  htjchstwahrscheinlich  ist 
aus  dem  angeführten  Grunde  ein  Defect  zwischen  dem  ersten  Buche 
(bestimmte  Gleichungen  ersten  Grades)  und  dem  zweiten  (unbestimmte 
Gleichungen  zweiten  Grades).  In  der  Defin.  XI  fShrt  Diophant  nach 
den  bekümten  Traospositionsregeln  fort  mit  den  Worten:  ^p&ter  will 
ich  dir  zeigen,  wie  man  die  Aufgabe  l6sL  wenn  zwei  Glieder  einem 
Gliede  gleich  sind".  Damit  meint  Diophant  offenbar  die  trinomischen 
Formen:  ax'  +  6a;  -=  c,  ax^  +  (»  =  <;»  und  ax  -\-  b^=  cx^.  Die  ver- 
sprochene Auflösungsmetbode  erfolgt  aber  nicht  in  Form  einer  be- 
stimmten Vorschrift,  wie  wir  sie  in  den  Werken  der  Inder  finden;  in- 
dess  wendet  er  sie  bei  seinen  zahlentheoreti  sehen  Untersuchungen 
quadratischer  Formen  mit  rationalen  Wurzeln  Überall  an,  z.  B.: 

VI.  6.     Ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  suchen,  so  dass  die  Siuome 
des  Inhalte  und  einer  Kathete  einer  gegebenen  Zahl  gleich 
sei.     Es  wird  angenommen,  die  Zahl  sei  7  und  die  Seiten 
•  3«,  4ar,  bx.    Dann  ist  Gx^  +  3j'  =  7: 

S"  ff  fifi'"j'  Kto»  tla'iv  (t"S. 
Nnn  forscht  Diophant  aber  immer  darnach,  ob  die  Gleichung  eine 
rationale  Wurzel  («pi^fwg  ^of)  habe.    Er  fBhrt  darum  so  fort:  ,^l 
Jtit  luv  i(fi9iiüv  nü  fifti^Su  iqi    iavro  it(f0i9civai  rüg  Swafitts  »al  nouiv 
terfäyeivm''  ov  noutxai  SL^     In  der  That  ist 
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Noch   ausfuhrlicher  entwickelt  er  die  Form  der  Wurzel  der  Un- 
gleichung IV.  45: 

S"  ß  ficliovts  claiv  SS  s  fi''  tij" 

also:  2x^  >  6x -t~  1^'  Diophant  sagt:  Wir  erheben  den  halben 
OoefBcienten  von  x  ins  Quadrat  und  wir  erhalten  9.  Nun  multipli- 
ciren  wir  den  Coefficienten  von  x*  mit  der  Zahl  18;  das  gibt  36.  — 
Uotoviuv  T«v  es  tÖ  ^fuffv  ip'  iavto,  o&cv  cvqIoiuzcu  fi"  #"  «al  läg 
d^ß  iid  rag  ^  i^,  a^iv  «ti^Vo^tev  ft."  y^'  Dazu  addiren  wir  den  halben 
OoefBcienten  von  x  und  dividiren  dnrch  den  Coeffioienten  von  >:*."- 
Die  Anflßsnng  ist  demnach 


«il.  n.  mod.  Algebra.  19 
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'  Aus  vorstehenden  BeiBplelen  geht  deutlich  genug  hervor,  dasB  dem 
Dioph&nt  die  AuFlÖBung  der  quadratischen  Gleichungen  gelSufig  war, 
wenn  auch  gar  keine  BUcher  über  die  directe  Auflösimg  der  bestimmten 
Gleichongeu  zweiten  Grades  von  ihm  vorhanden  Bind.  Wenn  es  sich 
also  darum  handelt,  den  Griechen  oder  den  Indem  die  Priorität  der 
Ei'findung  der  Algebra  zu  vindiciren,  so  läset  sich  diese  Frage  jetzt 
noch  nicht  entschieden  beantworten.  Wahrscheinlich  aber  sind  die  Prin- 
cipien  der  Algebra  numerischer  Gleichungen  aitf  Vorgänger  Diopfaant's 
und  Aryabattbij&'s  zuiUckznftlhreD.  Wir  stimmen  Übrigens  gerne 
.  demUrtheile  Cantor's  bei,  dass  indische  und  griechische  (aleiandrinische) 
Mathematik  sich  nicht  unabhängig  von  einander  entwickelten.  Unser 
Wissen  Über  die  mathematische  Litteratur  der  Oriecheu  und  Inder  leitet 
uns  zu  der  Vermuthung,  da6s  die  Inder  Lehrer  der  Griechen  in  der 
Arithmetik  und  Algebra,  die  Griechen  Lehrer  der  Inder  in  der  Geometrie 
sein  konnten.  Etwas  den  Werken  Euklidis,  Arohimedis  und  Apol- 
lonii  Gleiches  haben  die  Inder  nicht  geschaffen  und  schaffen  kännen, 
aber  auch  umgekehrt  suchen  wir  bei  den  Griechen  vergeblich  nach 
einem  in  der  Praxis  brauchbaren  Zahlensysteme,  nach  der  eleganten 
Anwendung  der  KettenbrQche  auf  Probleme  der  unbestimmten  Analytik 
und  einer  Anwendung  der  Aigebra  auf  die  verschiedenen  Fälle  des 
praktischen  Lebens.  Die  politische  Arithmetik  wurde  bei  den  orientali- 
schen Völkern,  namentlich  bei  den  Chinesen,  schon  in  sehr  früher  Zeit 
der  praktischen  Richtung  und  dem  Erwerbsfleisse  dieses  Volkes  ent- 
sprechend als  ein  wichtiger  Theil  des  öffentlichen  Unterrichts  angesehen 
und  durch  Regeln  und  Beispiele  in  Bechenbüchem  erläutert  Ein  solches 
populSrea  praktisches  Kechenbuch  ist  das  berühmte  uralte  Buch  Kiu- 
tschang  oder  die  neun  Sectionen*).  Im  Uebrigen  ist  die  Auffindung 
der  Ueberbleibsel  der  griechisch -mathematischen  Litteratur  als  abge- 
schlossen zu  betrachten,  wogegen  dies  bei  der  indischen  nnd  insonderheit 
der  chineEiachen  nicht  der  Fall  ist.  So  ist  z.  B.  erst  neuerdings  das  bis  jetzt 
als  das  älteste  angesehene  indische  mathematische  Werk  des  Aryabat 
tbiya  nach  Handschriften  veröffentlicht,  nachdem  es  lange  Zeit  für  ver 
loren  galt.    Viel  älter  ist  der  algebraische  Papyrus  von  Ah&mesu. 

Auffallend  ist  allerdings  die  Erscheinung,  dass  in  Indien  von 
Brahmegupta  bis  Bhascara  Acharya  die  Uathematik  keine  wesent- 
lichen Schritte  vorwärts  machte,  sondern  nur  eine  Reihe  von  sonst 
scharfsinnigen,  aber  nicht  prodactiven  Compilatoren  und  Commentatoren 
das  Interesse  fflr  die  mathematischen  Wissenschaften  rege  hielten.  Wir 
sind  aber  keineswegs  geneigt,  dem  Urtheile  Cantor's  in  diesem  Puncto 
beizustimmen,  wenn  er  sagt:  „Einen  Rückschritt  in  der  leidenschafts- 
losesten und  religiös  neutralsten  Wissenschaft,  in  der  Geometrie,  wie 
er  in  Indien  von  Brahmegupta  bis  zu  Bhascara  sich  zeigt,  ver- 
mögen wir  nur  dann  zu  begreifen,  wenn  es   der  grossen  Hauptsache 

*)  Eine  detaillirta  Inhal tsaii zeige  davon  gibt  Ed.  Biet  im  Joum.  des 
Savants  1S3S  und  Jonrn.  asiatique  VII.  pg.  201.  1839.  Man  vergl.  uuten  Vllt. 
Abschn.  Oesammtlitteratar.  I.  o.  Art.  FinkM. 
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nach  tun  fr^fudlSndiscbes,  nicht  n&turgemllBB  auf  heimischem  Boden  Er- 
wachsenes sich  handelte."  Die  Ursache  dee  Stülataudes  und  des  da- 
darch  unTenneidlich  eintretenden  Bückscbrittes  lag  allerdings  einerseits 
in  einer  Art  von  mSnchiflohem  PormallsmuB  und  (hr  religiösen  Be- 
fangenheit in  dem  Respect  vor  dem  EatechiBmus  des  Althergebrachten 
bei  den  Orientalen.  Wie  kann  man  es  sich  sonst  erklären,  dass  bei 
den  Chinesen  das  Buch  von  den  neun  Sectionen  immer  und  immer 
wieder  mindestens  drei  Jahrtausende  hindurch  von  Liechau  bis  Pin- 
kue  herab  unter  diesem  selben  Titel  erschien;  dass  man,  den  Bedflrf- 
niesen  der  Zeit  Rechnung  tragend,  endlich  nicht  auch  eismal  statt  der 
Üblichen  nenn  z.  B.  zehn  oder  zwölf  Kapitel  schrieb,  sondern  das 
Heterogenste  in  die  neun  Kapitel  hineinzwängte?  Es  muss  jedoch 
bemerkt  werden,  dass  schon  frOh  andere  mathematische  Werke  daneben 
erachienen,  wissenecbaftlicheren  Inhalts,  wie  z.  B.  die  unbestimmte 
Analytik  von  Sun  Tse.  Andererseits  lag  die  Ursache  des  Rückschrittes 
in  der  unwissenschaftlichen  Uethode,  in  einer  Methode,  die  jedes  strengen 
Beweises  ermangelte  und  einzig  und  allein  auf  die  BedUrlhisse  des 
praktischen  Lebens  oder  der  Astronomie  und  der  Zeitbestimmung  ge- 
richtet war.  Wenn  ein  Theorem  gefunden  war,  so  wurde  es  in  Regel- 
Tcrse  eingekleidet  und  an  Beispielen  erlSutert.  Jeder  Eingeweihte  be- 
griif  den  Satz,  und  einen  strengen  Beweis  seiner  Richtigkeit  zu  geben, 
fiel  Niemandem  ein  —  er  verstand  sich  ja  ganz  von  selbst.  Dieser 
Formalismus  der  Orientalen  war  nicht  etwa  durch  die  Dogtuen  ihrer 
geistlosen  bizarren  Religion  geboten^  aber  ein  mit  Noth wendigkeit  er- 
zeugtes Product  derselben.  Der  Grund,  warum  die  mathematischen 
Wissenschaften  bei  den  Orientalen  nicht  weiter  kamen,  sondern  zurück- 
gingen, ist  in  mehr  als  einem  Umstände  zu  suchen.  Wie  z.  B.  bei 
den  Chinesen  ein  weitverbreitetes  Rechenbuch  immer  denselben  Titel 
fllhrte,  so  war  es  bei  den  Indern  nicht  ungewöhnlich  der  Fall,  dass 
die  Leitung  mathematischer  Schulen  in  einer  Familie  erblich  war. 
Wenn,  wie  Cantor  meint,  die  JJatbematik  bei  den  Indem  zurückging, 
weil  sie  von  aussen  Hereingebrachtes  war,  so  würde  dies  auch  von 
den  Völkern  gelten,  welche  sich  in  der  Gegenwart  der  modernen  Oultur 
erschliessen  und  überhaupt  wissenschaftlich  zu  denken  befähigt  sind. 
Man  kann  vielleicht  mit  gleichem  Rechte  behaupten,  sie  ging  zurück, 
weil  den  Indem  die  streng  wissenschaftliche  Methode  fehlte,  weil  sie 
nichts  von  den  Griechen  gelernt  hatten  und  zwar  nichts  auf  dem  di- 
recten  Wege  des  wissenschaftlichen  Verkehrs,  höchstens  auf  dem  in- 
directen  Wege  des  Geacbäftslebens. 

Unter  den  Arabern  vermischte  sich  Indisches  oder  Persisches  mit 
grieohischem  Eigenthum;  darum  sind  aus  arabischen  Werken  wenig  zu- 
verlässige Argumente  zu  ziehen.  Das  Siteste  arabische  Werk  über 
Algebra  soll  um  630  n.  Chr.  von  Mohammed  ben  Musa,  dem  Cho- 
warizmier,  nach  indischen  Vorlagen  verfaset  worden   sein.-  Hankel*) 

*)  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertbum  und  Mitt«l- 
alter,  S.  261.  Leipzig  1ST4. 
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verbreitet  aich  in  seiner  Geschichte  Über  den  Ursprung  djesee  Werkes, 
und  ist  der  Ansicht,  dass  er  jedenfalls  nach  einer  Tradition  arbeitete, 
diese  aber  weder  von  den  Griechen  noch  den  Indem  stammen  kfjnne. 
Hankel  ist  geneigt,  des  Ursprung  bei  den  Persern  zn  suchen,  welche 
vor  der  moh&mmed&nisches  Zeit  imter  dem  doppelten  Einflüsse  griechi- 
scher und  indischer  Wissenschaft  gestanden  haben  möchten  und  bei 
denen  sich  eine  numerische  Algebra  entwickelt  hatte,  welche  Züge  beider 
in  sich  aufnahm,  wie  eich  aus  der  Terminologie  Jtohammed's  schliessen 
l&Bst.  Mit  Bezug  auf  letztere  machten  wir  noch  auf  eine  eigenthtlm- 
liche  technische  Bezeichnung  in  der  Methode  des  Mohammed  hin- 
weiBen,  welche  möglicherweise  auf  die  .Vorbilder  seines  ftlgebraischen 
Werkes  fuhren  kann.  Mohammed  nennt  nSmlich  zu  oft  wiederholten 
Malen  die  Methode  der  AuflGsung  der  gemischt  quadratischen  Gleichungen 
capUulum  de  tncdicUione  radicum  nach  dem  Wortlaut  der  in  Libri's 
Geschichte  mitgetheilten  lateinischen  Uebersetzung.  Es  bezieht  sich 
dieser  Ausdruck  auf  die  bekannte  Auflösungsformel 
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der  vorgelegten  quadratischen  Gleichung  x' -^- ax  ^  b ,  worin  das 
zweite  Glied  ax  allgemein  mit  „radicesf'  bezeichnet  wird.  Nun  wird  die- 
selbe Methode  bei  Brahmegupta  und  Bhascara  mit  dem  technischen 
Worte  maS  hyatna  fidrana,  wörtlich  „Herausbringung  des  Mittelsten", 
bezeichnet  und  der  persische  Commentator  der  Bija  ganüa  Vyzi  tlber- 
setat  diesen  indischen  Term  durch  die  Worte  „taustt  maghalf',  von  denen 
das  erste  übersetzt  werden  kann  durch  dissedio  per  medium  et  in  duas 
partes,  während  magkul  die  Unbekannte  ist.  Entweder  ist  der  persische 
Ausdruck  also  nur  eine  Umschreibung  des  indischen  mittels  eines  den 
persiechen  Mathematikern  gelBufigen  Kunstausdmcks  oder  es  kann  der 
indische  müglicherweise  ebenso  verstanden  werden.  Im  ersten  Falle 
w&re  jedenfalls  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Perser  den  Kunstausdruck 
von  den  Arabern  angenommen  haben,  oder  umgekehrt  die  Araber  von 
den  Persern. 

Die  geometrische  Beweisführung,  welche  in  ausführlicher  Weise 
den  die  Methode  des  Mohammed  erlKutemden  Zahlenbeispielen  folgt, 
ist  von  Euklidischem  Beigeschmack,  obwol  nur  eine  einzige  der  Figuren 
in  den  Elementen  (Buch  II.  i)  sieb  vorfindet.  Der  Chowarizmier  sagt,  nach- 
dem er  die  sogenannten  „sechs"  Fälle  an  Zahlenbeispielen  erUutert  bat: 

„Wir  haben  dasjenige,  was  von  der  Halbirung  der  Unbekannten 
„(ex  mediatione  radicum)  in  den  drei  andern  Fällen  nöthig  ist,  mit  be- 
„bestimmten  Beispielen  dargelegt.  Nun  wollen  wir  für  jeden  dieser 
„drei  FBlle  eine  Darstellungsform  wählen,  in  welcher  der  Grund  der 
„Halbirung  erkajont  wird."  Darauf  folgen  die  drei  geometrischen  Be- 
weise. Kach  Ibn  Khatdun  wurde  nun  freilich  zuerst  Euclides  von 
den  Arabern  Übersetzt,  aber  wann  ist  ungewiss.  Wenn  dem  Chowarizmier 
indische  Quellen  dabei  als  Vorlage  dienten  und  man  bei  diesen  griechi- 
schen  ElnfluEs   vermuthet,    so   bleibt   doch   auffallend,  dass  man  den 


lyGoo^^lc 


§  89.     Historischo  Bemerknngen.  293 

EuclidiBcben  Beweis  des  Pythagoreischen  S&tzes  nicht  in  den  Schriften 
der  Inder  findet,  wol  aber  einen  arithmetischen.  £a  ist  nicht  unnahr- 
Hcheinlicfa,  dass  altpersieche  und  syrische  Wigsenachaft  den  Arabern 
und  Indem  gemeinsame  Vorbilder  hergaben,  wie  auch  die  Ausdrucks- 
weise  „Satz  von  der  Figur  der  Braut",  womit  die  Feraer  den  Satz  vom 
rechtwinkligen  Dreieck  bezeichneten,  eine  ganz  eigentfaflmliche  ist. 

Der  etwa  zwei  Jahrhunderte  apSter  lebende  arabische  Algebrist  und 
Geometer  Omar  Alkhayyami  hat  zuerst  die  Algebra  der  Gleichungen 
in  eine  wisBenEchaftliche  Form  gebracht  und  die  allgemeine  Auflösung 
der  quadratischen  und  kuhiechen  Gleichungen  durch  geometrische  Con- 
Btmction  mit  Hülfe  des  Kreises  und  der  Kegelschnitte  gelehrt.  FUr 
die  erstere  Art  gibt  er  sowol  algebraische  ala  geometrische  Beweise. 
Die  geometrischen  Beweise  der  Auflösungsmethoden  der  quadratischen 
Gleichungen  stutzt  er  auf  SBtze  von  Euclid,dieder  kubischen  Oleich  engen 
auf  Satze  von  Äpotlonius*).  In  der  Auflösungskumt  der  kubiachen 
Gleichung  hatte  Omar  schon  ein  hervorragendes  Master  in  den  mathema- 
tischen Schriften  seines  berühmten  Zeitgenossen  Abul  Djud,  welcher 
unter  andern  eine  Abhandlung  schrieb:  „lieber  die  Auflösung  der 
(kubischen)  Formen  und  Über  die  Art,  die  meisten  derselben  mittels 
der  Analysis  auf  Kegelschnitte  znrUclQnfflhren".  Omar  seibat  gibt  eine 
systematische  Darstellung  der  Auflöaung  sSmmtlicher  trinomischer  und 
quadrinomischer  kubischen  Formen  in  elegantem  Stile,  welcher  einem 
modernen  Schriftsteller  Ehre  machen  würde.  Eine  arithmetische  Lösung 
der  kubischen  Gleichungen  ist,  wie  er  selbst  eingesteht,  ihm  freilich 
nicht  gelungen;  und  um  so  weniger,  da  er  sich  unter  einer  arithmeti- 
schen Lßsusg  immer  nur  eine  Auffindung  ganzer  positiver  und  zwar 
rationaler  Wurzeln  denkt.  Die  Auflösung  der  zusammengesetzten 
Gleichungen  von  höherem  als  dem  dritten  Grade  auf  geometrischem 
Wege  hielt  er  mit  Ausnahme  der  binomischen  geradezu  für  unmöglich. 

UnL  einen  Begriff  von  den  Auflösungsmethodea  der  beiden  öfter 
genannten  Araber  zu  geben,  werden  wir  zunäohst  die  Klassification  der 
Gleichungen  durch  Omar  und  dann  die  geometrischen  Beweismethoden 
sowol  des  Chowarizmiera  als  von  Omar  mittheilen.  Zur  Einführung 
in  den  Geist  des  letzteren  gelehrten  Autors  wird  es  sich  empfehlen, 
denselben  selbst  reden  zu  lassen,  wobei  wir  der  TTeberaetzung  von 
WCpoke  folgen.  Auf  die  geometrische  Behandlunga weise  der  kubi- 
schen Gleichungen  von  Omar  aoU  im  aiebenten  Abschnitte  ausführ- 
licher eingegangen  werden. 

§.  90,   Die  Classilloatioit  der  algebraischen  Oleiobimgeii  nach  Omar. 
Nacli  einer  läi^eren  Einleitung  zu  seiner  Algebra  fahrt  Omar 
fort  in  folgenden  Worten: 

*)  Omar  Alkhayjami,  Uebet  die  Beweise  der  algebraischen  Theorie. 
Von  WOpcke  ist  dieee  Schrift  unter  dem  Titel:  L'dlgäre  d'Omwr  arabisch 
nnd  frauzÖBiscb  herausgegeben. 
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„Die  Algebra  ist  eine  Wiasenschaft.  Ihr  Gegenstand  ist  die 
absolute  Zahl  und  die  geometrisch)  messbaren  Gr&ssen  als  Un- 
bekannte, aber  bestimmt  durch  eine  bekannte  GrSsse,  woraus  sie 
berechnet  werden  können.  Die  Bekannte  ist  eine  Grösse  oder  eine 
bestimmte  Relation,  so  dass^  man  jene  erkennt,  wenn  man  dieae 
aufmerksam  erwägt.  Was  man  in  dieser  Wissenschaft  erforscht, 
das  sind  die  Relationen,  welche  die  gegebenen  Grössen  mit  dem- 
jenigen verbindet,  welches  nach  dem  ^orhergesagten  den  Gegen- 
stand der  Algebra  bildet.  Die  Vollendung  der  Kunst  besteht  in 
der  Eenntniss  der  mathematischen  Methode,  rermittela  deren  man 
im  Stande  ist,  die  gedachte  Bestimmung  der  Unbekannten  auszu- 
führen, möge  diese  nun  numerisch  oder  geometrisch  sein.  Unter 
messbaren  Grössen  verstehe  ich  die  continuirlichen  Grössen,  wo- 
von es  vier  Arten  gibt;  die  Linie,  die  Fläche,  den  Körper  und  die 
Zeit,  wie  man  sie  allgemein  auseinandergesetzt  findet  in  den  Kate- 
gorien und  speciell  in  der  Metaphysik.  £inige  Gelehrte  betrachten^ 
den  Zeitraum  als  eine  Unterahth^uug  der  Fläche  subordinirt  unter 
die  Gattung  der  continuirlichen  Grössen.  Aber  eine  genauere  Be- 
trachtung dieser  Frage  beweist,  dass  sie  sich  im  Irrthüm  befinden. 
Das  Wahre  ist,  dass  der  Zeiixaum  eine  Fläche  ist,  in  einem  Zu- 
stande und  unter  Umstanden,  deren  genaue  Feststellung  unserm 
Gegenstande  fem  liegt  Es  ist  nicht  Gebrauch,  die  Zeit  unter  die 
Gegenstände  der  algebraischen  Probleme  einzuführen;  wenn  man 
es  aber  gethan  hätte,  würde  das  vollkommen  zulässig  gewesen  sein." 

„Die  Algebristen  päegen  in  ihrer  Kunst  die  zn  berechnende 
Unbekannte  ein  „Ding"*)  zu  nennen  und  sein  Product  in  sich 
selbst  „Quadrat",  das  Product  aus  dem  Quadrate  und  dem  Dinge 
„Kubus",  das  Product  aus  dem  Quadrate  in  sich  selbst  „Biquadrat", 
das  Product  des  Würfels  und  Quadrates  „Quadratkubus",  das 
Product  des  Würfels  in  sich  selbst  „Bikubus"  und  so  weiter  fort 
nach  Belieben.  Es  ist  bekannt  aus  den  Element«n  des  Euclid, 
dass  alle  diese  Grössen  in  fortlaufender  Proportion  stehen;  d.  h. 
dass  die  Einheit  sich  verhält  zur  Wurzel**),  wie  die  Wurzel  zum 
Quadrat  and  wie  das  Quadrat  zum  Kubus,  folglich  die  Zahl  zu 
Wurzeln,  wie  die  Wurzeln  zu  Quadraten,  wie  die  Quadrate  zu 
Kuben,  wie  die  Kuben  zu  Biquadraten  u.  s.  f." 

•)  ^j^  al-chal,  JUJl  ai-mftl,  v*JüI  al-kab. 
•*)  j.^*J  al-dji»r. 
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„Man  muBa  wissen,  dass  diese  Abhandlung  nur  verstAnden 
werden  kann  von  Denen,  welche  eine  vollständige  Kenntnis»  der 
Werke  über  die  Elemente  und  Daten  des  Enclid,  sowie  der  zwei 
Bücher  über  die  Kegelschnitte  von  Äpollonius  besitzen.  FUr 
Jeden  würde  im  Falle  der  Unkenntnisa  dieser  drei  Werke  es  kein 
Mittel  geben,  vollständig  die  Theoreme  zu  begreifen,  welche  ich 
zu  entwickeln  im  Begriff  bin.  Auch  ist  es  mir  nicht  ohne  Mühe 
gelungen,  mich  in  den  künftigen  Gitaten  auf  jene  drei  Werke  zu 
berufen." 

„Die  algebraischen  Auflösungen  lassen  sich  nur  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  bewerkstelligen,  d.  h.  durch  Oleichsetzung  jener  Grade, 
wie  es  genugsam  bekannt  isi  Wenn  der  Algebrist  das  Biquadrat  in  den 
Problemen  des  Masses  anwendet,  so  ist  dies  metaphorisch  und  nicht 
eigentlich  zu  verstehen,  da  es  absurd  ist,  dass  das  Biquadrat  zu 
den  messbaren  (geometrischen)  Grössen  gehöre.  Was  in  die  Kate- 
gorie der  messbaren  Grössen  eintritt,  das  ist  von  vornherein  eine  - 
Dimension*),  lUimlich  die  Wurzel,  oder  in  Bezug  auf  ihr  Quadrat 
die  Seite;  dann  zwei  Dimensionen,  also  die  Fläche;  und  das'Qua- 
drat  gehört  zu  den  messbaren  Grössen,  weil  es  die  Quadratfläche 
ist  Endlich  drei  Dimensionen,  also  das  Parallelejiipedon  und  der 
Eubua  gehören  zu  den  messbaren  Grossen,  da  das  Parallelepipcdon 
von  sechs  Vierecken  begränzt  ist  Da  es  nun  keine  andern  Dimen- 
sionen- mehr  gibt,  so  kann  weder  das  Biquadrat  und  noch  weniger 
ein  höherer  Grad  in  die  Kategorie  messbarer  Grössen  eintreten. 
Und  wenn  man  s^,  dass  das  Biquadrat  einen  Theii  der  mess* 
baren  Grössen  ausmaclit,  so  ist  dies  mit  Rücksicht  auf  seinen  le- 
ciproken  Werth,  wie  er  in  den  geometrischen  Problemen  ange- 
wandt wird,  zu  veratehen  und  niiäit  weil  die  biquadratischen  Grössen 
selbst  meaabare  Grössen  sind,  was  einen  Unterschied  macht.  Das 
Biquadrat  ist  kein  Theil  mesabarer  Grössen  weder  innerlich  noch 
äusserlich  und  man  kanu  es  nicht  mit  dem  Geraden  imd  Ungeraden 
vei^leieben,  welches  eine  äuBserliche  Eigenschaft  desselben  bildet, 
mit  Rücksicht  auf  die  Zabl,  vermittels  deren  die  Gontinuiiüt  der 
messbaren   Grössen   in   diecontinuirlicher  Form    dargestellt   wird." 

*)  Hon  sieht,  wie  trotz  allen  Bingens  diesea  eminenten  Mathematiken 
CK  ihm  onmOglich  war,  eich  vom  Begriffe  der  concreten  Zahl  znr  abetracten 
En  erheben.  Abal  Wafa  acheint  der  eincige  gewesen  zu  sein,  der'  diese 
Schranken  mit  den  Mitteln  der  Geometrie  zn  Qbersteigen  Tersncbte.  Durch- 
brochen wurden  sie  erat  durch  Ferrari's  Entdeckung. 
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„All«s,  was  man  in  den  Werken  der  Algebriaten  bezöglieh 
jener  vier  mathematisclien  Grössen,  aus  welchen  die  Gleichungen 
gebildet  werden,  nämlich:  absolute  Zahl,  Seiten,  Quadrat«  und 
Kuben,  findet,  dae  sind  drei  Gleichtmgen,  enthaltend  die  Zahl, 
Seiten  und  Quadrate.  Wir  di^egen  wollen  Methoden  entwickeln, 
vermittels  deren  man  die  Unbekannte  in  einer  Gleichung  bestimmen 
kann,  welche  die  vier  Grade  enthält,  von  denen  wir  geaa^  haben, 
dass  sie  ausschliesslich  zu  den  messbaren  Grössen  gehören,  aSju.- 
lich  die  Zahl,  das  Ding,  das  Quadrat  und  der  Kubus". 

„Die  Methoden  derjenigen  Klasse  von  Gleichungen,  bei  denen 
die  Auflösung  von  den  Eigenschaften  des  Kreises  abhängt,  d.  k. 
von  den  beiden  Werken  des  Enclides  tther  die  Elemente  und 
die  Data,  lassen  sich' sehr  leicht  beweisen.  Für  die  Methoden  der- 
jenigen Klasse ,  bei  denen  die  Auflösung  nur  mit  Hfllfe  der  Kegel- 
schnitte bewerkstelligt  werden  kann,  muss  man  sich  auf  das  be- 
ziehen, was  in  den  zwei  (ersten)  Bfichern  der  Kegelschnitte  enthalten 
ist.  Wenn  der  Gegenstand  des  Problems  eine  absolute  Zahl  ist*), 
so  ist  es  weder  mir  noch  ii^eod  einem  andern  Algebristen  gelungen, 
die  Auflösungen  anderer  Gleichungen  zu  entdecken  (und  vielleicht 
wird  ein  Anderer  nach  uns  diese  LQcke  ausfallen),  als  wenn  sie 
nur  die  drei  ersten  Grade  enthalten,  nämlich  die  Zahl,  die  Un- 
bekanoto  und  das  Quadrat.  Für  diese  Klasse  von  Gleichungen, 
deren  AuflÖsui^  sich  mit  Hülfe  der  Euclidischen  Bücher  bewerk- 
stelligen lässt,  werde  ich  die  numerische  Entwickelung  mittbeilen. 

„Und  merket, '  dass  der  geometrische  Beweis  der  Methoden 
nicht  den  ihres  numerischen  Beweises  überflüssig  macht,  wenn  der 
Gegeustuid  der  Aufgabe  eine  Zahl  ist  und  nicht  eine  messbare 
Grösse.  Auch  erkennnt  ihr  wol,  dass  Euclides,  nachdem  er  ge- 
wisse auf  die  ProportionaHtät  geometrischer  Grossen  bezügliche 
Theoreme  bewiesen  hat,  in  dem  fünften  Buche  seines  Werkes,  von 
neuem  deu  Beweis  für  genau  dieselben  Theoreme  der  Proportio- 
nalität liefert,  wenn  ihr  Gegenstand  eine  Zahl  ist,  im  siebenten 
Buche." 

„Die  Gleichungen,  welche  zwischen  den  vier  Graden  stattfinden, 


*)  Alkhuyjami  meint  hier  die  onmerische  ÄuflOHung  der  Icubiachen 
Gleichungen  und  die  Feststellung  der  Bedingungen,  unter  welchen  die  Wnreel 
eine  absolute,  d.  i.  eine  ganze  Zahl  wird.  Man  vergleiche  weiter  nuten 
§90B. 
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sind   entweder    einfache   oder    zusammengesetzte.     Von    den 
einfachen  gibt  es  sechs  Formen*): 

1°.    Eine  Zahl  ist  gleich  einer  Wurzel;^ 

2^*.    Eine  ZaM  ist  gleich  einem  Quadrat; 

3".    Eine  Zahl  ist  gleich  einem  Kubus; 

4".    Wuizeln  sind  gleich  einem  Quadrat; 

5^    Quadrate  sind  gleich  einem  Enbus; 

G°.  Wurzeln  sind  gleich  einem  Kubus." 
„Drei  dieser  Formen  sind  erwähnt  in  den  Werken  der  Älge- 
bristen.  Sie  sf^;en:  die  Unbekannte  rerhält  sich  zum  Quadrat,  wje 
das  Quadrat  zum  Kubus.  Es  folgt  nothwendig  daraus,  daas  die 
Gleichung  zwischen  Quadrat  und  Kubus  gleichbedeutend  ist  mit 
der  Gleichung  zwischen  der  Unbekaimten  und  dem  Quadrat;  und 
ebenso  verhält  sich  die  Zahl  «um  Quadrat,  wie  die  Unbekannte 
zum  Kubus.  Abe|^i&  haben  das  geometrisch  nicht  bewiesen.  Was 
die  Zahl  anbel^^^Benn  sie  dem  Kubus  gleich  ist,  eo  ist  man 
nur  im  Stande  Hie  Seite  des  letzteren  mit  Hülfe  der  vorläufigen 
Kenntnise  der  Kubikzahlen  zu  finden,  wenn  die  Aufgabe  numerisch 
ist;  ist  sie  geometrisch,  so  lässt  sie  sich  nur  mit  Hülfe  der  Kegel- 
schnitte lösen." 

„Die  zusammengesetzten  Gleichungen  sind  theils  trino- 
misch,  Uieils  quadrinomiach.  Von  den  trinouischen  Gleichungen 
gibt  es  im  Ganzen  zwölf  Formen: 

1''.    Ein  Quadrat  und  Wurzeln  sind  gleich  einer  Zahl; 

2*^.    Ein  Quadrat  und  eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln; 

3".    Wurzeln   und  eine  Zahl  sind  gleich  einem  Quadrat." 
„Diese  drei  Formen**)  sind  erwähnt  in  den  Werken  der  Al- 
gebristcu    und    sind    daselbst    geometrisch    bewiesen,    aber    nicht 
numerisch." 

„Die  drei  folgenden  Formen  sind***): 

1".    Ein  Kubus  und  Quadrate  sind  gleich  Wurzeln; 

2*^.    Ein  EubuB  und  Wurzeln  sind  gleich  Quadraten; 

3".    Wurzeln  und  Quadrate  sind  gleich  einem  Kubus." 
„Die  Algebrieten  Bagen,  dass  diese  drei  Formen  den  drei  vor- 
angehenden proportional  seien,  jede  der  correspondirenden,  also 


*)lr  —  x;     II.   r  —  **;     lU.   r  — .»»j     IV.   qx  —  x*;     V.    qx  =- x'; 
VI.  j»j:*  "  x'. 

••)  VII.  x'  +  |?ar  — 3i    VIII.  x' +  g  — par;    IX.  px  +  q  — x*. 
'**)  X.   as*+px*  —  qx;     XI.    x'-i- a*— pa:';     Xll.   qx -i- px*  =  X*. 
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z.  B.  die  Gleichung:  ,^iii  Kubus  und  Wurzeln  sind  gleich  Qua- 
draten" lässt;  sich  reducireu  auf  die  andere:  ^in  Quadrat  und  eine 
Zahl  sind  gleich  Wurzeln";  und  ebenso  die  übrigen.  Aber  sie  haben 
sie  nicht  discutirt,  wenn  die  Gegenstände  der  Aufgabe  geometrische 
Grössen  sind.  FOr  den  Fall,  wo  der  Gegenstand  der  Aufgabe  eine 
Zahl  ist,  ist  das  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  den  Elementen. 
Nun  aber  werde  ich  auch  den  geometrischen  Fall  discutiren." 

Die   sechs  Formen,  welche  von   den  zwölf  angezeigten  Obrig 
bleiben,  sind  folgende*): 

1".    Ein  Kubus  und  Wurzeln  sind  gleich  einer  Zahl; 
2°.    Ein  Kubus  und  eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln; 
3*     Eine  Zahl  und  Wurzeln  sind  gleich  einem  Kubus; 
4^.    Ein  Kubus  und  Quadrate  sind  gleich  einer  Zahl; 
5".    Ein  Kubus  und  eine  Zahl  sind  gleich  Quadraten; 
6".    Eine  Zahl  und  Quadrate  sind  gleich  einem  Kubus." 
„Von  diesen  sechs  Formen  findet  man  nichts  in  den  Werken 
libor  Algebra,  ausgenommen  die  vereinzelte  Discussion  einer  unter 
ihnen**).   Ich  werde  sie  entwickeln  und  geometrisch  beweisen,  nicht 
numerisch.    Die   Auflösung  dieser  sechs  Formen   ist  nur  möglich 
mittels  der  Eigenschaften  der  Kegelschnitte." 

„Was    die    zusammengesetzten    ciuadrinoniischcn    Gleichungen 

anbelangt,  so  gibt  es  deren  zwei  Klassen:  erstlich  solche,  in  denen 

drei  (irade  gleich   einem  Grade  sind.    Dies  sind  vier  Formen***): 

l".    Ein  Kubus,   Quadrate  und  Wurzeln  sind  gleich  einer 

Zalil; 
2**.    Ein  Kubus,  Quadrate  und  eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln; 
3".    Ein  Kubus,  .Wurzeln  und  eine  Zahl  sind  gleich  Qua- 
draten; 
4**.    Ein  Kubus  ist  gleich  Wurzeln,  Quadraten   uud   einer 
Zahl." 
„Die  zweite  KlaHse  begreift  diejenigen  (ileichungen,  in  welchen 
zwei  Grade  zweien  Graden  gleich  sind.  Es  gibt  deren  drei  Forment): 


•)  XIII.  «'+ aa;=.ri     Xl^.  x"  +  r  =.  qx;     XV.  ga; -j- r  —  *'; 

XVI.  *' +  j)«' —  r;    XVll  X' +  r  —  px*;     XVIII.  p*' +  r - 
•*)  Es  ist  die  Gleichung  von  Almahaui  (XVII)  gemeint. 
•••)      XIX.  x'+px'  +  qj^~r;     XX  (c' +  pai' +  r  ~  qx; 
XXI.  x'  +  qx    +  r^px';    XXII.  p.c'  +  qx  +  r  =  x\ 
\)  XXIII.  j;'  +  pj:'  —qx  +  r;     XXIV.  x'  +  qx—  px'  +  r; 
XXV.  x'  +  r  —  px'  +  qx. 
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1".  Eid  Kubus  und  Quadrate  sind  gleich  Wurzeln  nnd  einer  Zahl ; 

2°.  Ein  Kubas  und  Wurzeln  sind  gleich  Quadraten  und  einer  Zahl; 

3°.  Ein  Kubus  und  eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln  und  Quadraten." 
„Dies  sind  die  sieben  quadrinomischen  Formen;  jede  derselben 
ist  uns  gelungen  geometrisch  aufzulösen.  Einer  unserer  Vorgänger') 
wurde  durch  eine  Aufgabe  auf  einen  speciellen  Fall  einer  dieser 
Formen  geführt,  welchen  ich  nicht  verfehlen  werde  anzuführeiL 
Die  Auflösung  dieser.  Formen  kann  allein  mit  Hälfe  der  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  erzielt  werden." 

,^un  werde  ich  Sehritt  für  Schritt  alle  fünfundzwanzig  For- 
men discutiren  und  ihre  Auflösui^smethoden  beweisen;  und  ich 
eräehe  den  Beistand  Allah's:  Jeder,  der  ihm  aufrichtig  vertraut, 
Allah  leitet  ihn  und  hilft  ihm." 

Omar  discutirt  nun  die  sechs  einfachen  oder  binomischen 
Gleichungen  mit  Ausnahme  von  112. ,  die  er  unter  den  kubischen 
behandelt,  und  geht  darauf  zur  Auflösung  der  trinomischen  Gleichun- 
gen aber.  Wir  werden  seine  Auflösungsmethoden  und  Beweise  so- 
wie die  von  Mohammed  ben   Musa  bezüglich  der  drei  Formen: 

VII.  a^-\-px  =  q\     VnL   x^-\-q—px;     IX.   px-\-q  =  x* 
ausführlich  mittheiten. 

§  91.   Hetliode  der  Anflösnng  der  Oleichung 
VII.  x^-\-px=  q;     (x*  +  \0x  =  39). 
A.  Methode  und  Beweis  von  Mohammed  ben  Muaa**). 
Augenommen  das  Quadrat  der  Unbekannten  x  sei  x'  oder 
AS  (Fig.  9)  und  die    vier  Rechtecke  g,  h,  t,  h  von   der  Breite 
—  p  [^  ^  Y  ) '  ^*™'^  °^^  ^'^  ganze  Figur  ein 
vollkommenes  Quadrat  werde,  muss  man  noch 
viermal  das  Quadrat  von      pl^'2~\,a\su 

-j  i>*  (■=  26)  hinzuaddiren.    Darum  wird   die 

ganze  Figur  gleich  \p^  -\-q,  (25+39  =  64). 

•)  Abnl  Djud  oder  Alchanni.    S.  Woepecke,  Omar,  p.  67. 
•^Man  vergl.  Moh.  benMnsa  edit  byRoien  p.  13;  Libri,  Hist.  I.  p.  233; 
Omar,  Algebra,  pabl.  et  trad.  par  Woepcke  p.  I9i  Cardani,  An  magna, 
c^.  III.    Wir  geben  den  übermässig  gründlichen  Beweis  von  dem  Chowariz- 
miei  in  etwas  abgekünter  Form  wieder. 


'  r 

B 

'         i  , 
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Eine  der  Seiten  ist  die  Quadratwurzel  x^ +  Yi' (==  ^)-  ^'^^  ^"^' 
tralüre  -j-  p  (=  5)  von  der  Seite  der  ganzen  Figur;  es  bleibt  die 
Wurzel  X  (—  3). 

Bemerkung.  Das  Priacip  dieser  Entwicklung  besteht  also 
in  der  Ei^nzung  des  Quadrates  oder  in  der  linearen  Substitution 

woraus  sich  weiter  ergibt 

'>'+i{^')+i('i)'  - "'  +  p'  +  if-f, 

und  wegen 

x'  ■}-  i}x  ■=  q 
die  neue  Gleichung 

-fi^'  +  a^yS 

und  fotgeweise 

Während  Mohammed  hier  die  vorderen  Formen  der  Gleichungen 
benutzt,  leitet  er  aus  den  synkopirten  Formen  eines  zweiten  Be- 
weis ab,  welcher  folgendennassen  laut«t: 

Angenommen  das  Quadibt  sei  AB  (Fig.  10).    Wir  halbiren 

die  Wurzeln;  das  gibt  5  ('=-s-p),  und  construiren  Ober  den 
Seiten  zwei  Rechtecke  g  und  d  von  der  Länge 
5("--s-|>)    und   es    entsteht  noch  ein  Quadrat 

pTon  der  Grösse  25  (=-^P*)-  Die  ganze  Fi^ 
wird  also  gleich  25  +  39  oder  64  {=~p*-i-q\. 

Die  Seite  derselben  ist  8  (^Y^jf  +  q)  ■  Wenn  wir  nun  von 
ihr  snbtrahiren,  was  zuvor  addirt  wurde,  nämlich  5  /  —  g-  j») ,  so  er- 
halten wir  3  und  damit  die  Wurzel  (— i). 
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B.    Methode  und  Beweis  von  Omar  Alkhayjami. 

Aufgabe:  Ein  Quadrat  und  zehn  Wurzeln  sind  gleich  neun- 
unddreisBig*). 

Omar  sagt;  „Multiplicire  die  Hälfte  der  Wurzeln  mit  sich 
selbst;  addire  das  Product  zur  Zahl  und  subtrahire  von  der  Quadrat- 
wurzel hieraus  die  Hälfte  der  Wurzeln.  Der  Rest  ist  die  Wurzel 
des  Quadrats." 

„Wenn  die  Aufgabe  arithmetisch  ist,  müssen  zwei  Bedingungen 
eHUUt  sein;  erstens:  daes  die  Zahl  der  Wurzeln  gerade  sei,  ao  dasa 
sie  eine  Hälfte  hat;  zweitenB:  dass  das  Quadrat  der  Hälft«  und  die 
Zahl  zusammen  ein  Quadrat  bilden;  sonst  ist  diese  Aufgabe  arith- 
metisch unmöglich.  Geometrisch  bietet  dieser  Fall  durchaus  keine 
Schwierigkeiten  ••). 

„Der '  algebraische  Beweis  ist  leicht  und  übereinstimmead  mit 
dem  geometrischen.  Hier  der  letztere:  Angenommen  das  Quadrat 
sei  AC  (Fig.  11)  und  vermehrt  um  zehn  Wurzeln  gleich  neunund- 

*)  x'  -{-  lOx  •*  39.    Dasselbe  Zahlenbeispiel  findet  sich  bei  Moh.  ben 

**)  Aus  dieser  DiscoBsion  geht  nim  deoüich  herror,  was  Omar  unter  einer 
arithmetiBcheii  oder  numerischen  LOsnug  vereteht,  wie  es  auch  in  seiner  Ein- 
leitaug  Ton  Woepcke  richtig  aa^eiasat  ist.  Omar  begreift  unter  dem  Ana- 
dmcke  i^omeriscÄe  LOBong"  errtens  die  Darstellnng  der  Form  der  Wnrzel 
und  tweit«ns  die  Determination  der  Bedingungen,  nntor  welchen  die  Wnrzel- 
form  eine  ganze  oder  „absolnte"  Zahl  wird.  Nur  dann  nennt  er  die  AiiflOsong 
„möglich".  Es  ift  in  der  That  nnTerstandlicb,  wie  Omar,  der  eine  Algebra 
der  Oleichongen  oud  keine  ZalilenUieorie  schreiben  will,  diese  mit  in  seine 
DiscQBsion  zieht«  aonet  siud  es  jedonfalia  keine  „beatimmten"  Qleichnngen, 
am  deren  AnflO«nng  e>  «ich  handelt,  sondern  Diophan tische.  Daae  er  sich 
nicht  anch  eine  AnAOsmig  von  nnmeriscben  Oleichongen  mit  (pontiTen)  ge- 
brochenen, ja  irrationalen  Wurzeln  habe  denken  kOnnen,  ist  ganz  nnglanblich, 
denn  sonst  würde  man  hierin  einen  entechiedeuen  Rückschritt  gegen  die  Leistun- 
gen von  dem  Chowarizmier  bemerken,  der  mit  groaser  Gewandtheit  Qleichnngen 
mit  gebrochenen  Wurzeln  löste,  üebrigens  irrt  sich  Omar,  wie  Woepckc 
schon  bemerkt  hat,  darin,  diute  er  zwei  Bedingungen  aufstellt.  Denn  sei  a 
eine  positive  und  ganze  Zahl;  femer  q  —  an,  p  ^  e  —  u  ,  also  o  ]>  a  ,  so  int 


-14 


_i      _ff-t-«       tf  — n_ 


Die  Wurael  kann  also  positiv  ond  gans  sein,  mt^e  q  und  p  poaitive  ganze 

oder  gebrochene,  ja  selbrt  irrationale  Zahlen  aein,  i.  B.  a;' -f-  i— x  — 13— ■ 

Ist  p  positiv   und  ganz,  so  iat  auch  x  positiv  und  ganz,  wenn  allgemein 
5  —Jim  -|- tn'  ist. 
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dreksig;  ferner  augeuommen  zehn  Wurzeln  seien  dargestellt  durch 
„                  _                 _  ,    das  Rechteck  CE.   Die  Linie 

j 


D.E  wird  gleich  zehn  sein.  Man 
halbire  sie  im  Punkte  Z.    Da 
die  Linie  DE  in  Z  halbirt  ist,  / 
and  wenn  man  zn  ihr  noch  inS 
*''«■  "■  ihrer     geraden  .  Verlängerung 

das  Stück  AD  hinzufügt,  so  wird  das  Product  aus  EA  und  AD, 
welches  gleich  dem  Rechteck  EB  ist,  addirt  zum  Quadrate  über 
ZD,  gleich  sein  dem  Quadrate  über  ZA*^.  Aber  das  Quadrat 
über  DZ,  welche  die  Hälfte  der  Wurzeln  ist,  ist  bekannt,  und  das 
Rechteck  JOE,  welches  die  gegebene  Zahl  ist,  ist  gleichfalls  be- 
kannt. Folglich  werden  das  Quadrat  über  ZA  und  die  Linie  ZA 
bekannt  sein,  und  -wenn  wir  ZD  von  ZA  abschneiden,  so  wird  dei- 
Rest  AD  bekannt  sein," 

Das  Princip  dieser  Entwicklung  ist   demnach  folgendes:   Der 
Satz  im  Euclides  (Elem.  II,  6)  drückt  aus 

(!.+==>+(f )'-(!+.)■. 

Es  ist  aber 

(p  +  a;)a:  «=  je»  +  pa:  =.  g- 
also 

(f)'H-,=(f+.y 

oder 


m"+' 


Die  Figur  im  EucHdes  ist  vollständiger,  nämlich 
B 


Fig.  Vi. 

*)  KA  ■  Ali  +  DZ»  =  ZX"  (Eucl.  Elem.  TI,  6). 
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Hierin  ist  also  noch  das  Quadrat  Aber  ÄZ  (=  AF)  und  das 
Quadrat  Ober  DZ  (<=  CF)  verzeichnet  *> 

Omar  fßgt  als  zweiten  Beweis  hinzu  den  ersten  Beweis 
Ton  dem  Chowarizmier.  Barauf  gibt  er  noch  au,  wie  auf  Grund 
von  Euclides  Elena.  VL  29  die  geometrische  Conatruction  der 
Wurzel  ausgeführt  wird,  wie  folgt: 

„Angenommen,  die  Linie  AB  (Fig.  13)  sei  gleich  zehn  und 
man  suche  das  Quadrat,  welches  hinzufügt  zum  Producte  aus  seiner 


Plg.  IS. 

Seite  und  A  B,  gleich  der  gegebenen  Zahl  wird.  Stellen  wir  die- 
gegebene  Zahl  durch  das  Rechteck  Edwr,  construiren  an  die  Linie 
AS  ein  Parallelogramm  gleich  dem  Rechteck  E  und  Überschreitend 
um  ein  Quadrat,  so , wie  es  Euclidea  in  seinem  sechsten  Buche 
auseinander  gesetzt  hat  Das  Rechteck  sei  BD  und  das  Quadrat 
AD;  die  Seite  des  Quadrats  wird  bekannt  sein,  so  wie  man  es  in 
den  Daten  auseinandergesetzt  findet" 

J}  I"        ß       Die  Angabe  der  Construction 

ist  freilich  nur  oberflächlich.  Nach 
Euclides  würde  dieselbe  in  Fol- 
gendem bestehen: 
'  Man  halbire  AB  (Fig.  14)  in 
Z  und  construire  Über  ZA  das 
Quadrat  AD.  Alsdann  verwan- 
Fig.  u.  <]elt  man  die  Summe  der  Viereck^ 

•)  Die  Anflösnng  der  drei  Fälle  ¥11,  VIII  und  IX  hat  Lqcbb  de  Bnrgo 
in  lateinische  RegelTeree  gebracht.  Es  var  dies  eine  Siti«,  die  aoa  dem  Orient 
stammte.  Wir  finden  die  Begelvene  nnd  Reime  bei  den  indischen,  chine- 
Bisoheo,  penöacheu  tind  aiabiichen  Algebristcn.  Wahrscheinlich  dienten  sie 
ZOT  Erleichterung  für  das  Qedächtniss.  Der  Fall  VJl  wird  nach  Lucas  de 
BuTgo  in  Folgender  Weise  gelüst: 

„Si  res  et  census  numeco  coejiuaDtar,  a  rebns 
„Dimidio  sumpto,  censom  producere  debes 
„Äddereque  numoro,  cnjus  a  radice  totins 
„Tolle  semis  rerom,  cenaas  latusqne  redibit." 
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DA  und  E  in  ein  Quadrat;  deBSen  Seite  sei  DG.  Man  vetroll- 
Btändige  das  Quadrat  DGOS,  so  ist  AG  =^  x.  Der  Beweis  ist 
leicht  und  die  Conatruction  der  Gleichung  (p  -\-  x)x  =>  q  ent- 
sprechend. 

§  93.   Hethod«  der  AoflSsong  der  OlelotLniLg 

Vm.    a^  +  q  ==  px]  ix' +  21  =  lOx). 

A.  Methode  and  Beweis  von  Mohammed  ben  Mnea*]. 

Angenommen  das  Quadrat  der  Unbekannten  sei  die  Oberfläche 

des  Quadrats  AB  (Fig.  15).    Man  setze  daran  ein  eben  so  breites 


h  - 

Jir 

\    *■    I 

iP 

^-U^ : 

r 

Fig.  IS. 

Rechteck  GA,  so  daas  es  zusammen  21  (=^  q)  wird.  Die  Länge 
GB  ist  dann  10  (—ji).  Man  halbire  DE  in  H,  faUe  die  Senk- 
rechte HT  und  veiiängere  sie  um  HK,  so  dass  KT  gleich  DH  und 
Aaa  Viereck  Z  2"  ein  Quadrat  wird.    Sein  Inhalt  ist  5  X  5  ( =  -^  p'] . 

Nun  constroire  man  das  Quadrat  MH  und  es  ist  wegen  TK  =  SE 
offenbar  ffÄT  ™  AH  und  ML  =  HT.  Daraus  folgt  Recht«ek 
LN=  jlTund  hieraus  weiter",  daaa  das  Quadrat  GjaT=25=YP*| 
vermindert  um  das  Rechteck  AG  {=  21  —  q)  gleich  dem  Quadrate 
NK,  also  gleich  4  (  =■  -7-  jj*  —  2}  ist  und  seine  Seite  HK  oder  HA 

gleich  2  ( =  l/i. «» g  ( .    Subtrahireu  wir  dies  von  der  halben 

Anzahl  der  Wurzeln,  so  erhalten  wir  3  und  dies  ist  die  Wurzel 
Bemerkung.     Das   Princip   dieser   Entwicklung   besteht    in 
dem  arithmetischen  Satze,  dass 


*)  Man  vergl.  Mohammed  ben  Mnaa  edit  by  Roaen  p.  IC;  hi 
I.  p.  236;  ümar,  Algebra,  pnbl.  et  trad,  par  Woepoke,  p.  82. 
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ist    Daraus  folgt  dbrclL  TraDapositioti 

(il'-a:)  =  ]/|D*-s 


Nimmt  man  an  a:>  ^|)  und  stellt  die  entsprechenden  geome- 
trischen Betrschtnngen  an,  so  erhält  man 

(Ip)   -(x-  yj^y  =  a:(p  -  x)  =  q, 


*  =  Y  i*  +  KT  ^*  ■ 


Diesen  zweiten  Fall,  der  gleichfalls  auf  einen  positiven  Wurzel- 
werth  führt,  berücksichtigt  Mohammed  ben  Musa  an  dieser  Stelle 
nicht, 

B.    Methode  and  Beweis  von  Umar  Ä.lkhaj7aiiii. 

Aufgabe:   Ein  Quadrat  und   eine  Zahl  sind  gleich  Wurzeln. 

Omar  sagt:  „In  diesem  Falle  ist  es  erforderlich,  dass  die  Zahl 
nicht  grösser  sei.  als  das  Quadrat  der  Hälfte  der  Wurzeln;  sonpt 
ist  die  Au%abe  unmöglich.  Wenn  die  Zahl  gleich  dem  Quadrate 
der  Hälfte  der  Wurzeln  ist,  so  ist  die  Hälfte  der  Wurzeln  die 
Wurzel  selbst.  Wenn  die  Zahl  kleiner  ist,  subtrahirt  man  sie  Ton 
dem  Quadrate  der  Hälfte  der  Wurzeln,  zieht  aus  dem  Reste  die 
Quadratwurzel  und  addirt  diese  zu  der  Hälfte  der  Wurzeln  oder 
subtrahirt  sie  von  derselben.  Das  Resultat  ist  in  beiden  Fällen 
die  Wurzel." 

„Der  algebraische  Beweis  ist  übereinstimmend  mit  dem  geo- 


*'    If 


ZA      E     B       AZ 


€         B 


Kg,  {16,«).  Flg  (l«,b). 

metrischen.    Angenommen  das  Quadrat  i 

I,  OrundillBä  d.  BBt.  n.  »od.  AlB«bni. 


Kg  (!«,«). 

i  ÄBCD  (Fig.  16)  und' 
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ED  gleich  der  Zahl  an  das  Quadrat  angefügi  Das  Rechteck  EC 
wird  also  gleich  zehn  Seiten  des  Quadrats  sein  und  folglich  EB 
gleich  10*).  In  der  ersten  Figur  sei  AB  gleich  der  IDllfte  von  BE, 
iu  der  zweiten  grösser,  in  der  dritten  kleiner  als  die  Hälfte.  Dann 
wird  in  der  ersten  Figur  AB  gleich  5  sein.  In  der  zweiten  und 
dritten  Figur  theilen  wir  BE  in  Z,  so  dass  die  Linie  EB  in  zwei 
gleiche  Theile  in  Z  getheilt  wird  und  in  zwei  ungleiche  Theile  in  A. 
Folglich  wird  das  Rechteck  ausJ^^l  und  AB,  zum  Quadrat  Über 
ZA  hinzugefügt,  gleich  dem  Quadrat  über  ZB  sein,  wie  dies  im 
zweiten  Bache  der  Elemente  steht**).  Das  Rechteck  aus  EA  und 
AB,  welches  der  Zahl  gleich  ist,  ist  bekannt;  folglich,  wenn  man 
es  Ton  dem  Quadrate  über  ZB  abschneidet,  welches  die  Hälfte 
der  Wurzeln  ist,  so  wird  das  Quadrat  Gber  dem  Reste  ZA  bekannt 
sein.  Wenn  man  in  der  dritten  Figur  ZA  von  ZB  abschneidet 
und  in  der  zweiten  ZA  zu  ZB  hinzufügt,  erhält  man  zum  Reste 
oder  zur  Summe  die  Linie  AB.  Und  diese  ist  es,  um  deren  Be- 
rechnung es  sich  handelt«." 

Das  Princip  dieser  Entwicklung  ist  offenbar  folgendes: 
Der  Satz  von  Euclides  enthält  für  den  Fall  AB>y  E  B 
die  Relation 

x(p  —  x) -i- (x  —  Y  P)   "=  (t^)  • 
Es  ist  aber 

px  —  a:*  =  2 , 
folglich  ist 


Far  den  Fall  AB<yEB  enthält  der  Satz  5  von  Euclides 
die  Relation 


*)  Omar  hat  bier  offeabar  auch  die  Gleichung  des  ChowariEuiera  vor 

**)  Eucl.  Elem.  II,  5.  FOhrt  man  die  CouBtraction,  welche  Omar  an- 
^bt,  vollBtändtg  aae,  bo  erbUlt  mau  oiue  Figur,  die  mit  der  von  Hohammed 
ben  Miiea  gagebeuen  im  Wesentlichen  übeieingtiumt. 
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x(p~x)-\-  (jp  —  xj=  (ji^  , 
worans  nun  folgt 

\p-x  =  y\p*~q, 

Omar  gibt  nacli  der  Bemerkung,  daas  man  diese  Methode  auch 
noch  andere  beweisen  kömie,  was  er  aber,  um  Weitschweifigkeit 
ZQ  vermeiden,  unterlassen  wolle,  darauf  weiter  an,  wie  auf  Qrund 
Ton  Eaclides  Eiern.  VI.  28  die  geometrische  Constructioa  der 
Wurzel  au^efOhrt  wird*). 

„Angenommen  die  Linie  AB  (Fig.  17)  sei  gleich  zehn  und 
es  werde  verlangt  von  ihr  eine  solche  Linie  abzuschneiden,  daes, 
wenn  man  sie  mit  AB  multäplicirt,  dies  Product  gleich  dem  Quadrate 


über  derselben  Linie  vermehrt  nm  ein  anderes  Rechteck  sei,  welches 
nicht  grosser  ist  als  das  Quadrat  der  Hilfte  von  AB,  d.  h.  also 
vermehrt  am  die  gegebene  Zahl,  welche  durch  das  Rechteck  1^ 
dargestellt  wird." 

„Wir  stellen  ims  demnach  die  Aufgabe,  von  AB  eine  Linie  ab- 
zuschneiden, deren  Quadrat  vermehrt  um  das  Rechteck  S  gleich 
dem  Product  von  AB  in  dieser  Linie  ist**).  Nun,  man  setze  an 
die  Linie  AB  ein  Rechteck  gleich  dem  bekannten  Rechteck  E,  so 
dass  noch  ein  Quadrat  fehlt,  was  immer  möglich  ist,  weil  das 
Rechteck  E  nicht  grösser  ist,  als  das  Quadrat  über  -^  AB." 

„Es  sei  dies  das  Rechteck  AZ  und  das  fehlende  Quadrat  CD; 


*)  Obgleich  die  geometrischen  Coostructioneti  der  Watzeln  weiter  unten 
im  TU.  Abichnitt  besonders  abgeboodelt  werden,  wird  es  doch  zweckmässig 
«ein,  zD  einer  vollstOndigeD  Charakteristik  der  FortiichiiU«  der  Araber  auf 
diesem  Gebiete,  die  Methoden  von  Omar  schon  hier  vcr^ntragen. 

**)  Die  Aufgab«  ist:  aofEnlOscn  a-'  4-  9  =■  I'"^ 
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ao  wie  es  Ton  Eaclidesin  dem  YI.  Bache  der  Elemente  aaeeinander- 
gesetzt  ist.  Die  Seite  CB  wird  aUdaim  bekannt  sein,  so  wie  es 
in  den  Daten  bewiesen  steht  Aber  das  ist  es  ja,  um  dessen  Nach- 
weis es  sich  handelte." 

Die  wirkliche  Construction  mnss  man  sich  in  den  Elementen 
von  Enclid  suchen;  dieselbe  würde  auf  folgende  Weise  aoBzn- 
führen  sein: 

Han  halbire  AB  (Fig.  18)  in  E, 
und  constraire  ttber  BE  das  Quadrat 
BH.  Alsdann  Terwandele  man  die 
Differenz  der  Vierecke  BH  and  E 
in  ein  Quadrat;  derarai  Seite  sei  ZG. 
Man  constniire  das  Quadrat  ZM  und 
Ä  vervollständige  das  Quadrat  BCZD, 

"»"  so  ist  BC  —  x. 

Was  nun  Omar  noch  über  die  L5snng  der  Aufgabe  in  ganzen 
Zahlen  s^,  ist  oberflächlich,  indem  er  meint,  es  wäre  hier  gerade 
80  wie  vorhin.  Woepcke  s^t  dazu  in  seinen -Anmerkungen,  die 
eine  Wurzel  könne  auch,  ganz  sein,  selbst  wenn  keine  einzige  - 
der  von  Omar  aufgestellten  Bedingui^n  erföllt  wäre.  Wenn  die 
Wurzeln  abet  beide  ganze  Zahlen  werden  sollten,  so  sei  die  erste 
Bedingung,  dass  p  gerade  sei,  nicht  nothwendig,  und  was  die  zweite 
beträfe,  so  sei  fQr  den  Fall,  dass  p  ungerade  sei,  genügend,  dass 
das  Doppelte  der  Quadratwurzel  ganz  sei. 

§  93.    Metliode  der  AoflSsong  der  Gleiolmiig 

I^    jP*  +  2  ^  «';  (3*  +  4  ■=  «*). 

A.    Methode  und  Beweii  von  Hohammed  ben  Mnsa*). 

Angenommen  das  Quadrat  der  Unbekannten  sei  die  Oberfläche 

des  Quadrates  AB  (Fig.  19).    Man  schneide  davon  ab  das- Rechteck 

ED,  so   dass  EG  gleich  der  Anzahl   der  Wurzeln,  also  3(<— p) 

wird.   Der  Rest  EB  wird  4(^  g)  sein.    Wir  halbiren  die  Linie 

EQ  in  M  und  construiren  fiber  J?^das  Quadrat  ET,  dessen  Inhalt 

ist  ^Tt'^T-P')'    ^'°^  constraire  über  AH  das  Quadrat  .^X  und 

man  findet,  dass  die  Vierecke  KL  und  MZ  congruent  sind.    Es 

*)  Man  vergl.  Uoh.  ben  Mnaa  edit.  b;  Boaen,  p.  19;    Libri,  Hut  I., 
p.  336;  Omar,  Algebra,  p.  84. 
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iirti  also   die  Summe  der  Vierecke  AN -^  KL  gleich  AZ  (='4). 

Daraus  folgt,  dass  der  Inhalt  des  Quadrats  AL  gleich  2-j-  ist  ver- 

A 


Flg.  19. 

mdirt  am  4  (-=  -r^  p"  -\-  q\;  dieses  macht  &-r-  und  die  Wurzel  2-^ 
ist  die  Seite  AE.  Das  übrige  Stück  der  Seite  AG  •=  GH  A.  i.  die 
halbe  Anzahl  der  Wurzeln,  nämlich  1-^-;    folglich  ist  AG  gleich 


und  das  ist  die  gesuchte  Wurzel. 

Bemerkung,  Das  Frincip  dieser  Entwicklung  besteht  in  der 
Anweudnng  des  arithmetischen  Satzes 

«(a:  - 1)) + (4  pj =(x-~py- 

Es  ist  aber 
folglich 


«  — V-P+  Kt^*  +  3- 


B.    Methode  and  Beweis  von  Omar  Alkhaj^ami. 

Aufgabe:  Eine  Zahl  mid  Wunelu  sind  gleich  einem  Quadrat. 

Omar  sagt:  ,ßlan  addire  das  Qaadrat  der  halben  Anzahl  der 
Wurzeln  zor  Zahl,  dann  bilde  man  die  Quadratwurzel  der  Summe 
und  addire  sie  zur  Hälfte  der,  Wurzeln,  Was  herauskommt,  ist  die 
Wurzel  des  Quadrats. 
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Bewein:  Das  Quadrat  ASCH  (Fig.  20)  sei  gleich  filnf  Wurzeln 

vermehrt  um  sechs  Einheiten*).    Schneiden  wir  davon  ab  die  Zahl, 

welchedurch das  Rechteck  ^Zldai^Btelltwerden 

m^.  Es  bleibt  übrig  das  Rechteck  £C,  gleich 

der  Anzahl  der  Wurzeln,  welche  fUuf  beträgt. 

Wir  halbiren  sie  im  Punkte  Z.    Die  Linie  EB 

wird   also  im  Punkte  Z  in   zwei  Hälften  ge- 

theilt  und  zugleich  fQgt  man  daran  den  Theil 

EA,  woraus  folgt,  daas  das  Rechteck  aus  BA 

~g   und  AE,  also  AD  vermehrt  um  das  kekannte 

Flg.  M.  Quadrat  aber  EZ,  gleich  dem  Quadrate  Aber 

ZA  ist.    Das  Quadrat  Ober   ZA  und  ZA  selbst  werden   bektOmt 

sein.    Nun  ist  aber  BZ  bekannt,  folglich  auch  AB." 

Das  Frincip  dieser  Entwicklung  ist  also  folgendes:  Der  Satz 
von  £uclides**)  erhält  die  Relation 

x(x — i>) + (jpy  -^(x-  ^p'j . 

Es  ist  aber 

x{x  ~p)~q, 
folglich 


«  — yj)  +  '|/-^j>*+ J. 


Omar  gibt  nun  nach  der  Bemerkung,  dass  es  noch  andere 
Beweise  dieses  Satzes  gäbe,  deren  Aul^ndung  er  dem  Leser  zur 
Uebung  überUsse***),  weiter  an,  wie  man  die  Wurzelform  geome- 
trisch construiren  könne,  lümlich: 

„Angenommen,  die  Linie  BE  (Fig.  21)  sei  gleich  der  Anzahl 
der  Wurzeln  und  es  werde  gesucht  ein  Quadrat  und  seine  Seite, 
80  dass  dies  Quadrat  gleich  sei  einer  gegebenen  Anzahl  der  Seiten 
vermehrt  um  die  gegebene  Zahl.  Die  ^gebene  Zahl  sei  dargestellt 
durch  das  Rechteck  T,  und  S  sei  ein  Quadrat  diesem  Rechteck 
gleich.  Man  construire  ein  Quadrat  gleich  der  Summe  des  Quadrates 
J£  und  des  Quadrates  über  EK,  welche  Linie  gleich  der  halben 
Anzahl  der  Wurzeln  ist.    Das  so  construirte  Quadrat  sei  Z.    Man 

*)  Das  Zahlenbeiapiel,  wolcbei  Omar  hier  wählt,  ist  :c'  —  6a:  -f-  ^■ 
*■)  Eucl.  Eiern.  II,  e. 
***)  Vorvollatändigt  man  die  Figur  von  Omar,  ao  erhält  man  genau  dio- 
aelbc  Figur  wie  die  Toa  Moh.  ben  Muga?    Welche  andere  Beweiea  er  sich 
gedacht  hat,  ist  nicht  zu  erratheu. 
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ntache  KC  gleich  der  Seit«  von  Z  und  verrolUtandige  das  Quadrat 


rig.  u. 
ABCD.   Dies  wird  das  Quadrat  sein,  von  dem  die  Wurzel  gesucht 
wurde." 

Die  vollständige  Coustruction  wOrde  im  Folgendeo  bestehen: 


Man  halbire  3E  (Fig. 


K  und  construire  unter  BK  das 
Quadrat  BF.  Alsdann  verwandle  man  die 
Summe  der  Vierecke  BF  und  JE  in  ein 
Quadrat,  dessen  Seite  sei  KC.  Man  ver- 
vollständige  das  Quadrat  BCAD,  so  ist 
BC  gleich  x. 

Nachdem  wir  uns  in  den  vorangehen- 
den   Abschnitten    eingehender    mit    den 
Methoden    der  Alten    beschäftigt  haben, 
geben  wir  nunmehr  zu  der  Entwicklung 
^''-  **'  der  AuflÖBungsmethoden  der  neuem  Alge- 

bristen  fiber,  wobei  wir  uns  kürzer  fassen  können. 

§  94.    Methode  von  Vleta*). 
(Capitulum  de  expurgaUcmc  per  nncias.) 
Vieta's    Methode   besteht   in   der  Reduction  der  gemischten 
quadratischen  Gleichung   auf  eine   rein   quadratische   durch  Weg- 
echaffui^  des  zweiten  Gliedes. 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

*)  Vietae  FontanaentU  de  aeqnalionum  recognitione  et  emendatione 
tractatve  duo.    Tract.  11.    Cap.  I.    PariB  1616. 

Eine  genaue  hiBtoriechc  Reihenfolge  beider  AnizOhluiig  der  Methoden  fett- 
lub&lten,  sonie  ein  heBtimKitieB  Eintheilungipmcip  eu  Oruado  zu  legen,  liegt 
nicht  in  dem  Plane  diese«  Werkes;  ea  wird  aber  geachohen,  bo  viel  irgend 
mGglich  ist. 
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Man  BubatituJre  fQr  x  die  lineare  Function  u-^-  s  und  bilde  also 
die  Varürte 

M*  +  (2je  +  a)u  +  (g*  +  az+b)  =  0, 
oder  kurz 

«»  +  a«  +  /J  =  0. 
Damit  diese  Gleichung  eine  rein  quadratische  werde,  nehme  man  an 

a  =  2Ä:  +  a=-=0. 
Hieraus  ergibt  sich 

g=       ^  a. 
Die  traneformirte  Gleichung  in  u  wird  dadurch 

«*  — i(a*  — 4b)  =  Ü, 
und  die  Wurzel  der  gegebeneu  Gleichung 

x~tt  +  z=  —  yai  Y^"*"  **• 

Um  die  Art  der  Auflösung  bei  Vieta  zu  zeigen,   theilen  wir 

eine  Probe  seiner  Analyeis  mit.    In  den  Abschnitte  überDchrieben : 

De  reductione  gttadralorum  adfedorum  ad  pura. 

Formulae  (res. 

sagt  Vieta: 

I. 
Üi  A  quad.  +  B2  in  A,  aequetur  Z  piano.    Ä  ~\-  B  esto  E. 
Igitur  E  quad.,  aequabitur  Z  piano  +  B  quad. 
Conseetarium.   Itaque  ^^^plani  +  B  quad.  —  £  fit  j1,  de  qua 
primnm  quaerebatur.    . 

Sit  B  \.  2"  planum  20.  A\N.  iq-\-2N,  aequatur  20.  et  fit 
\Ny2i  —  \. 

IL 

Si  A  quad.  —  BmA2,  aequetur  Z  piano.    A  — "JB  esto  E. 

Igitur  E  quad.  aequabitur  Z  piano  -{-  B  quad. 

Conseetarium.  Itaque  yz  plani  -l^  B  quad.  -\-  B^iA,  de  qua 
primum  quaerebatnr. 

Sit  BLZ  planum  20.  .4  I.V.  ig  —'2  N,  aequabitur  20.  et 
fit  iv:  V^  +  1 . 
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%.  94.    Methode  von  Vieto.  S13 

III. 

Sii)  2  in  J.  —  j1  quad. ,  aequetur  Z  piano.  D  —  B,  vel  D  +  £ 
esto  A.   E  quad.,  aequabitur  D  quad.  —  Z  piano. 

Consectarinm.  Itaque,  D  minus,  plueve  y'i)  quad.  —  Z  piano 
fit^,  de  qua  primum  qnaerebatur. 

Sit  Db.  Z planum  20.  A\N.  \(^N—\Q,  aequatur  20.  et 

fit  Ur.  5-1/5,  Tel  5  +  ^5. 

Historisobe  Bemarkungen.  Wafarend  Lucas  de  Bnrgo  (1491) 
unter  dem  Einflüsse  der  arabischen  Litteratur  stehend  noch  an  der  Be- 
sobrSnkung  der  Wursetformen  festhielt,  finden  wir  zuerst  bei  Cardano 
(1545)  auch  die  negativen  Wurzehi  der  Gleichungen  berücksichtigt;  er 
nennt  sie  aber  noch  radices  fidae  im  Gegensatze  zu  den  positiven  Wur- 
zeln (radices  verae).  Vieta  machte  eine  sehr  erfolgreiche  Entdeckung 
in  der  Algebra,  indem  er  erkannte,  daes  bei  der  quadratisohen  Gleichung 
der  CoeMcient  des  zweiten  Gliedes  die  Summe,  das  Absolutglied  das 
Product  der  Wurzeln  sei.  In  dieser  Periode  macht  sich  die  Algebra, 
alln^ig  frei  von  den  Fesseln  der  geometrischen  Grundanaebau nng,  aber 
die  vollsttlndige  Befreiung  ging  erst  von  Cartesius  ans,  wiewol  sie  theil- 
weise  vorbereitet  war,  so  z.  B.  von  Ferrari  durch  die  algebraische 
Auflösung  biquadratischer  Formen.  Trotz  dieser  merkwürdigen  Ent- 
deckung hielt  Cardano,  der  sie  uns  selbst  mittheilt,  an  der  geome- 
trischen Gmndanschauimg  in  der.  Diseusslon  der  Gleichungen  fest;  die 
Beweise  der  Wuntelformen  der  quadratischen  Gleichungen  sind  hei  ihm 
dieselben  wie  bei  Mohammed  ben  Husa,  dem  Chowarizmier,  und  auch 
die  Auflegung  der  kubischen  Gleichungen  wusste  er  nur  geometrisch 
zu  demonstriren.  Mit  der  Entwicklung  der  Theorie  der  Gleichimgen 
hielt  auch  die  Technik  derselben  gleichen  Schritt,  deren  bisherige  Un- 
Vollkommenheit  jedem  Fortschritte  hemmend  entgegentreten  musste. 
Da  sich  aber  mit  dem  Beginne  des  XVIL  Jahrb.  auch  die  algebraische 
Technik  rasch  entwickelte,  so  wird  es  gerechtfertigt  erscheinen,  Von 
hier  ab  die  Symbole  und  Begriffe  der  modernen  Algebra  in  die  Ent- 
wicklung der  Methoden  eintreten  zn  lassen. 


g  95.    Hetliodfl  der  ElimlnaÜoii  mittels  syiumetrlBolier  FanctioneiL 
der  Wurzeln*). 
Man  substituire  in  die  Normalform  der  Gleichung  wiederum 
die  lineare  Function 

X-{u-\-3)'=0, 

und  eliminire  x  ans  dieser  und  der  g^gebeuen  Gleichung.    Mau 
•)  Man  vergl,  §  41. 
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311  Virnn  Aifxbm'A.     Sihrth'rti«L*in-rti!wi<ii.     HL 

erhält  'laraoit  eine  andere  (joadratiKhe  Gleichang  in  m,  wotia  die 
willkürliche  GrÖa^e  2  vorkonunt,  aho  allgonein 
u'-\-Au  +  B  =  0. 
I.'m  die  esacte  Gleicbimg  za  erhalten,  beachte  man,  dass  wenn 
die  Wurzeln  der  Gleichung  is  x  mit  z,  und  x^,  diejenige  der 
'•lcv:hiiiig.in  M  mit  k,  nnd  k,  bezeichnet  werden,  folgende  Bela- 
tirmen  stattfinden: 

«,  —  Ä,  —  i,    Uj  =  Zf  —  e, 

£(ü)  —  Xfz)  —  i^^  -=  ~  (fl  +  2z) ^. 

Wegen  der  weiteren  Beziehungen 

u,»  «  «,'  —  2^x,  +  z»,     M^  =  x/  —  2zj:i  +  ^, 
iift  onn  auch  nodi 

■r(«'j  —  X(x*)  —  2eZ{x)  +  2z*  =  ^»  —  25. 
Da  ferner 

2:(«»j  =  o*  -  2& ,   [i:(sj]'  =  «• 

int,  HO  erhält  miui 

und  folglich 

m'  +  (2z  +  a)H  +  (z"  +  az  +  ft)  =  0. 
F>urch  Einführung  der  Betwlrente  I,  nümüch 

erhält  man  wieder 


u,  and  «i  ^  +  2  K"*  —  ■** » 

«,  und  2i  =  —  Y  (ö  +  j/a'  —  Ah)  . 

Nach  g  79  a,  (2)  ist  nun  a*  —  46  =>  —  jD,  CDiecriminante);  es  ist 
demnach 

Xi  und  Ä,  = 

[farauH  ergeben  Mich  folgende  drei  Fälle: 
1}  wenn    die    Discriminante    der    quadratischen    Gleichung 
pouitiv    ist,    so    hat    die    Gleichung    zwei    complexe 
Wurzeln; 
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§  96.    Heüiode  nach  Sylventer  and  Hesse. 


315 


2)  wenn  die  Discrinmiante  negativ  ist,  so  liat  die  Gleichung 
zwei  reelle  Wnrzeln; 

3)  wenn    die  Discriminante    gleich  Null    ist,    so  hat  die 
Gleichung  zwei  gleiche  und  reelle  Wurzeln. 

§  06.    Methode  der  Elimination  nach  Ealer  nnd  Bäzont, 

verbessert  von  Sylvester  nnd  Hesse*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

Man  substituire  x  —  (m  +  ä')  =  0  und  bilde  zur  Elimination  von  x 
folgende  Gleichungen: 

X*  +  aa?  -j-  J/x  •=  x'"  +  **^ "  "i"  ba^  =  0 , 

x'~(u-^z)x=  x"  -  (m  +  e)x!  —  0, 

a:*  —  («  +  e)x*  —  x"  —  («  +  g)x"  ™  0 . 

Hieraus  ergibt  sich  die  Determinante 

1  a  b 

0  1         -  (m  +  «)    —  0 , 

1  -(»  +  ')         0 
oder 

(«  +  »  +  .)(«  +  «)  +  J-0. 
Ordnet  man  nach  Potenzen  von  u,  so  resnltirt  daraiis  die  Yariirte 

M»  +  {2z  +  a)u  +  {z*  +  a«  +  6)  =  0. 
Es  ist  demnach  für  ü  ■=  —  —  a: 


•)  HeBBe,  Crelle'B  Jcmrn.  Bd.  XXVU.  1844;  Sylvester,  Phil,  Mag.  1840. 
Mao  vetgL  auch  Zeibichr.  f.Math.n.Phya.  von  Schlümilch.  IV.  S.  79.  le&O; 
sowie  oben  g  44.    Ferner  au(^h:  Die  algebroiscbon  Methoden  etc.  S.  16.  S  6. 


lyGoo^^lc 


316  Vierter  Abschnitt     SnbttitntionsineUioden.    111. 

§  97.    Methode  von  arnnert*). 
Man  aubstituire  in  der  gegebenen  Gleichacg  die  lineare  Function 
■    x-iu-\-z)  =  0. 
Zwischen  u  und  s  gilt  immer  die  Gleichung 

(u  +  ji)'  —  2«(tt  +  i)  +  (m»  _  «»)  =  0. 
Die  Grössen  u  und  js  laBsen  sich  bestimmen  durch  Vergleichnng 
dieser  identischen  Gleichung  mit  der  gegebenen 

a;*  +  a«  +  fc  =  0 . 
Die  Bestimmungsgleicbungen  sind 

—  2»  =  O  ,      M*  ^  Ä*  =  i . 

Aus  der  ersieren  folgt  t4  ^  —  ^  "  ^^^  '^"^  ^^  zweiten  durch  Ein- 
setzung von  U! 

Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  der  bebannten  Wurzelform 


§  98.    Methode  von  Job**). 
Zur  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 
a^  +  o«  +  6  —  0 
wendet  Job  die  Substitution  des  complezen  Binoms 

an.    Ordnet  man  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  q,  so  erhält  man 

(l  +  21^=^^  +  n)p«  +  a(l  +  V'=^p  +  6 -=  0. 
Diese  Gleichung   kann  nur   bestehen,   wenn    die   reellen   und  die 
im^nären  Glieder  verschwinden,  also 

I.    (l-»;p*  +  op  +  fc  =  0; 

n.  +  (2  Y^^ .  p»  4-  o  Y^^t .  p)  =  0 . 

*)  Qranert'a  Arch.  XL.,  8.  349. 
**)  Job,  Beitrilge  zur  Anflösang  der  Oleicbungea.  Dresden  1864.  S.  9. 
Job  (ibid.),  ebenso  Eytelweiii  (QrnndL  L  g  183)  nnd  Franke  (Eiern,  der 
Zahlenlehre  §  1S9)  wenden  dieie  SnbstitntioD  auch  mit  Vortheil  zoz  AuflOming 
biqnadratischer  Gleiclinngen  an.  Ejtelwein  bedient  aich  daea  der  lineaien 
Pnnction  x  —  (v  ±  ß  V^l)  nnd  Franke  der  Function  a:  —  («  ±  V—f)  • 
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g  00.     Substitution  einsi  compleien  Binomi 

Au8  n.   folgt 

1 

und  aus  I. 


«1  und  a^  ^  —  -g-  (o  +  Ya'  —  4b)  ■ 

%  99.    Andere  Methode  der  Substitiitlon  eines  complexen  BlnomB. 
Man  gehe  aus  von  der  linearen  Function 
(x  —  «i)  —  «(3:  —  Bj)  =  0 . 
Gibt  man  dieser  Gleichung  die  Form 


und  erhebt  sie  zum  Quadrat,  so  erMlt  man  die  nach  x  geordnete 
Gleichung 

j_  ?^3^i  +  '■;-;^v..'_o. 

Man  kann  nun  annelunen,  dass  diese  Gleichung  mit  der  ursprüng- 
lichen identisch  sei,  woraus  folgt: 

2(*,  -  «gu»)  :  (1  -  u*)  =.  -  o, 
(V- V«')K1  -«*)  — 6. 
Da  diese  beiden  Bestimmungsgleichungen  drei  Unbekannte  enthalten, 
so  bleibt  eine  derselben  willkürlich.    Man  setze  u*  =  —  1 ,  woraus 
folgt 

a,  +  f,  =  —  a,    i'  +  V  —  26. 
Weil  aber 

(«1  +  '»)'  —  ('i*  +  e»*)  =  2«ia»  =  o»  -  2fc 
ist,  so  findet  man 


«j  —  g,  =.  +  Va»  —  46  .  V^n^, 
nnd  w^en 

X  —  ei  =  (x  —  g^)  y —  1 
auch  noch 

«  -  T  K".  + «.)  +  (».  -  «.)»^^T1- 
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DemgemäBB  iat 

X,  und  a;,  =  -  I  (a  =F  y«'  -  U) ^(a  +  Y^Tß;). 

§  100.    Methode  der  Auflösung  doroh  Zerlegimg  der  QleiotLoiLg  In 
zwei  lineare,  blnomiscbe  ractoren*). 
Angenommen,     ein     binomischer    Factor     der    trinomischen 
Gleichung 

«*  +  aa;  +  6  —  0 
sei  von  der  Form 

«  +  (^«  +  .)-o. 

Han  suche  den  andern  durch  Division  zu  bestimmen,  wie  folgt 

Da  der  Keet  verschwinden  musB,  wenn  auch  der  andere  binomische 
Factor  verschwindet,  so  ^rbält  man 

^+(-5-«-«)-»' 
„>_i-(„>_4i,)_0. 
Darans  ergibt  sicli 


„  _  +  ±  l/yzTjj  _  +  ± ,/_  i), 

und 

Bemerkung.  In  den  his  jetzt  entwickelten  Methoden  tritt 
Oberall  die  Wurzel  der  Gleichung  in  Form  eines  zweigliedrigen 
Ausdruckes  auf.  Es  gibt  nun  eine  Reihe  von  Substitutionen,  durch 
welche  die  Wurzelwerthe  der  quadratischen  Gleichung  in  Form  von 
Quotienten  und  zwar  symmetrisch  gebildet  werden.  Unter  diesen 
Metboden  sind  einige  besonders  merkwürdig,  weil  sie  bei  Anwendung 
derselben  Substitution  auf  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  ersten, 
dritten  und  vierten  Grade  ganz  ähnliche  Wurzelformen  liefern. 

*)  Die  al^brMichen  Hetboden  etc.    8.  18.    g  13. 
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§  101.    Die  Methode  der  folschen  Snbstitatloiien*). 
Gegeben  sei  die  qaai&stische  Gleichung 
a::^  +  &«  +  c  ^  0. 
Sind  JE,  und  z^  eWei  SabBtitutioDea  und  zwei  Zahlenwerthe,  welche 
der  Gleichong 

2a5i2^  +  6(^1  +  «g)  +  2c  =•  0 
genügen;  ferner 

ae*  +  6«,  -1-  c  -  Vi  .1  /p^i,jgr  jer  Gleichung) ; 
80  ist 

Vv;  -  V^-  Vil  V- 1     ' 


und  ~  *,|„V1^*'lJ^ 


Beweis.     Ea  sei 


Setzen  wir  den  Werth  von  x  in  die  gegebene  Gleichui^;  ein  nnd 
ordnen  nach  Potenzen  von  w,  so  wird 

{ae^  +  62,  +  c)«*  —  (SöjBjitg  +  6[2,  +  «,]  +  2c)« 

Diese  Gleichung  wird  rein  quadratisch,  wenn  man  setzt 

«"iBj  +  Y  ^f*i  +  '^^  +  "  ~  ^■ 
Man  kann  dieser  Gleichung  immer  genügen  dadurch,  dass  man  z^ 
oder  «^  beliebig  wählt  und   die  andere  Grösse  berechnet,    Demge- 
milss  ist  nun 


»'^    K  -  Ca«,»  +  6«,  +  c)        ^]/^i;' 

folglich 

*)  L.  Hatthiesaea,  Die  Regel  vom  falschen  Satze  l«i  den  ludern  nnd 
Arabern  des  Mittetaltera  nnd  eine  bemerkens-werthe  Anwendung  derselben  znr 
direeten  AnflOmng  der  quadratischen  nnd  kubischen  Utteralen  Qleichungeo. 
Zeitschr.  f.  Math.  d.  Physik.  XV.  3.  45.   1870.    Man  Teig),  auch  oben  §  84. 
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Die  AusdrQcke  x  —  «,  and  x  —  Zg  sind  die  aogenannten  Fehler 
der  Substitationen  und  <pi  und  qo,  die  Feliler  der  Gleichung.  Es 
verhatten  Bicli  also  die  Fehler  der  Gleichung  wie  die  Quadrate  der 
Fehler  der  Substitutionen. 

In  der  Bestimmungsgleichung  für  die  Grössen  x^  und  s^  ist 
eine  derselben  oder  auch  eine  der  beiden  Verbindungen  e^e^  und 
^1  +  '^a  willkOrlich,  mit  Ausnahme  der  Fälle 

16  16  rt 

Dagegen  wendet  man  mit  Vortbeil  an  die  Annahmen 

j?j  ■=  0 ,    «1  ==  0    oder    «^  -j-  j!g  =  0 . 
Setzt  man  z.  B.  e^—'O,  bo  wird 

g^  =  —  2c:b 
und 

Daraus  erhält  man 


^('+^^ 


hi^-' 


oder  auch 

',  «,  V«" 


Besonders  bemerkenswerth  ist  aber  die  Wurzelform  welche  ent- 
steht, wenn  man  «^  -|-  Si  ■=  0  setzt.    Wir  setzen  voraus,  die  qua- 
dratische Gleichung  habe  die  gewöhnliche  Form 
if  +  ax  +  l  —  O; 


*)  Haa  rergl.  §  Sb  die  (weite  Regel  von  Iba  AlbanalL 
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§  101.    Methode  der  falachon  Suljstitntioiien, 
atedaDn  g^Kt  die  GleichuDg  für  ^i  und  e^  über  in 

unil  wegen  2^  =  —  z, , 

«,ßa  =  —  V  •=  —  ff, 
oder 

Weiter  ist 


und 

a  — V^"      IFV'o  +  avr 

i^  +  Vb^    Ya-iYb 
Durch  eine  einfache  Verwandlung  dieser  Proportion  erhält  man 


Wenn  die  Gleichung  die  Cayley'sche  Form  ax^  +  26j:  -j-  c  =  0 
hat,  so  findet  man 

1.  Beispiel.     Aufenlösen:  Sa:»  —  lOa:  +  3  —  0. 
Die  Gleichung  der  beiden  Substitutionen  2,  und  e^  ist  in  diesem 
Falle 

le^iiTj  —  10(^1  +  «s)  +  6  =  0. 

Mau  setze  r^  =■  1 ,  also  z^  =  -  - ;  daim  ist 

die  erste  Abweichung:  Sz^^ —  10^,  +  3  =  1  •=  91,, 

die  zweite  Abweichung:    82^'  —  10«^  -f-  3  =  —  ^  ="  V»- 

Mithin  ist 

i-n  . 

Vil  +  'V?.       ,_i/i~^' 

Uatthlfnai,  Gnindiag«  d.  «nl.  o.  mod.-AlBibr^  81 
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i»,yi; 

>^- 

iV?., 

'■V^  + 

i',V¥, 
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S.Beispiel.    Anfzulösen:  ar*  —  5«  +  4  =  0. 
Die  Gleichung  der  Substitutionen  ist 

2^,£, -5(3, +^,)  +  8  =  0. 
Man  nehme  an  ^,  +  ^^  =  0 ;  dann  wird  «,  =■  2 ,  «^  ^  —  2. 
Erste  Substitution  z,^2;  erste  Abweichung  y,  ■=  —  2; 
zweite  Substitution  i'j  =  —  2 ;  zweite  Abweichung  y^  ^  4-  18- 
Darnach  ist 

__  —  2  V—2  ^  2V—  18  —  2^0  _ 

a;,  =  4,     3:^  =  1. 
Die  symmetrische  Wurzelform,  nämlich 

Va-^yb  ±ya-\-iyb 

gibt  für  den  vorliegenden  Fall  die  Wurzel 

^«2*^+-»^  =  2ji;;     ^,  =  l,x,==4. 

3.  Beispiel.   Aufzulösen:  a^  +  *  "f"  1  ■ 

Mit  Hülfe  der  symmetrischen  Wurzelform  findet  man 

X  —  ^:^^-     -  ^ ;     X,  und  iCv  ^  —  -„-  +  -„-  V —  d . 

§  102.    Geometrische  DlsonsBion  der  vorhejrgehenden  Methode. 

Die  Reduction.  der  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  auf 
die  Wurzelform  der  regvla  falsontm  s.  lancium  lässt  sich  durch  geo- 
metrische  Betrachtungen  illustriren,  wie  wir  dieselben  auch  zur 
Begründung  der  Regel  iu  ihrer  Anwendung  auf  die  Gleichungen 
ersten  Grades  angestellt  haben. 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

f{x)^x*  —  ax~h-=0. 
Man  setze  f{x)  gleich  yYb,  ao  ist  für  veränderliche  Werthe  von 
X  die  Gleichung 

3^  —  ax  —  b  ■=' yYb 
die  Gleichung  einer  Parabel.    Sind  OX  und  0¥  (Fig.  23)  die  Coor- 
dinatenaxen,   OB  ^  x,  und  OA^x^  die  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung,  GU  die  Axe  der  Parabel,  so  ist 


lyGoo^^lc 


[  102.    Oeoinetriscbe  DiscaBsion. 


323 


OF  —  Y'',OD yi     nnd    FC (a' +  4b]  :  iYb. 

Substituirt  mau  nun  5,  ^  o  ^  03f  für  x,  so  wird  die 

erate  Abweichung  s,*  —  az,  —  6^y,  ^=  —  b  ^  ■{-  y,yb  ; 
also 

j/p  —  j,  _  — y*. 


» !/■       jf  a 


Dann  ist  wegen 

2ä,^,  —  0(^1  +  ^j)  —  26  =.  0 
an  die  Stelle  von  a:  zum  zweiten  Male  zu  setzen 

,,_„  +  y_oi, 

folglich  wird  die 

zweite  Abweichung  £^* —  aZj  —  &"=q5^  =  fc  +  -  ',-  =yiVb  , 
also 

Da  nun  der  Theorie  gemäss 
oder 
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(^-^ 


i-" 


ya'  +  il> 


eine  lineare  geometrische  Proportion,  die   eich  aus  der  Figur  fol- 
gendermassen  herleiten  lässt. 

Man  coostmire  unter  M  die  Senkrechte  MN  gleich  a,  über  L 
die  Senkrechte  Z.Ü  gleich  Ya'  +  46,  so  muss  .RA'' durch  den  Punkt 
£  gehen.  Es  ist  nämlich  OB^x^,  OM^a,  MB  =  x,  ^a-, 
ferner  ist 

Ol.  =  a  H ,    BL  =  a-\-  —  —  a^i ; 

folglich  ist  mit  Rücksicht  auf  das  untere  Vorzeichen 

MB:BL  =  MN:BL 
und  NBB  eine  Gerade. 

Trägt  man  LB  nach  unten  ab  bis  T,  macht  also  auch 
LT=  Ya*  +  46,  80  ist  OA  -=  ij,  J(M  =  a^^  —  o  und 

Gemäss  der  oben  gefundenen  Relation  aber,  mit  Berücksichtigung 
des  oberen  Vorzeichens,  ist 

oder 

MÄ:LA  =  MN:LT, 
also  auch  ANT  eine  Gerade. 


§  103.  AbleltimgTeiBohiedeiierWnrzelform«n  aas  der  vorangehenden 
Methode. 
Die  Sobstitution 

■— ^  J  ■=  H ,     oder    3:  «=   '      -  '— 
ist  ungemein  fruchtbar  fßr  die  Theorie  der  Gleichungen  der  ersten 
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vier  Grade.  B^zout*)  wandte  sie  zuerst  an  zur  Auflösung  der 
rcducirten  kubischen  Gleichung.  Legendre**}  eoll  sie  später  em- 
pfohlen haben  zur  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 
Zur  Auflösung  der  allgemeinen  kubischen  Gleichungen  wurde  die 
in  Rede  stehende  Function  mit  Erfolg  angewendet  von  Bret- 
sehneider***)  und  Spitzf),  auf  quadratische,  kubische  und  bi- 
qaadratische  Gleichui^en  in  einer  verallgemeinerten  Form  von 
Heilermannft),  auf  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  vom 
Verfasser  seibstttf).  Heilermann  von  dem  Princip  ausgehend, 
dass  der  symmetrischen  Wnrzelform  vor  allen  andern  der  Vorrang 
gebflbre,  setzt  voraus  die  Gayley'sche  Form  des  Trinoms 

ax*  +  26a;y  +  cy*  ■=  0 
nnd  macht  die  symmetrischen  Substitutionen 

x  =  (i%-\-ßn,   y  =  Yl  +  ^n- 

Dividirt  man  die  gegebene  Gleichung  durch  y'  und  macht  — 
zur  Hauptgrösse,  so  vereinigen  sich  die  beiden  Substituti<nien,  nach- 
dem man  x  an  die  Stelle  von  —  gesetzt  hat,  zu  der  zusammen- 
gesetzten Substitution 


Setzt  man 

weiter 

'i  +  fl 

yt 
»1 

n 

-u     t- 

^1. 

so 

resultirt 

r  —  '-•-- 

~'-"  oder 

X   - 

'         l 

'-■ 

*)  Bäzont,  Mein,  aar  pluüeurs  claeses  d'cquaiioDB  etc.  Mäm.  Par.  pour 
l-annäe  1763.    Paris  1761. 

**)  Vielleicht   in    b.  Eiercicea    de  calcul  integral,   Paris  1811;   oder  im 
Trait^  des  fonctionH  elliptiquea  I.  Pari»  1886. 
***)  Grün.  Arch.  IV.  S.  411.  1844. 
t)  Ornn.  Arch.  XXXII.  S.  199.  436.  1869;  XXXIII.  S.  14ä. 
t+)  Programm.  Trier  1856;  Ztschft.  f.  Math.  n.  Phya.  XSI.  S.  864.  1876. 
ttt)  Die  algebnÜBclieQ  Methoden.  S.  14.  16.  24.  34.  Leipzig  1866;  Ztschft. 
f.  Math.  u.  Ph;a.  XV.  S.  41.  1870;    Commentar  zu  Heia'  AnfgabenBammlaog 
§69.   KOla  1874;  SchlüiBel.  zu  Heia'  Au^abeneammlntig  Bd.  I.  8.  149.  II. 
330.  336.    Köln  1873. 
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Hieraus  erklärt  sicli,  warum  durch  diese  Snbstituirte  die 
Wurzelausdrücke  immer  auf  eine  symmetrische  Fonu  gebracht 
werden.     Setzt  man  noch  u  ^  v  iw,  so  wird 


woraus  zu  ersehen  ist,  warum  bei  dieser  Substitutionsmethode  die 
Auflösungen  die  Wurzelform  der  Methode  der  falschen  Substitutionen 
annehmen. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  mittels  dieses  Princips  eine  An- 
zahl von  symmetrischen  Wurzelformen  hei^eleitet  werden  kann. 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

X*  -}-  ax-\-  b  =  0  . 

Maß  snbstituire  fUr  x  den  Ausdruck  (z^  —  ji^u) :  (1  —  m)  und 
ordne  nach  Potenzen  von  u;  alsdann  erhält  man 
(V  +  az^  +  b)u*  -  {2z,e^  +  «[^i  +  z,]  +  2h)u-\~  (^/^-ö-,  4.6)=o. 

Es  ist  nun  auch  noch 


Erhebt  man  diese  Gleichung  beiderseits  zum  Quadrat  und 
ordnet  nach  Potenzen  von  x,  so  erhält  man 

X»  —  2  -'.~  ''"-a:  +  ^■''-~  ^^V^  =  0  =  ar  +  ax  +  b. 
1  —  m'  '        1  —  m*  '  ' 

Durch  Vergleichung  der  homologen  Glieder  erhält  man 

Hieraus  folgt 

«,  «>  fe  -'.)  +  !  «fe'  -  «>■)  +  6(»,  -  «.)  -  0 , 

und  weil  «,  —  e^  nicht  verschwinden  darf,  indem  so  u  ^  1  werden 
wUrde  und  x  unbestimmt  bliebe,  so  ei^bt  die  Division  der  linken 
Seite  durch  s^  —  s^ 

Demnach  verschwindet  in  der  vorher  abgeleiteten  Gleichung 
in  u  das  zweite  Glied  und  man  erhält  daraus  für  u*  noch  eine 
dritt«  Beeümmungsgleichung,  nämlich 

,. ll,*  +  nz,+b    _     v^ 

-  W  +  «^,  +  ö)        "  T,  ■ 
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Hier  bezeichnen  wieder  wie  irüher  ^^  und  p^  die  Fehler  der 
Gleichung,  wenn  ?,  und  e^  die  Substitutionen,  sowie  x  —  j?^  und 
X  —  je,  die  Fehler  der  Substitutionen  sind. 

Für  u'  lassen  sich  noch  andere  symmetrische  Functionen  von 
g^  und  ?2  erfinden,  z.  B. 

Weil  nämlich 

2s,z^-\-a{z,  +  Äs)  +  2fc  =  0 
ist,  so  hat  man  auch' 

„  +  2.,--"lÜ-',       a+2,,--"Jl±^. 

Dividirt  mau  beide  Gleichungen  durch  einander,  so  resultirt 
0  +  27^  ^  az,'+iis, 
a  +  lr,        oJ,'  +  2Vi,' 

Ausserdem  findet  man  leicht 

,       (,,_+„)■-» 
i», +  «)'-»' 
so  dass  sich  für  u^  folgende  Ausdrücke  ergehen: 

a  +  27,       V-6       «.-,"  +  2i»,         _(,,.  +  „,  +  S)  — (;/+«)•-!.■ 

Zur  Berechnung  der  Wurzel  kann  man  hieraus  beliebige  Aus- 
drücke auswählen.    Nimmt  man  den  ersten,  so  ist 


"+K«+2j,'       ">  Ka-l-22,' 


erhält  man  die  Wurzelformen 

^  _ ^,v»+_2-;;-.-, i/<r+2. 
'       y,+iz,-   y,, 

a,        ^,l^'[+'2J  +  .,V.r 
Die  übrigen  Ausdrücke  für  Uj  geben 

»  ^  «.yi,'''-''i.-»,y"v'^i 
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U.    8.    W. 

Für  die  Functionen  f(jii)  und  /"(«j)  erhalten  wir  folgende  ver- 
schiedene AusdrQcke: 

fM  -  V + »«■  +  i  -  ('.  -  «=)  («1 +!<•)-  ;;-+-f;  (V  -  *) 

— -~tp(|»»i'  +  k); 
fW  -»,■+<■»,+!. — fe-j.)  (.,  +  i »)  -  -  j^-^;  0 


1} 


^(i 


Aus  diesen  vier  Formen  lassen  sich  offenbar  so  viele  verschie- 
dene Wurzelformen  der  quadratischen  Gleichung  f(x)  =  0  ableiten, 
als  die  Anzahl  der  Variationen  von  vier  Elementen  mit  Wieder- 
holungen beträgt,  nämlich   16.     Variationen   mit  Wiederholungen 
'  derselben  Form  sind: 


y  1  Y'tÄ'^z, +  2b) 

Setzt  man  zwei  verschiedene  Ausdrflcke  für  /"(«,)  und  fXfi)  ™ 
die  allgemeine  ^urzelform 

VfM-  i/iy-A'^,) 

im  Dividenden  und  Divisor  ein,  so  erhält  man  die  Variationen  ohne 
Wiederholungen.  Bezeichnen  wir  den  ersten  Ausdruck  mit  I,  den 
zweiten  mit  II  u.  s.  w.,  so  erhält  mau 

*)  L.  HatthieBsen,  Die  regula  folsi  bei  doo  Indeni  und  Arabern  etc. 
Zeitschr.  f.  Math.  d.  Phjs.  XV..  S.  4a.  1870.  Schlüssel  eu  Heis'  Auffrabeu- 
sommlung  1.  Bd.  g  59,  S.  450.  1873. 

**)  L.  Hatthiessen,  Commentor  zu  Heis'    Sanunlusg.  g  69.  III.  1874. 
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I,  II,    X 


s,V2/,  +a~r 

,yiV2^,+ 

yiy»,-- 

b 

VC, 

—  V-',', 

+  /,)(22,  +o)- 

V:'  -  K 

—« 

-n- 

'.V'.»',  +<■)- 

,  +  ü, 

yi,(2'.  +  »)  - 

.  +!» 

=v-^ 

>,■-» 

h«.      v««,>  +  i, 

.,-  v^y 

"■'  +  '2. 

-1^- 


■V)- 


1  v5r±fii(«A+2i)  _ 


ö)- 


reciproke,  also  von  der  Form 


Ist  die  quadratische  Gleichung  e 

x*-\-ax+\=0, 
so  ist  die  Gleichung  der  Substitutionen 

.2Ä,ej  +  a(«, +«,)  +  2  — 0. 
Nimmt  man  an  äj  +  *g  -=  0,  so  wird  i^i  =  +  ] ,  «,  ■=  +  1. 
Wenn  man  nun  z.  B.  die  oberen  Vorzeichen  wählt,  so  OThält 
man  die  el^anten  und  symmetrischen  Wurzelausdrticke 

X^f        Vo  —  2  ±  Va  +  a   * 

1.  Beispiel.     Aufzulösen:  «* —  2  .-  a;  -f-  1  ^  0  . 
Die  vorstehende  Methode  liefert  die  Wurzeln 

2.  Beispiel,     s*  —  (1  +  o)«  +  1  =  0. 

Die  gewöhnliche  Lösung  liefert  die  Wurzelwerthe 

Die  vorstehende  Methode  dagegen  liefert  die  symmetrischen 
Wurzelwerthe 


6±i  3  a 

'  6  5:  1  '      *'  "  2  '     ^"  ^  "3" ' 


lyGoo^^lc 


3jlO  Vierter  AbEchuitt.    SubatitutionEmc-Uiodeii. '  III. 

g  104.    Die  allgBmeiiie  Wnrzelform   der  qoadntisclieii   Qleicliiuig. 
Aus  der  im  vorigen  Par^raphen  abgeleiteten  Bymmetrischen 
Wureelform 

worin  zwischen  den  Grössen  g^  und  e^  die  Relation 

stattfinden  muss,  lässt  sich  nun  noch  eine  Wurzelform  ableiten,  welche 
eine    willkürliche  Gr&see    enthält   und    deshalb    die  allgemeine 
Wnrzelform  der  quadratischen  Gleichungen  genannt  wird.    Mnl- 
tiplicirt  man  Dividend  und  Divisor  mit  Ya  -}~  ^^i,  so  resnltirt 
^ a^,+U±z^Va'~il 

wo  nun  js,  eine  ganz  willkfirliche  Grösse  ist 

Moltiplicirt  man  Dividend   und  Divisor  der  letzten  Form  mit 
2Zj  -\-  a  -j-ya*  —  4&,  so  erhält  man 

-=tj;::-:-ST-'K-v''+ivi?^')— i('"±)^»^4!,). 

Geht  man  aus  von  der  Cayley'schen  Form  der  quadratischen 
Gleichung 

ax'-\-2bx-{-c={a,b,c)lx,  1)»  =  0, 
so  ist  die  allgemeine  Wnrzelform 

6^.  +c±z,  Vb'-äc 

az,+b  +  Vb^~^^^c  ' 
und  wenn  man  B,=yi:  (/,  setzt, 

x=  —  ^yi  +  "y»  ±yiV^'  —  °c ^  _ ftyi  +<=!>«  ±  y,  V—J^i . 

«yi  +6y.  T  »i V6' —  »c  oy.  +  6y.  =f  y.  V'— ^ 

In  dieser  Form  ist  sie  zuerst  dargestellt  von  Clebsch*). 


*)  Clebach,  Theorie  der  binärea  algebnüschen  Formeu  §  83.  Leipug  1872. 
Mao  vergl.  §  123  nnten. 

DiekmaDD,  Zur  Theorie  der  Gleiohiingeii  zweiten  Oradee.  Zeitschr.  f. 
math.  und  natorw.  Unterricht.    IV.  S.  398.  1873.    V.  S.  222,  362,  1874. 
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Zu  der  allgemeioeii  Wurzelform 

_  "z  +  2fc  ±'V«'  —  46 


der  NormalgleichuDg 

x'-\-ax-\-b=0. 
gelangt  man  auch  auf  synthetischem  Wege  auf  fönende  Art: 

I.  x*-\-ax-{-l  =  0, 

II.  2ex  +  (ai  +  «  Vö*^^46)  =  0, 
IIL    (a  +  V«'— 4fc)a;  +  2t  =  0. 

Die  Addition  der  Gleichungen  II  uod  UI  ergibt 

woraus  sich  sofort  die  allgemeine  Wurzelform  herleiten  lässt 
Setzt  man 

«*  —  46  =  —  D,    (Oiscriminante) 
22-i-a  =  Z, 
so  ist  auch  noch 

%Z  +  n,JzSi^  -  a)V=^ 

z  if  y-  i>. 

wo  Z  eine  willkürliche  Grösse  ist. 


'.1_. 

H] 


§  105.   Verl>eBserte  Methode  von  Halbe*). 
Dieser  Algebrist  empfiehlt  in  seiner  lesenswerthen  Schrift  die 
Function 

zu  subatituiren,  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  k  zu  ordnen, 
e  willkürlich  anzunehmen  und  mit  Anwendui^  der  Reducente  (2), 
nämlich 

«» —  4/J  =  0 
eine  Resolyente  in  y  zu  bilden.    Er  fahrt  dies  aber  selbst  nicht 
aus,  sonst  würde  er  auf  die  Bedingung  y  a^  z  gerathen  sein,  was 
einen  widersinnigen  Wurzelwerth  für  x  ei^eben  würde.    Es  ist  näm- 
lich die  nach  «  geordnete  Gleichung 

„«  J.  2y  +  o(y-f  z}  +  26z        ,    y*  +  ayg  -f  bz* 

"    -I-  l+a  +  fr  ^      l  +  a+6       ""• 


*)  Hnlbe,  Aoalyt.  Eatdecktmgea  u.  b.  w.    §  91. 

DiqnzeanyGoO'^lc 


332  Vivrtcr  AbBcbnitt.    Subadtutiauemcthodcn.   111. 

oder  kura 

«'  +  ««  +  ^  =  0. 
Die  Einffihrung  der  Bedncetite  (2)  ei^ibt  uan 

[2y  +  a{y  +  ^)  +  26^]»  -  4 (1  +  a  +  fr)  (y*  +  ays  +  i^r»)  =  0 ; 
woraus  folgt  y  ^  g  . 
Setzt  man  dagegen 

60  jesultiit 

"    "T  e'  +  ao+6  "  ">"       e»  +  «o  +  & 

Setzt  man  y  ^  —  e  =  1 ,  so  wird  t;  =  Yb  und 

Da  andrerseiU 

80,  erhält  mau 


.,  —  *  +J  =  l/_  "'-""+'' 
und  folglicli 

«-j/i.       —  '  a  +  ayä" 
Der  Wertb  der  Unbckanuten  ist  demgemäss 


§  106.   Hettiode  von  SommeT*). 
Diese  Methode   ist   im  Princip   mit  der  Methode  der  beiden 
falschen  Substitutionen  verwandt  und  auch  mit  der  oben  entwickelten 
verbesserten  Snbstitutionsmethode  von  Hulbe.    Beide  lassen  sich 
aus  jener  herleiten,  welche  von  folgender  Form  ist: 

•)  Grün.  Aroh.    Bd.  KXVII.  364. 
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Setzt  man  Si  ="  y  -\-  i ,  e,  =  z  —  y,  so  geht  dieselbe  über  in 

Diese  Substitution  ist  von  Sommer  mit  gutem  Erfolge  zur 
Auflösung  der  quadratischen,  kubischen  und  biquadratischeu  Gleichun- 
gen angewant^t  worden.  Ist  0^0,  so  nimmt  sie  die  Form  der 
Terbesserten  Hulbe'schen  Substitution  an.  Aus  der  Gleichung 
folgt  noch 

_  i^zL.')  +  y 

(.T--^)-y" 

Setzt  man  yorläafig 

so  wird 

X  =>x'  -\-  g. 
Man  bilde  also  zunächst  die  Variirte 

x'*  +  ax'  +  ß  =  Q . 
Führt  man  aun  fUr  x'  seinen  Werth  ein  und  ordnet  nach  h, 
so  erhält  man 


-  y'  —  "!<  +  p  ^ 


0. 


^     y*  +  «y  +  P    ^  y*  +  ''y  +  ^ 
Damit  diese  Gleichung  rein  quadratisch  werde,  nehme  man  an 

also 

Da  2  willkürlich  bleibt,  so  kann  man.  «  =  0  setzen ,  woraus 
herroi^eht 

y-Vb, 


und 


~  !/'  +  ay  +  6       ~  ^    a+tyS 

Gemäss  der  substitnirteu  Function  ist 


x-y     x—yt    — '  a+tys' 

und  der  Wurzelwerth  der  Gleichung 
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§  107.  Methode  der  Anflfisang  mittels  der  harmoDisctien  Proportion*). 
^n  sei 

(«  —  a:)  :  (a;  -  e)  =  M  :  e 
oder 

2ttz 

^  — tt  +  r' 

Substitnirt  mau  diesen  Wertb  von  x  in  die  gegebene  Gleichung, 
80  wird 

4«*Ä*  +  2aue(it  +  «)  +  ft(«  +  £■)«  =  0 , 
und  nach  Potenzen  von  u  geordnet 

(4ä*  +  2ae  +  fr)«'  +  2(a2^  +  be)u  -\-bi^  =  0. 
Damit  diese  Gleichung  eine  rein  quadratische  werde,  setze  man 

az*  +  6«  =  0,    e  ='  —  h:a. 
Dann  wird 


-  =  +  l4^Tä-±l4^ 


n  — ^— .    _  _   1   +    1    y<Pr 


§  108.   Ändere  Methode  der  Aoflösung  mittels  einer  harmonischen 
Proportion  ••). 

Ks  sei 

{x  —  u):{u  —  z)  =  x:z, 
oder 

2a;«  vz 

Quadrirt  man  u  und  ordnet  nach  Potenzen  von  x,  so  erhält  man 
j  2u'e  41*2*  _ 

und  durch  Vergleichung  der  homologen  Coe^cienten  der  gegebenen 
Gleichung  s?  ■\-  ax  -\- h  ^  (i , 


u-=  +  4fc:  Va'-  4fr. 


*)  Die  algebraischen  Methoden  etc.  S.  17.  §  9. 
**)  Die  algebraiflcben  MethoJeo  etc.  S.  IT.  %  10. 
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Nach  äer  Ännalime  ist  nun 

Zxz        _|_        46 

folglich  die  Warze!  der  Gleichaog 

§  109.    Methode  der  Auflösnig  mittels  einer  disharmonlBchen 
Proportion*). 
Es  sei 

X  ■=  — ^-- ,     also  X  =  "  „      -  ■ 

»  +  «'  2z 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  für  x  in  die  gegebene  Glei- 
chung, so  ergibt  eich 

_    (H»+2aH  +  4t)«*  +  2(au*  +  «=')*  +  «*  =  0. 
Hit  Anwendung  der  Redacente  (1)  erhält  man 

M—  —  a,      g  =  +  ■  r^-^-^^  ■ 
—  yä^—ib 

Setzt  man   diese  Werthe  in  die  Snbstitutionsformel  ein,   ao 

erhält  man  nach  einer  leichten  Reduction 


a:,  and  a^  =  —  -i-  o  +  \  Y^' 


46. 


§  110.   Methode  mittels  Sabsütntlon  der  Formel  (31)**). 
Han  kann  ausgehen  von  der  Relation 

Setzt  man  fflr  x  die  angenommene  Fimction  zweier  neuer  Un- 
bekannten u  und  V  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  und  ordnet  nach 
Potenzen  von  t>,  so  erhält  man 

'''-■ft'("+*)«+— ^^-^ 1.  ^0. 

Diese  Gleichung  wifd  rein  quadratisch  durch  die  Annahme 


*)  Die  algebraischen  Methoden  etc.    S.  18.  %  11. 
**)  Sämmtliche  Substitutionen  sind  in  g  80  aufgezählt. 
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Daraus  folgt 

und 

§  111.   Hetbode  der  Anüctsiuig  darcli  BUdnng  der  Gleiehmig  der 
Warzelqaadrate  der  HülbgrÖBse. 
Man  substituire 

a:  -  (m  +  «)  =  0 
und  bilde  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Cileicliung  in  (f, 
also  von 

M-Ca;-«)  =  0. 
Die  gesuchte  Gleichung  ist 

«*■  —  («*-  2ex  +  3')  =  0, 
oder  .nach  x  geordnet 

Vei^leicht  man  die  correspondirenden  Glieder  der  gegebenen 
Gleichnag 

x^  +  ax-i-b  =  0, 
so  erhält  man 

.--|o,    „_  +  -i-(/-Ä- 

Demgemäsa  sind  die  Wurzelwerthe 

x^  und  a^  =  —  yO  +  Yy— A- 

§  112.   Aoflösimg  einer  qaadratisotieii  OleichoEg  durch  Variation 
der  Qleiohnng  Ihrer  Wnrzelqoadrate. 
Die  gegebene  Gleichung  sei  wiederum 
X*  -\-  ax  -\- b  •=  0 . 
Mau  bilde  die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate 

(xO*  -  (o'  —  2b)a^  +  &*  =  0. 
Alsdann  aubstituire  man 

x'  ^=  x'  -\-  e, 
woraus  man  erhält  die  Variiite 

x'*  +  (2e  -  [a*  -  2b})x'  -\- (/ -  [a^  —  2b]£  +  i*)  —  0 . 


lyGoo^^lc 


g  113.    Variation  der  Gleichung  der  WuctelqDadnte.  337 

Das  mittlere  Glied  verachwindet  durch  die  Annahme 

Dtmgeinftss  ist 

3",'  und  a^i  =  +  Y  "  ^"^  —  ^^  ' 
und  entweder 

x=-\-  yx--fz  — '\  (« + v¥^^ 

oder 

^  -  -  Vi^i  -  +  \{a+ 1/«"^«) . 
Der  zweite  Wurzelwerth  gehört  nun  aber  zu  der  Gleichung 

ist  also  eine  fremde  Auflösung. 

Wenn  mau  sich  auch  der  vorstehenden  Methode  in  praktischen 
Fällen  nicht  bedienen  wird,  ao  haben  wir  doch  dieselbe  hier  ent- 
wickelt, nm  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wie  durch  gewisse  Ope- 
rationen fremde  liösungen  hereingebracht  werden,  die  man  sorg- 
fältig Ton  den  wahren  Wurzeln  zu  unterscheiden  hat.  Fremde 
Losungen  treten  immer  da  auf,  wo  die  substituirte  Function  von 
höherem  als  dem  ersten  Grade  ist. 

§  113.   Methode  der  Anflösnng  dnroli  Bildong  der  Oleicbong  der 
Worzelqnadrate  der  varUrten  Olelohnng*). 
Diese  Transformation  ist  gleichbedeutend  mit  der  Substitution 
der  quadratischen  Function 

{x-  ef  —  u-=x^  —  2ex  +  (s*  —  m)  -=  0 . 
Die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Vaijirten,  nämlich 
x'*  +  aa;'  +  j3  =  0 
ist  na«h  dem  Früheren  • 

„.  _  („.  _  2««  +  ^'  _  „■  +  „',,  +  ^'  -  0.  . 
Hieraus  folgt 

—  «'  —  o'  -  2^  —  2»'  +  2az  +  ((•'  —  2h), 
ji'-fi-iz'  +  a.  +  V,'. 

*)  L.  Hatthiessen,  Neue  AnflCsung  der  quadratischen,  kabiachen  und 
biqnadratiechen  Gleichungen.     Ztochr.   f.  Math.   u.  Phya.    VIJI.  S.   13.S.  18G3. 
.  MsnhIeiKB,  Onmdtaga  d,  ont.  n,  dkhI.  Algabn.  S2 
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Mit  Anwendung  der  ßeducente  (2)  oder  (3),  nämlich 
a'*  —  4/3'  =  «"(«*  —  4^)  =  0 , 
erhält  man  die  Resolvente 

welche  sieh  auf  die  Form  der  Resolvente  I.  reducirt,  also  auf 

Da  nun 

«»  -  I  C«'  -  46)«  +  l^  (a*  -  4hy  ^  0 
ist,  80  erhält  man  den  gesuchten  Wurzelwerth 

§  114.    Methode  der  SnbBtitation  einer  quadratischen  Fnnction. 

Mehrere  der  im  Vorangehenden  entwickelten  Methoden  und 
Wnrzelformen  gehen  Veranlassung,  nunmehr  die  Auflösung  auch 
mit  der  Substitution  quadratischer  Functionen  zu  versuchen,  z.  B. 


(''-'.y„«+A'._o, 


oder,  wenn  man  zwischen  s,  und  n.^  die  Beziehung  ?,  -{-  2j  ^  0  an- 
nimmt. 

Entwickeln  wir  diese  Gleichung  und  ordnen  sie  nach  Potenzen 
von  X,  so  erhalten  wir 

x^ -\- ax  +  z'' -=  0, 
und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  gegebenen  Glied  fQr  Glied 
veigleicht, 

«»  =  &,   s^yö. 

Da  hieraus  und  aus  der  substituirten  Function  folgt 


X  +  yh  '   a  —  iVb  ' 


80  Digeben  sich  hieraus  wieder  die  bereits  früher  gefundenen  sym- 
metrischen Wurzelformen, 
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§  Uö.    Andere  Hetbode  der  Snlistltiition  einer  quadratiechen 
Function. 


nnd  entwickele  den  AtAdnick  nach  Potenzen  von  x. 
Dies  gibt 

x^  -\-  ax  -\- -r  (a^  —  4«,^^)  =  0  . 
Durch  Vei^leicbung  dieser  mit  der  gegebenen  Gleichung 
X*  +  «3:  -(-  fi  =  0 
erbült  man 

und  da  eine  der  unbestimmten  Grössen  r^  und  e^  willkürlich  bleibt, 
so  setze  man 

s^  =  z^  =  z  , 
alHO 

Wegen  der  hieraus  folgenden  Relation 

—?—  -  + 1 

erhält  man  nun  mit  Berücksichtigung  des  zweiten  Vorzeichens 
nnd  demgeraüss  die  Wnrzelform 
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§  116.    Methoden  der  Snluititntioii  quadratischer  Fnnctloneii   von 
Hallet*), 
tiegeben  »ei  die  Gleichung 

x'  -}-  ax  -\-  b  '^  0  . 

1.  Man  Bubstituire  die  Identität  derselben  mit  der  andern 

{mx  +  rt)*  =^p^3^  , 
oder  , 

(JH*  —p^x*  +  2mtix  +  »»  =  0  . 
Aus  der  Yei^leichung  homologer  CoefGcienten  folgt 

m*  -—  ^''  ^  1  ,     2  m  M  ^  a ,     n*  ^  6 , 
Ana  diesen  Bestimmungsgleichüi^en  fOr  m,  n  und  p  zieht  man 
die  Relationen 

»»*  =—  rt*  :  4  ii  ^  j)*  -f"  ^  I 
endlich  noch 

p  =  +  l/"'-l,    m'=~,    n  =  ]4". 

Demgemäss  ist 

2.  Man   subatitnire   die  Identität  der  vorgelegten  Gleichung 
mit  der  einfacher  zn  lösenden 

d.  h.  mit 

x^  _(.  223;  +  (^=  _  j^)  =  0 . 
Diea  gibt  die  Bestimmungsgleichungen 

zu=^a,     y  =  ±y\a*  —  b; 
folglich  iat  auch  so 


x  =  —  ^a  +  y-  a* 


*)  Hallet,  Nova  ansljtis  a?qu.itioiiRm -II',  III'  et  IV  gradna.   Nov.  Act. 
üpial.  Vol  III.  p.  348.  1780. 
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3.     MaD  sitbatituiie  die  quadratische  Function 
(mx  +  ny  =  (px  +  2)* 
oder 

(m"  —  i>')x*  +  2(mn  — j's)  j:  +  («*  —  g*)  ^  0 . 
Hierin  ist  eine  Grösse  willkürlicb.     Es  ist  nämlich 

daher 

mn  —  2  o  ^  ('»'  —  1)   (»"  —  b)'  , 

und  wenn  man  beiderseits  quadrirt, 

n*  --  amn  =  b  —  -ri"  —  tn^b  . 

Wir  sind  so  zu  einer  andern  quadratischen  Gleichung  gelangt^ 
in  welcher  m  willkürlich  genommen,  n  gefunden  wird,  nämlich 


,  +  y'(„,._i)(^«i_i) 


=  \am±py\a'- 


§  117.    Methode  der  Aoflösung  durch  das  Anbachen  gleicher 
Wnrzeln  der  tranafonnlrten  OleichBng, 
Es  sei  wiederum 

x^  —  2zx  -f-  «*  =  M  , 
also  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  variirten  llauptgleichung 
.F(H)  =  «*  +  a'w  +  ß'=-0. 
Die  Tariation  ist  immer  in  der  Weise  möglich,  dass  die 
Varürte  zwei  gleiche  Wurzeln  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
«rhält,  also  die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate  zwei  gleiche  Wurzeln. 
Um  für  diese  die  Bestimmungsgleichungen  zu  erhalten,  bilde  man 
die  erste  Derivirte 

F{u)^2u  +  K. 
Sucht   man   nun   den   gemeinschaftlichen   Theiler   der   beiden 
Polynome  F{ti)  und  F'(u),   so  erhält   man  ihn  in  der  Form  des 
letzten  Divisors,  lümlich  2u  ■\-  a'  imter  der  Voraussetzung,  dass 
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die  Division  keinen  Best  lasse,  oder  vielmehr,  dass  der  Hest  eben- 
falls gleTch  Null  sei;  mithin 

-(«'>-4^)-0;     f-i»". 
Setzt  mim  den  letzten  Divisor  gleich  Null,  so  wird 


Aus  der  substituirten  Function  folgt  z  =  —  2^ '  *'^° 
_«'=««  —  2/J  =  2g^  +  2ag  +  (o*  -  26)  =  -  I  Dj . 
DemgemäSB  ist 

und 

§  118.    Methode  der  qnadrirten  Wurzeldifferenz«]!.       * 
Gegeben  sei  die  Normalgleichung 

f{x)  =  3?  +  ax-\-h==Q. 
Man  bilde  die  erste  Derivirte 

/'(x)  =  2a;  +  fl. 
Die  Gleichung  der  quadrirten  Wurzeldifferenzen  vk'ird  nun  ge- 
I'unden  durch  Elimination  von  x  aus  den  beiden  Gleichungen 
f{x)  =  j?  +  ax  +  h  =  0, 
f(x)  +  «  =  2a; +  0  +  ^  =  0. 
Dies  gibt  die  Gleichung 

Mit  Hülfe  der  zweiten  Gleichung  erhält  mau 

2a;  +  o  +  /—  A  =  0  > 
und 
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§  HO.  Methode  von  Tsohimli aasen  oder  die  Methode  der  ge- 
meinscliaftliclien  Wnizeln  zweier  Folynome*). 
Die  Methode  von  Tschirahausen  besteht  darin,  dass  man 
eine  ganze  algebraische  Function  derselben  Unbekannten  von  dem- 
selben oder  einem  niedrigeren  Grade  mit  unbestimmten  Coefficienten 
Bubstitoirt  und  durch  Elimination  der  Unbekannten  eine  Final- 
gleichung (Determinante)  erzielt,  welche  die  eubstituirte  Gleichung 
zu  einer  bestimmten  und  leichter  lösbaren  umformt.  Dieselbe  Me- 
thode ist  bereits  in  §  96  mit  Anwendung  des  Eliminationsverfahrens 
von  Hesse  bei  Substitution  einer  linearen  Function  auf  die  Auf- 
lösui^  quadratischer  Gleichungen  angewendet  worden.   Es  sei  also 

a;*  -f  ua;  +  "  ™  0 , 
und  i;  von  a  verschieden.     Es  ist  von  vorne  herein  klar,  dass  die 
substituirtfl   Gleichung  eine  fremde  Lösui^  enthält.     Die  Final- 
gleichung ist 

+  1  »-»,   "-«1 

\  ati  —  hv f    u  —  6  1  + 
oder  in  exacter  Form 

(u  -  by  —  (v  —  «)(a«  —  fty)  =  0  . 
Ordnet  man  nach  u,  eo  resultirt 

m"  —  [av  —  (a'  —  2h)]u  +  h{v^  ~av-\-b)  =  0, 
und  wenn  mau  will,  nach  v  geordnet, 

ft«*  —  (au  +  ab)v  +  [u'  +  (a*  —  2b)u  +  &*]  =  0  . 
Damit  die  erste  der  beiden  Resultaaten  eine  rein  quadratische 
werde,  setze  man 

av-{a*-2b)=0, 
woraus  folgt 

ü  ^  (o*  —  26)  :  a  , 
und 

u*  =  ~  biv-  —  av  -^  b)  =  —  ^  D, . 
Demgemäes  ist 


=  0, 


lyGoo^^lc 


344  Vierter  Äbsclmitt.    SubetitutioQBmcthoden.    III. 

Da  mit  dieser  Gleichung  zugleich  die  Hauptgleichung  be- 
stehen muss,  so  findet  mau  durch  Subtractiou  beider  Gleichuneen 
von  einander 


Auch  kann  man  die  Gleichung  in  v  zu  einer  rein  quadratischen 
machen,  indem  raan  m  ^  —  b  setzt. 

Durch  Subtraction  der  Haupt^leichung  von  der  subsUtuirten 
erhält  man 


welche  Function  bereits  in  §  110  zu  einer  Autlösungsmethode  an- 
gewendet worden  ist. 

Die  beiden  Gleichungen 

a;»  +  oa:  +  fr  =  0  , 

x'  -\-  vx  -^  u  =  0 , 
liaben  nämlich  für  den  Fall,  dass  v  von  a  verschieden  ist,  nur 
eine  Wurzel  mit  einander  gemein;  die  zweite  Wurzel  der  Substi- 
tution ist  eine  &emde  Lösung.  Sie  haben  alsdann  beide  auch  einen 
binomischen  linearen  Factor  gemein,  der  sich  nach  den  bekannten 
Methoden  finden  lässt.  Gleich  Null  gesetzt,  gibt  er  die  gemein- 
schaftliche Wurzel,  nämlich 

(a-v)x  +  {l-«)-0, 
also  mit  Beriicksiditiguiig  der  obigen  BestimmungeD  von  u  unj  v 

„_i,      ±|v=A-»  1         , 

Die  einzige  wahre  Wurzel,  welche  x*  -\-  vx  -{-  ti  =  0  liefert, 
ist  aus 

af  -\ — X ya'  —  46  =  0, 
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^  +  "'~  '^X  +  |]/a'  —  4&  ^  0  , 

^'^  2a  2«  2  "  +  2  K        -'•'s  • 

g  120.    Eliminationsmetliode  tos  Lacroix  nnd  Foisson*). 
um  aus  den  beiden  Gleichungen     * 

a^  +  aa:-ffc  =  0,  x'' -i- vx +■  u  ~  0 
durch  Elimination  von  x  die  Finalgleichung  zu  finden,  setze  man 
nach  einander  die  beiden  Wurzeln  Xj  und  x^  der  Hauptgleichung 
in  die  substituirte  ein  und  multiplicire  die  entstehenden  Polynome 
mit  einander.  Die  Coefficienteu  des  Products  sind  symmetrische 
Functionen  der  Unbekannten  und  lassen  sich  mittels  der  CoefG- 
cienten  der  Hauptgleichung  bestimmen. 
Es  sei 

«1  +  j^  ^  s, ,    iCi*  +  ^/  =  Sf ; 
alsdann  ist 

(Xi'-^vXi  +  M)(a^*-fua;j  +  u)=3:/a;g*  +  vXiX,x^3i  +  ^x^x^ 
+  US,  +  uvs,  +  «»  =  0  . 
Weiter  hat  man 

Sj  ^  —  a ,     Si  ^  a^  —  26 ,     XiX^  =  h  , 
folglich 

u^  —  (av  —  o*  +  26)»  +  hif  —  ar  +  t)  =  0  . 
Die  Gleichung  wird  eine  rein  quadratische,  wenn  man  annimmt 

aw~a*  +  26  =  0. 
Statt   x^   und  x^  als   die  Wurzeln  der  Hauptgleichung  anzu- 
sehen, kann  man  sie  auch  als  Wurzeln  der  substituirten  betrachten. 
Dann  ist 

S|  =  —  i; ,  »ä  i=  (I*  —  2u  ,  «,3^  -=  M  , 
worin  v  und  u  bestimmbare  Grössen  sind.  Wird  angenommen, 
daes  im  Allgemeinen  v  von  a  und  «  von  h  verschieden  sei,  so  hat 
die  Hülfsgieichung  in  o;,  v  und  u  für  jeden  der  beiden  Werthe  von 
w  eine  wahre  und  eine  fremde  Lösung,  wie  es  ausführlich  im 
vorigen  Paragraphen  demoustrirt  worden  ist. 

*)  Lftcroii,  Elämeog  d'nlg^bre  II.  §  10.  Paris  1799. 

FoiBsoD,  Mäm.  Bur  r^limiuktioD  daas  les  qneiftioDs  alg^briqaes.   II™" 
ctdi.  dn  Jonni.  poljt  Paris  180S. 
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Beispiel.    Aufzulösen: 

a;»  -  5a;  +  6  =  0  . 
Die  Resolveute 

av  —  (flä  —  2Ä)  =  0 
liefert  die  WerÜie 

Die  HUlfegleichung  ist  demnach 

ihre  Wurzeln  für 

„__|:     ,-J5  +  j'--2  oder  +0,6. 

Die  wahren  Wurzelwerthe  der  gegebenen  Gleichung  sind  3 
und  2;  fremde  Löaungen  —  0,7  und  0,6. 

Die  fremden  Lösungen  lassen  sich  auf  folgende  Art  in  die 
Gleichung  introduciren: 

Man  mnltiplicire  die  Wurzelgleichung  mit  ~|-  2,4  und  addire 
sie  zu  der  quadratischen  wie  folgt: 

a;'  —     5a:  +  6  =0 

2,4a;  ~  6  +  1,2  =  0 
~^-2,6x      ~ +"1,2=0. 
Diese  Gleichung  ist  die  henutzt«  Hülfe gleichong. 

§  121.    Hethode  der  Factorenzerlegong:  des  hinärfln  TrlnoniB  von 
Heilermann*). 
Ileilermann   geht  aus   von   der  Cayley'schen  Form  eines  bi- 
nären Trinoms 

(1)    f(x,y}  =  aar'  +  2bx!f  +  cf  =  (a,  6,  c){x,y)* 

*)  neilenoano,  Zerlegung  der  homogeneD  quadratischen,  kubiachen 
uod  biqn&dmtiBc^eo  Functionen  zweier  VeiUnderlichen  in  Factoren.  Progr. 
Trier  1855. 
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und    sucht    dasselbe   in   das   Prodnct   zweier   linearer   Functionea 
zu  zerlegen,  also  in  eine  Gleichung  yon  der  Form 

ax*  +  2bxy  +  cf  —  (ax  +  ßn)(rx  +  dtj) 
lierzustelleii.    Sind  die  Grössen  a,  ß,  y,  S  erst  bestimmt,  so  werden 
die  beiden  binomischen  Factoren  gleich  Null  gesetzt,  also 

ax  -^  ßjf  =  0 ,    yx  -{-  dy  =  0 
die  Auflösungen  der  quadratischen  Function  fix,  y)  sein.    Zunächst 
müssen  die  vier  unbestimmten  Coeföcienten  den  Gleichungen 

.     (2)  ay  =  a,     aS -\- ßy  =  2h ,    ßÖ  =  c 

Genflge  leisten,  sowie  denjenigen,  welche  sich  aus  ihnen  ableite 
lassen,  nämlich 

(«  +  »()'  +  •')-»  + 2t +5, 
a«  —  ßy  —  +  2yb'  —  ac, 
«  tf  ^  fc  +  ytf'  —  ac , 
ßy  =  b'-f  Yb^  —  ac  . 
«      b  ±  yw^r^c a 


(3) 


Nun  ist  die  Discriminante  der  Function  fix,  y) 

s.--(^:-£)' — (''-"«). 

und  ausserdem  mSge  der  Kürze  wegen  die  Summe  der  CoelBcienten 
der  Function  mit  S  bezeichnet  werden,  also 
a  +  2b-\-c~-S. 
Zu  den  Gleichungen  (2),  durch  welche  die  Coefficienteu  a,  ß,  y,  S 
nicht  Yoilständig  bestimmt  sind,  möge  noch  die  Bedingung 

K-\-ß^y  +  8 
hinzugefügt  werden;  alsdann  folgt  zunächst 

(4)  .   „  +  ß-r  +  s-ys. 

Durch  die  Verbindung  der  Gleichung  (4)  mit  dem  System  (3) 
erhalten  wir 

(^      a  +  b±  V^Ä  i.  +  c  q:  V^li', 

ys       '  '^  ys       ' 

ys  '  i/y  ' 


(5) 
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und  durcli  Eioaetzuiig  dieser  Werthe  die  Factorenzerlegimg 

In  engem  Zusammenhange  mit  derselben  steht  die  fönende 
Barsteltung  der  Function  (1): 

durch  welche  sie  als  Differenz  oder  Summe  zweier  Quadrate  aus- 
gedrüctt  wird,  Je  nachdem  die  Discriminante  negatir  oder  positiv 
ist.     Femer  lässt  sich  die  Transformation 

bewerkstelligen,  welche  zeigt,  dass  ein  binäres  Trinom  immer  als 
halbe  Summe  zweier  Quadrate  dargestellt  werden  kann,  deren 
Grundgrössen  reell  sind,  wenn  die  Discriminante  positiv,  also  die 
Factoren  der  Function  complex  sind,  und  dass  jene  Grundgrössen 
von  diesen  Factoren  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  der  Discrimi- 
nante unterscheiden. 

Die    vorstehenden    Transformationen  des   Trinoms   sind   nur 
dann  unmöglich,  wenn 

Unter  dieser  Bedingung  ist  aber  auch 
(''  +  «()'  +  «)-0, 
also  entweder 

a  -|-  ji  =.  0 ,  oder  j-  -f  d  =  Ü  . 
Nehmen  wir  an,  es  sei  y  -j-  d  ^  0  nnd  seinen  y  =  —  d  ^  1 , 
so  ist  gemäss  (2)  a  =  a ,  ß  ^^  —  c ,  folglich 
(9)  fix,y)-(az~cM^~)). 

Wenn  die  Discriminante  verschwindet,  also 

ist,  so  ist  6  ^  +  Vac  und  es  gehen  nach  deu  Gleichungen  (5) 
die  Werthe  der  Coefficienten  «,  ß,  y,  8  Ober  in 
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Die  Torgelegte  Function  ist   dann  ein  vollständiges   Quadrat, 
nänlicli 

(10)  /■(«,!,) -(V'».»  +  l/e.!()% 

WO  das  doppelte  Vorzeicheo  demjenigen  von  b  entspricht. 

Durch  die  Factorenzerlegong  (6)  sind  nun  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

•  ax^  +  2bxy  +  cy'  =»  0 

gefunden  und  zwar 

^        ,  -r,  ^  _  6  +  c  +  V—  5,  _ 

y,  ""    y>  ""      a  +  6  ±  l/^ ' 

Man  abersieht  nun  leicht,  dasB,  wenn  man  tou  der  Gleichung 

ax*  +  2Ja:  +  c  =  0 

ausgeht,  die   Glieder  der  Binomialfactoren  in  (6)  nicht  homogen 

sind.     Sie  lassen   sich -indess  leicht  homogen  machen,  indem  man 

statt  der  ersten  Gleichung  in  (3)  setzt 

(ae  +  ß){yz  +  *)  =  az^  +  2hz  -\-c  =  S, 
und  statt  der  Gleichung  (4)  die  andere 

ag-\-ß  =  y2-\-ä  =  YS. 
Berechnet  man  so  a,  ß,  y,  6,  so  erhält  man  durch  Einsetzung 
dieser  Werthe  die  Factorenzerlegnng 

j.,        ,         /  ne  +  64.y— Ji,        ,   b^  +  e-eV—T),      \ 

«*' ')  - 1      vi-"''  +      T^     '  1 "" 

\         yii  ^  vs  '  J ' 

wo  B  eine   beliebige  Grösse   ist     Ist  y=  1,   so  erhält  man  auf 
diesem  Wege  die  allgemeine  Wurzeiform  (§  104) 


§  1 22.  Debet  eine  synthetische  Bildong  der  aUgemeinen  Worzelfonu  *). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

(ß,b,c){x,yy  =  0. 
Schreibt  man  folgende  Gleichungen  unter  einander: 
*)  Han  vgl.  %  104. 
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aj^  -f"  263;5  =  —  cy*   - 

—  ^^V  ih  ^yVt''  —  «c=  —  hxif  ■+^xj/yb*  —  ac  , 
addirt  dieselben  und  setzt  vorne  den  Factor  x,  hinten  y  Iieraus,  so 
erhält  man 

x  [ax  -\-hy  -\-  y'^it'  —  nc^  =  —  y  (bx  -^  ry  -j-  3"  Y^r  — ac) 
und 

.r  bx  -\-  eyTf  !e  ]/(."  —  ac 

7  ""  ~  «TT&y  ±  !/ V'^^^^  '  • 

Wenn  sich  nun  zeigen  ISsst,  dass  die  rechte  Seite  einen  be- 
stimmbaren Werth  hat,  so  wird  dieser  die  gesuchte  Wurzel  sein. 
Mnltiplicirt  man  Dividend  und  Divisor  mit 

ax  +  l)  +  sVi^^^', 
SO  erhält  ^-  den  unbestimmten   Werth  -—  ■   Daraus  folirt,  dass  dieser 
Factor  selbst  gleich  Null  ist,  also 

^     y  a  • 

oder  es  folgt  daraus,  dass  Dividend  und  Divisor  gleich  Null  sind, 
woraus  man  erhalten  würde 


b±Vb^ 


Dies  fiUirt  aber  alles  auf  denselben  Werth;  er  ist  also  die  ge- 
suchte Wurzel, 


wie  man  gewöhnlich  diesen  Werth  bei  Functionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen bestimmt.     Es  ist  nämlich 

-r  _  F(x,  ,j) 'S:r^Sv_ 

y      *  (■»^ .  y)        <i"g  ■  8^ 

6^  +  «  ^_jYb'~^7^ 

ai!+b±     V'fc'-:«c' 
welches  die  allgemeine  Wurzelforra  ist. 
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§  123.    Methode  von  Glebsch*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

Man  substituire 

<P  =  {ay^  +  l>yt)x  +  (tj/i  +  cy,) 
und  erhebe  diese  Gleichung  zum  Quadrat,  also 
9)*  ■=  a^y^^x^  +  2ahyiyi3^  +  6'j/i*a:* 

+  2aby*x  +  2acy,y^x  +  26'y.y,3:  +  2Ä/'i/,«a: 
+  fr*y,*+2fcc3/,j*,  +  c»!(/. 
Mit  Berücksichtiguug  der  gegebenen  Gleichung  findet  man  die 
Summe  ans  dem  ersten  und  vierten  Term  gleich  —  <^<^yi^>  ^i^ 
Summe  ans  dem  zweiten,  sechsten  und  neunten  Term  gleich 
—  Si^yi^fa*,  die  Summe  aus  dem  ^ebenten  und  zehnten  Term 
gleich  —  acy,*!*.     Demnach  ist 

V*  =  (y, «  —  thfQi*  —  ac)  =  iVtX  —  ?/,)■  (—  i>^ 
und 

Setzt  man  für  tp  seinen  Werth  wieder  ein,  so  erhält  man  die 
allgemeine  Wurzelfoi^ 

x  =  —  ^y-  +  "y*  ^  Vi  y-M' 

o'Ji  +  ty,  ±  y,  V-  Ü, 
wo  y,  und  1/,  beliebige  Grössen  sind. 

Eine  etwas  allgemeinere  Herleituug  der  Wurzelform  mittels 
Anwendung  der  sogenannten  Typen  gibt  Clebsch  in  %  87  seiner 
Theorie  der  binären  algebraischen  Formen.  Wenn  man  ausgeht 
ron  den  Substitutionen 


'im..,+''mj' 


so  haben  diese  die  Eigenschaft  die  Function   von   ihrem  zweiten 
Term  zu  befreien.     Gegeben  sei  also 

f{x,  y)  =  («,  f>,  e)  {X,  yy , 

*)  ClebBch,  Theorie  der  bio&ren  algebninchen  Formen,  g  HS  and  §  87. 
Man  vergl.  auch  g  IST  und  §  189. 
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SO  ist  M  =  2  und 

(|i)_     _  2(».,  +  i.,) , 

Es  ist  alsdann 

Für   f{3-,  y)  ^0    erhält    man    sofort    die    rein    quadratische 
Gleichung 

I*  +  D.n'  =  0  , 
also  ^=.±f,V-Dt  . 

Demgemäss  ist 

,  -  ¥ iT/^v +  •'--»■' 

und  daher,  was  auch-^E,  und  e^  sein  m9gen: 


\dyh 


Y-J\ 

was  mit  der  Torigen  Losung  ühereinstimmt. 

§  124.    ÖeometrUche  Interpretation  der  aUgemeinen  Woraelform 
der  qnadratlsclieii  Gleloliimgen  nach  Dlekinann*). 

Diekmann  benutzt  die  Bemerkung,  dass  eine  quadratische 
Gleichung  eine  harmonische  Zuorduimg  zu  zweien  durch  die  Gleichung 
gegebenen  festen  Punkten  bestimme,  zur  Ableitung  der  allgemeinen 
Wurzelform.  Sind  x^  und  x^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

f{x)  —  {a,h,c%:,lf  =  0, 
so  ist  bekanntlich 


*)  Diekmami,  Zur  Theorie  der  Oleichungeo  xweiten  Grades.  Zeitcchr.  f. 
math.  o.  natarw.  Unterricht.  IV.  S.  392.  1878;  V,  S.  222  u.  362.  1874. 

Einl.  in  die  Lefare  von  den  Determinanten  und  ihrer  Anwendung. 

g  11.  Euen  1876. 
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Denken  wir  uns  allgemein 

y-fi') 

als  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve,  so  werden  die  Durcbsclmitts- 
puncte  der  Curre  auf  der  Abscisseaaxe  die  Wurzelwertlie  der 
Oleichuag  y  =>  0  repräaentiren. 

iBt  2),  ->  0 ,  so  fallen  die  beiden  Puncte  zusammen,  und  dies 
Zusammenfallen  ändert  eich  nicht  bei  einer  linearen  Variation,  d.  h. 
bei  einer  Verschiebung  des  Ooordioatenanfangspunctes.  Variirt 
man  die  Wurzeln  um  e,  und  setzt  also  x  =  x'  -\-  e,  so  wird 

o(a:'  +  »)'+26(«-  +  »)  +  »-0 
und 

Mit  Hslfe  der  quadratischen  Ei^änzung  erhält  man 
,    6         ,  V—D, 

Die  quadratische  Ergänzung  bedeutet  demnach  geometrisch, 
dass  der  Änfangapunct  um  die  Strecke  —  yerschoben  wurde.  Mit 
Rücksicht  auf  diesen  neuen  Aufangspunct  bekommt  man  als  Wurzeln 
die  beiden  gleichen  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 

'^■-±^-¥-. 

wenn  angenommen   wunle,   x  =  x'  —  -,  also  e  =  — -•     Es  ist 

aber =  ö^  (^i  +  ^i)i  ^-  ^-  <^er  neue  Coordinatenanfangspunct 

Hegt  in  der  Mitte  zwischen  x,  und  Xg.  Diese  specielle  Form  der 
Substitution  gibt  indessen  nicht  die  allgemeinste  Wurzelform,  denn 
setzt  man  an  die  Stelle  der  vorgelegten  Gleichung 

was  gestattet  sein  wird,  wenn  X  von  Null  verschieden  ist,  so  Sndet 
man  auf  dem  gewiJhnUchen  Wege 

oder 

HsUMeigen,  Ornndidge  d.  Int,  o.  awd.  Algebra.  23 
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Es  läeat  sich  nun  eine  Worzelform  ableiten,  in  welcher  die 
beiden  obigen  Formen,  als  speciell  der  Substitution  der  quadrati- 
schen Ergänzung  angehörig,  enthalten  sind.  Führen  wir  statt  der 
Coefficienten  die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  ein,  so 
erhatten  wir  aus 

az'  +  2bx  +  c  =  0, 

b  e 

,  =,  _  '"'  +  <'  _        °  ° 

^  ax  +  b  b_ 


Bezeichnen  wir  Torläuäg  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
mit  y,  so  ist  in  Torstehender  Gleichung  eine  Zuordnung  von  Puneten 
ausgesprochen;  jedem  Functe  x=^  z  entspricht  ein  Punct  y,  und 
zwar  findet  ein  zweimaliges  Zusammenfallen  statt:  fQr  e  •=  x^  wird 
auch  y  *=  Xi  und  für  z  ^  x^  wird  1/  =■  rCj . 

Um  die  Natur  des  ÄbhängigkeitSYerhältnisses  zu  erkennen, 
geben  wir  einem  Functe  z  den  Werth  des  arithmetiechen  Mittels 
der  beiden  Wurzeln,  setzen  also  £  <=  g- (a^^ -f~  ^)  i  ^'b<^^i"1 '^^S'' <^^'* 
zugeordnete  Punct  y  im  Unendlichen,  y  =  00.  Dadurch  wird  die 
Yermuthung  nahe  galegt,  dass  die  Zuordnung  derartig  sei,  dass  die 
vier  Functe  ^,  z,  x^,  y  harmonisch  zugeordnet  sind,  dass  also  ist 
hz  +  e 

g  -^1  „  y— 3^1  ^     «g  +  ft    ,^' . 

~x^~i       y—x,  bz-\-e     '~ 

Dies  ist  in  der  That  eine  identische  Gleichung  und  es  folgt 
daraus,  dass  durch  eine  quadratische  Gleichung  in  allgemeinster 
Weise  eine  harmonische  Zuordnung  von  Puneten  zu  zwei  festen, 
durch  die  quadratische  Gleichung  gegebenen,  ausgedrückt  ist. 

Um  die  Wurzeln  x,  und  x^  der  Gleichung 
fix)  =  aa:"  +  263;  +  c  —  0 
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zu  finden,  können  wir  anch  umgekehrt  zu  den  beiden  Puncten  z 
und  y  die  beiden  festen  harmonischen  Puncte  suchen. 
Es  sei  al^emein 

(as  +  6)(a:  -  y)  =  (az  +  b)x  +  (fc^  +  c)  =  | , 
X  —  Z  =  11  , 
8o  aollen  zwei  Puncte  gesucht  werden,  welche  zu 

harmoniBch  liegen.     Da 

«  —  a,  '  y  -  X,  "" 
sein  soll,  so  kann  man  annehmen 

n.^        x,-z         =*■' 
k-  _  (i^»-y)  ("«  +  '')  „  _  i 

Die   gesuchten  Wurzeln    mÜBsen   also   enthalten    sein    in  der 
Gleichung 

|ä  -  A»q»  =  0 
und  es  musB  daher  diese  Gleichung  bis  auf  einen  constanten  Factor 
R  gleich  f(x)  sein. 

Es  sei  deshalb 

worin  A  und  Jt  noch  zu  bestimmen  sind.    Setzt  m&n  die  betreffen- 
den Werthe  ein,  eo  ist 

BCoi"  +  ibx  +  e)  —  [{at  +  if  —  »']«' 

+  2Hae  +  l){bi  +  e)+  i).']x  +  (ht  +  e)'  —  i'l.' , 
•  und  ^s   folgt  aus  der  Vergleichung  homologer  Coefüeienten  auf 
beiden  Seiten 

I.    lia  —  (at  +!>)'-»', 
II.    US  — (<.»+J)(ii<  +  c)  +  i'», 
III.    üc  —  (i»  +  e)"  -  !»•  . 
Aus  I  und  II  folgt 

71  —  o»'  +  2  Js  +  «  —  /■(?) , 
und  aus  III 

Demgemäas  ist  ■ 
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in  welcher  Form  die  Gleichung  zuerst  von  Clebscli   dargestellt 
iBt.    Die  Function  f{x)  gestattet  also  die  Factorenzerlegung 

oder 


L      V 


wo  g  eine  beliebige  Grösse  ist  Für  «  =  1  erhält  man  die  Fac- 
torenzerlegung von  Heilermann  (§  121). 

Aus  den   beiden  linearen  Factoren  der  Function  f(x)   erhält 
man  wieder  die  allgemeine  Wurzelform,  nämlich 

g. ft^  +  e  q=  ^  >g; 

az+h±  V-  Di 
Die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  geschieht  gewöhn- 
lich durch  die  quadratische  Ergänzung.  Es  ist  dies  ein  specieüer 
Fall  det  allgemeinen  Auflösung,  wo  ?  =  oo  und  y  ==  -^  i^i  +  *») 
ist,  also  der  eine  der  harmonischen  Puncte  im  Unendlichen,  der 
andere  in  der  Mitte  zwischen  x,  und  x^  liegt.  Setzt  man  nämlich 
^  ^  oo,  so  nimmt  die  Wurzel  die  Form 

an.    Setzen  wir  ä  =  -g-  (^i  +  ^)j  ^^   wird  y  =  oa  und   ebenfalls 

a:^  (—  6  4;  Y — 1)^)  •  «.  Nimmt  man  dangen  an  «  =  0,  d.  h. 
bildet  der  Coordinatenanfangspuitkt  den  einen  der  vier  harmo- 
nischen Puncte,  so  wird 


d.  h.  der  andere  y  wird  das  harmonische  Mittel  zwischen  a;,  und  x^ . 
Setzt  man  zunächst  e^O,  so  erhält  man  die  Wurzelform,  welche 
durch  Auflösung  der  Gleichung  nach        entsteht,  nämlich 
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-b±y-D, 

Zu  ganz  derselben  Form  gelaugt  man,  wenn  man  den  ent- 
sprechende]!  Werth  von  y,  also  —  ^,  an  die  Stelle  von  s  einsetzt  j 
denn  es  ist 


Die  Gleichung 

/•(»)/■(.) -I'  +  A,' 

föhrt  noch  zu  zwei  neuen  Formen  fSr  die  quadratischen  Gleichungen, 
welche  direct  die  Auflösungen  enthalten.  Exact  heisst  nämlich  die 
vorstehende  Gleichung 

(ax*-\.2bx-{'C){az'-\-2be-\-c)==l{as+b)x+ibz-\-c)f-(V'-ac)(x-sy. 
Dividirt  man  beiderseits  durch  ^^  und  setzt  s  <=  oo,  so  wird 
a(ax^  +  2hx-\-  c)  ■=  (ax  +  6)*  —  (6*  —  ae), 
oder 

fix)  =  ax'  ^nx-\-c=  l  Kax  +  by  +  AI 
Ist  f(x)  =  0,  so  ist  die  neue  Form  der  Gleichung 

{ax-\-by-\-l\  =  0. 
Setzt  man  dagegen  2=0,   ehe  man  beiderseits  durch  s^  di- 
vidirt hat,  so  resultirt 

/■(»■)-  J  t(i«  +  «)'  +  -Ö,-«'l 
und  ffir  /■(»)  =  0 

("t-y  +  B.-o. 

Es  sind  dies  dieselben  Formen  der  transformirteu  Gleichung, 
welche  wir  bereits  in  der  Theorie  der  Varianten  und  R«trovarianten 
(§  17)  kennen  gelernt  haben.  Die  quadratischen  Formen  haben  nur 
eine  Variante  F,  und  eine  Retrovariante  Fi'i,  die  aber  einander 
gleich  sind  und  zwar  gleich  dem  negativen  Wertlie  der  Dlscrinii- 
nante  D,.    Ea  ist  nämlich 
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a/-{i)  -  (o«  +  !.)■-  F,  -  (Ol  +  b)'  +  D, , 

<i)-(-^)"-»'.:-(-*^)'+Ä- 

g  125.  Mettiode  von  Gayley*). 
Die  Ausdrucke,   welche  bei  der  Zerlegung  einer  „Quadrie"  in 
lineare  Factoren  in  Betracht  kommen,  sind  folgende: 

J^{a,h,c){x,yf, 

Die  Discriminante  ist  zugleich  die  quadratische  InTariante  Jt,  3 
und  die  Eesse'sche  Form,  welche  man  durch  Entwickelung  der 
E^inction 

1        Vd^f    »Y  _  /  5Y  \n 
n'(n-l)»L5^'ay»         \J^}  \ 

erhält.    Cayle;  nennt  nun  die  Function 

die  Evectante  der  Discriminante;  sie  ist  gleich  der  Quadrie.    Es 
ist  femer 


,  (.,« 


^[(S).-(^.©]-Ä, 


die  linke  Seite  heisst  die  Provectante  der  Quadrie,  ist  also  gleich 
der  vierfachen  DiBcriminante. 
Endlich  ist 

(«.'.') [1(1-9. -y(l^)]'  =  5.-A 

eine  Cileichung,   welche  ausdrückt,  dass   eine  Transmutante  der 
Quadrie  gleich  ist  dem  Producte  aus  der  Discriminante  in  die  Quadrie. 
Wird  nun  die  Quadrie  durch  ihre  Wurzeln  ausgedrückt,  so  re- 
sultirt 

f=a{x-x^y){x~x^y) 

■Öj  =  —  Y  fl*  {^i  —  x^^ . 

Sind  die  Wurzeln  einander  gleich,  so  hat  man 

•)  Cajley,  A  fifth  memoir  upon  Qnantdcs.  Phil.  TranB.  vol.  H8.  p.  429.  sqq. 
London  186g, 
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D,  =  0. 
Um  nun  lineare  Factoren  der  quadratischen  Gleichung  in 
Bymmetrischer  Form  zu  erhalten,  muB3  man  willkürliche  Grössen 
einfOhren,  welche  keinen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  Wurzeln  aus- 
üben. Die  Auflösung  ist  abhängig  von  der  linearen  Transformation 
der  Quadric,  indem  man  setzt 

(a,  h,  c)  [ax  4-  ßy,    yx  +  dtjY  =  («',  b'  c')  \x,  yf. 
Daraus  folgt  folgendes  System 

h'  =  (a,  b,  c%,  7%,  d), 

c'  =  {a,  h,  c)lß,  ey, 

und  man  erhält 

ac'  —  &''  =  {ac  —  i»)(a<J  —  jJy)», 
oder  in  einer  andern  Form 

(o,  b,  c){x,yy.{a,b,  cHfi,  i))»-  [(a,  b,c))x,yf{^,  i?)J=  =-Ä  (l^;  -  i>j)\ 
Diese  Gleichung  zeigt,  dass  ein  linearer  Factor  der  voi^elegtcn 
Gleichung  ist 

WO  ^  und  1]  beliebige  Grössen  sind.     In  einer  andern  Gestalt  lässt 
sieb  die  Wurzelform  schreiben 

-  +  V-'i),. 


.'P.-'(a, 


126.   Eine  andere  Methode  der  Faotorenzerlegang  eines  binären 
TrinomB. 
Um  die  quadratische  Function 

f(x,  y)  —  ax^  +  2hxij  +  f 
I  lineare  Factoren  zu  zerlegen,  setzen  wir 

x  =  ei  +  ßi},    y=yi-^dri. 
■   Durch  Division  der  beiden  Gleichungen  erhalt  man 
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«i  +  ül 

re  +  »i 


L  _  _  2i  „der  : 


Die  letztere   Gleichung  erhebe  maD  zum  Quadrat  und  ordne 
die  Glieder  nach  Potenzen  von  x;  das  gibb 

Setzt  man  nun  die  coirespondirenden  Glieder  dieser  und  der 
gegebenen  Function  einander  gleich,  so  resultirt 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  bestimme  man  den  Werth  von 


£' 


mau  findet  leicht 


Hieraus  folgt  die  Relation  zwischen  —  und  4^,  nämlich 
Entwickelt  man  die  Froducte,  so  ergibt  sich  daraus 

"f-i(7-i)+K;-;-s)+<7-i)=°- 

Weil  nun ^  nicht  verschwindeu  darf,  weil  sonst 

werden  und  —  den  unbestimmten   Ausdruck  -r-  annehmen  würde, 
y  0  ' 

so  kann  man  den  Factor  ausscheiden  und  es  bleibt  für  —  und  — 

r  r 

die  Relation 
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k'(f  +  l)  +  ' 


=  0, 


aaß  +  b{ad  +  ßr)  +  eyd  =  0. 
Wählt  man  nun  unter  den  beiden  für  —  gefundenen  Ausdrücken 
den  ersten,  so  erhalt  man 

imd  hieraus  die  linearen  Factoren  der  vorgelegten  Function 


-£2_.-  ä, , 


|/    „  «+6j         L         '  M   "7  +  »- 

wo  |3  und  d'   willkdrliche   Grutisen    sind  und  gemäss  <ler   vorigen 
Relation  zwischen  —  und  -^ 


zu  setzen  ist.    Eliminirt  man  nun  diese  abhängige  Grösse,   so  er- 
hält man 


/■(«,?)  = 


y^TK 


'1+ 


(-;/:;)■ 


.^,. 


y~^. 


Durch  diese  Factorenzerlegung  sind  offenbar  auch  dio  Wurzeln 
der  Gleichung  ({x,  y)  ^0  gefunden,  nämlich  für  y  =  1 , 

^ l'ß  +  ''ä±ßV-T>,  _ 

Hierin  erkennen  wir  die  allgemeine  Wurzelform  vonClebsch 
wieder,  wie  sie  in  einem  der  vorhergehenden  Paragraphen  mitge- 
tbeilt  worden  ist. 
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Man  kami  aber  auch  die  Elimination  von  —  unterlasaen,  wo- 
r 
bei  die  Wurzelfonn  Bjmmetrisch  wird,  nämlidi 

^  's  Y^Vaa+bv  =f  vVSVaß+  bS  ' 

Solcher  symmetrischer  Wurselformen  lassen  sich  noch  mehrere 
andere  "heratellen,  wie  aus  den  Deductionen  in  §  103  ersichtlich 

ist,  z.  B.       ^^^ 

|}yVaa'  +  2buy  +  cy*  +  «'S  V^y'aß'  +'2bß8  +  cS* 


IV,    Von  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen. 

§  137.    Methode  and  Formel  von  Sclplo  Ferreo,  Nicol.  Tar- 
taglia  nnd  Hleron.  Cardano*). 
(Capituhim  evin  et  rcrum  numero  aegualium.) 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

dann  ist  die  Wurzelform 

^ -fi/ii- + A  j,> + i  s  -  vWä- + i 


Die  Vorschrift,  welche  Cardano  zur  Auflösung  dieser  Gleichung 
gibt,  sowie  der  Beweis  derselben  lauten  im  11.  Kap.  seiner  Algebra 
folgendermassen : 

De  cubo  et  r<^)us  aeqital^tus  Ntimcro, 

Demoastratio. 

Sit  igitur  exempli   causa  cubus  gk,  et  sexcuplum   lateris  gJi 

aequale  20.  et  ponam  duos  cubos  ae  et  cl,  quorum  differentia 

sit  30.  ita  quod  prodnctum  ac  lat«ris  in  ck  latus,  fit  2.  tertia  scilicet 

numeri  rerum  pars,  et  abscindam  c6  aequalem  ei,  dico**),  quod  si 


*)  Hieron.  Caidani  Artig  magnae  eive  de  regulis   algcbiucie  über 
ua.    Papiae  1G46.    Cap.  XI. 
NioolauB,  Quesiti  ed  inTcnzioni  diverse.    Venesia  1G46. 
BoDCompagoi,  Note  aur'Ferro  Scipione.    N.  aon.  Math.  XXL  1662. 

••)  Cabos  ae  —  y,  cubna  cl  —  r,  y/y  .  y?"=- —  p, 
,j  —  e  =  q.:x~  yy~  -^z  . 
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itafuerit,  Imeama&residuum,  esse  aequalemj/ft  etideo  rei  aeatima- 
tionem,  nam  de  gh  iam  supponebatur,  qaod  ita  esset,  perficiam  igitur 
per  modnrn  primi  suppositi  sexti  capituli  hujas  libri ,  corpora  da,  de, 
df,  ut  per  de  intelligamue  cubum  hc,  per  df,  cabum  ab,  per  da 
triplum  ch  in  quadratum  ah,  per  de  triplum  ab  in  quadratam  hc. 
Habebimus  igitar  quataor*)  supposita,  quomm  duo  dicta  iam  suat, 
scilicet  quod  ex  ac  in  ch,  vel  ch  ßt  2.  Et  quod  differentia  cubi 
ac  a  eubo  cb  est  20.    tertium  deducitur  ex  bis  et  est  quod  cum 


rf 

/ 

r       A- 

id,  quod  producitiir  ex  ah,  hc,  ac  ter  sit  aequale  differentiae  de 
et  da  et  triplum  producti  ex  ah,  ac,  hc  sexcuplum  ah,  nam 
productum  ex  ae  in  ch,  est  2.  ex  primo  eupposito,  ergo  triplum 
ejus  est  sex,  et  productum  hoc  iii-a6  eexcuplum  ipsius  ah.  Hoc 
antem  est  differentia  de  et  da.  Quartum  quod  patet  ex  primo 
et  secundo  corollario  aexti  capituli  quod  df  est  differentia  cubi 
ac  cum  triplo  ae  in  quadratum  ch  a  cubo  cb  cum  triplo  ch  in 
quadratum  ac.  Ponatur  igitur  cubus  ae,  a,  cubus  hc,  ß,  triplum 
ch  in  quadratum  ac,  y,  triplum  ac  in  quadratum  cb,  S,  diffe- 
rentia a  et  ^,  t,  differentia  y  et  S,  t,  differentia  a  Bi  S  s,  ß 
et  y,  &.  Igitur  cum  e  componatur  ex  g  et  *,  ut  facile  est  de- 
monstrare  in  numeris  quos  et  pro  exemplo  a  latere  propoaui  £ 
antem  est  20.  ex  secundo  supposito  et  £  sexcnplum  ah  et  & 
cubus  ah.  igitur  cubus  ab  cum  aexcuplo  ah  quod  est  cum  aex 
rebus,  nam  ah  est  latus  sui  cubi,  aequatur  20.  igitur  cum  gh 
cubus  cum  sexcuplo  gh  aequetur  20.    erit  gh  cubus  cum  sexcuplo 

•)  I.'y'yy^-2;  \l.y-z~1(i;  llt.  3  (fy'~><r)|/p'^-6  (y^-l/j)  ; 
IV.  (^-yTJ'-y  +  Byyl/p-^-av^'fT;       y~a,    z^p, 
8  |^«|/f  —  y,    3  -j/y"-)/?  —  *,  y  —  /  —  a  —  p=.«i 
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gh  aequalia  cubo  ah  cum  sexcuplo  ab,  igitur  ah  est  res,  et  ipsa 
est  differentia  duorum  laterum  producentinm  3.  et  quorum  cubi 
differant  in  20.  quod  erat  demonstrandain.  Ex  bis  conüciemus 
regulam. 

Kegula. 
Deducito  t«rtiam  partem   numeri  rerum  ad  cubum,  cui  addes 
quadratum  dimidii  numeri  aequationis,  et  totius  aceipe  radicem, 
scilicet  quadratam,  quam  serTabts  uuique  dimidium  numeri  quod 
iam  in   se  duxeras,  adjicies,  ab  altera   dimidium  idem  minues, 
habebisque  Binomium   cum  sua  Apotome,  inde  detracta  &    cu- 
bica  Apotomae  ex  B.    Cubica  sui  Binomii,  reaiduum  quod  ex 
hoc  relinquitur,  est  rei  aestimaiio.    Exemplum 
i           cubus  p.  6.  rebus  aequalis  20. 
!                           2.  20. 

■    8. 10. 

!  löyT 

R.  108.  ;..     10. 

Ä  108.  m.   10. 

R.  u.  Cü.  M.  108.  }i.     10. 

m  R.  u.  Cu.  li.  108.  m.   10. 

Cardano  zählt  13  verschiedene  Formen  der  kubischen  Glei- 
chungen auf^  welche  positive  Wurzeln  geben;  es  sind  dieselben 
13  Formen,  welche  bereits  von  Qmar  Älkhayyami  in  seiner  Al- 
gebra angegeben  sind  f§  PO).  Nach  dem  g^ebenen  Auszuge  er- 
läutert er  seine  Auflösungsmethode  numeriecb  und  geometrisch 
auf  folgende  Art: 

Es  mögen  y  und  s  zwei  Kuben  bezeichnen,  also  yv  ^^^  V^ 
ihre  Kanten.  Es  sollen  diese  Kant«n  derartig  bestimmt  werden, 
das3  die  Differenz  der  Kuben  gleich  der  Zahl  q,  das  Product  ihrer 
Kanten  gleich  dem  dritten  Theil  ihrer  Zahl  jj  und  die  Differenz 
der  Kanten  die  Unbekannt«  x  werde,  dass  also  folgende  Relationen 
bestehen: 

y—s^q,     VyV^  =  YP'    V^—V^^x- 

Es  lässt  eich  nun  geometrisch  beweisen,  dass 

also 
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werde. 

Es  sei  (Fig.  25)  der  Kubus  ^ ff  =  y,  also  ^e  Kanie  A  B  <=  Yy; 
der  Kubus  AM^e,  also  Kante  ÄJ~=ye.  Dann  ist 

r c 


Jetzt  bestellt  der  Würfel  AG  aus  zwei  Würfeln  AM  und  MG; 
ausserdem  aus  den  drei  congruenten  Parallelelepipeden  JH,  LT  und 
OY.   Dabei  ist 

Folglich  ist 

y  ^  z  -\-  [Vy  -\'sY-\-  ^}/y  •  y^ji^y  -  y^j) , 

oder 

(Vi-  W)\  ^VsV^iVü- V')-y-'- 

Yei^leicht  man  diese  geometrisch  abgeleitete  Cileichung  mit 
der  TOi^clegteii 

a^  -^r  px  =  q, 
80  ergibt  sich  daraus  folgende  Kegel  zur  Auflösung   dieser  Form 
der  kubischen  Gleichungeu-.    Man  suche  die  Werthe  von  y  und  z  aus 
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Historische  Bemerkungea.  Unter  den  kubischen  Oleichimgea 
sind  die  reinen  frtlher  gelClst  als  die  gemischten.  Die  älteste  AnflOsnng 
rein  kubischer  Gleichungen  ist  die  des  Platouikers  MenSchmus  (370 
V.  Chr.).  Sie  wurde  von  dem  Erfinder  der  Kegelschnitte  bewerkstelligt 
mittels  Consimction  zweier  Kegelschnitte.  Veraolaesniig  dazu  g&b  die 
Aufgabe  des  Eippokrates  (460  t.  Chr.)  zn  zwei  gegebenen  Linien 
zwei  mittlere  Proportionalen  za  finden*}.  Seien  nämlich  a  und  b  die 
gegebenen  Linien,  z  nnd  ff  die  mittleren  Proportionalen,  so  sollen  x 
und  y  so  bestimmt  werden,  dass 

o:»-=a;:ff  =  y:&. 
Hau  lieht  hieraus  die  beiden  Gleichungen 

y*  =  ft-c  (Parabel) , 
x^  >=a  ab  (gleichseitige  Hyperbel) , 
nnd 

Ist  ausserdem  b  ^  2a,  so  ist  zo  ICsen  die  Gleichung 

in  Worten:  Die  Kante  x  eines  WUrfels  za  finden,  dessen  Inhalt  das 
Doppelte  eines  gegebenen  betragt  Diese  letztere  Aufgabe  ist  unter 
dem  Namen  „Delisches  Problem"  bekannt  (Verdoppelung  des  Würfels, 
itcatlaaiaOfios  lov  oxcifcov,  dwplicatio  atbCj.  Sie  ist  eines  der  drei  Cor- 
din alprobleme  der  griechischen  Geometrie,  welche  in  Aer  dwplicatio  cubi, 
irisedio  anguli  nnd  guadratura  circuU  bestehen  nnd  sich  nicht  auf  ele- 
mentarem Wege,  sondern  nur  vermittels  Gurren  höherer  Ordnung  geo- 
metrisch lösen  lassen.  Nach  den  Erzählungen  von  Piutarcb  (Mor&L  HI, 
579)  nnd  Philoponos  war  den  Deliem  vom  Apollo  das  Orakel  ge- 
sprochen worden,  dass  die  allgemeinen  CalamitSten  GriecbenlandH  nicht 
eher  aufhören  würden,  bis  sie  den  Altar  von  Dolos  verdoppelt  hätten. 
(Dieser  war  von  Gold  nnd  ein  WUrfeL)  Da  man  dieses  nicht  zu  be- 
werkstelligen gewusst,  habe  man  sich  deswegen  nach  Athen  begeben 
und  an  Plato  gewandt.  Dieser  habe  ihnen  geantwortet,  man  mUsse 
zu  zwei  gegebenen  Linien  zwei  mittlere  Proportionalen  suchen.  Eu- 
doxuB  werde  ihnen  das  genauer  auseinandersetzen.  Plato,  den  dies 
Problem  lebhaft  interefflirte,  hat  selbst  eine  mechanische  Lijsung  davon 

B  ad   Archiroedem  lib.  II,  6d.  d'Oif.  p.  135. 
B  lebte  Fi40  n.  Chr. ,  ans  Askalon  gebartig. 
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gegeben*).  Eine  Sltere  Sage  von  Misos  in  Kreta  erzählt  Eratos- 
thenes  bei  EutociuB  {ad  Ärckim.  pg.  144). 

Was  nun  die  gemiechten  kubiBcheii  Gleichungen  anbelangt,  so  ist 
nach  dem  Zeugniss  Omar  Alkhayy amie**),  welcher  ein  bertlhmtes 
Werk  über  die  geometrische  Auflösung  der  kabiachen  Gleichungen  mit- 
tels der  Apoltonischen  Kegelschnitte  geschrieben  hat,  der  Perser  Abu 
Djafar  Alkhäzin  (950)  der  erste  Mathematiker,  welcher  die  ge- 
mischten kubischen  Gleichungen  mittels  Intersection  zweier  Kegelschnitt« 
ISete.  Veranlassung  dazu  gab  ein  Probletü  in  Archimedig  lib.  IL  de 
aphaara  et  cylinäro,  welches  auf  die  Proportion 

(c  —  x)  :  t  ^  a*  :  X* 
fahrt.    Hieraus  folgt  nHmlich 

Diese  Gleichung  war  bei  den  Arabern  nnter  dem  Namen:  Gleichung 
von  Alm&hänl  (660)  bekannt.  Höh.  ben  Ii;a  Abu  Abdallah  Al- 
tnahani  schrieb  einen  Commentar  zum  ü.  Buche  des  Archimedes  und 
Tersachte  yergeblich  jene  aus  Prop.  IV  des  Bnches  deducirte  Gleichui^; 
zu  lösen.  EntoGiuB  gibt  freQich  au,  dass  Arcbimedes  selbst  eine  Con- 
stmctioB  mittels  der  Kegelschnitte 

x*  •=  —  y  (Parabel),     y(c  —  x)  =^'bc  (Hyperbel) 

gegeben  habe.  Abnl  Hassan  ben  Alhaitham***)  (f  1038)  bediente 
eich  zur  Construction  der  Wurzel  der  CiirveD 

X*  •=  ay  (Parabel),  y(e  —  x)  —*  ab  (Hyperbel). 
Die  algebraische  Auflösung  der  gemisehten  kubischen  Gleichung 
x^ -\- px  ^  q  wnide  zuerst  von  Scipij^ne  dal  Ferro,  Prof.  der  Kath. 
in  Bologna  (geb.  — ?,  Prof.  1496—1635,  gest.  1526)  1615  entdeckt 
und  erst  30  Jahre  spBter  durch  Cardano  veröffenÜicht.  Cardano 
schreibt  hierüber  in  seinem  Zib.  artis  mofftiae  cap.  1,  p.  Ö:  „Temporibus 
Ifoslris,  Sdpio  Ferreus  Bononiensis,  capitulum  cubi  el  rerum  numero 
aegualiüm  invenit^  rem  sanc  pulchratn  et  admirabilem.  —  —  Hwjus 
aemulatione  Nicolaus  Tariolea,  BrixellcKsis  amicus  twster,  cum  in  certamen 
cum  iüius  discipülo  ÄtUonio  Maria  Florida  venisset,  capituhim  idem  ne 
vinceretur  invenit,  gut  mihi  ipsum  multis  prectbus  exoratus  IradidU."    Im 

*)  Entocius  ad  Archimedem  prop.  ITl.  Auch  überaetEt  (980)  TOn 
Thabit  ben  Eorrab.  Dieser  Theil  des  CommeutarB  enth&lt  AnflOniDgeD 
des  Delischen  Problems  oder  der  Aufgabe  von  den  iwei  mittleren  Proportio- 
nalen mit  18  Figuren  illustrirt  und  zwar  von  11  Qeometem,  nämlich  Hero, 
Philon;  ApoUoniuB,  Diocles  Pappus,  Sporns,  Menächmna,  Kra- 
toitbenOB,  Plato,  Archytas,  Nicomedes.  Man  vergl.  Omar,  Woepcke 
p.  XIII.  u.  p.  94. 

**)  Man    vergl.  Al^ljebr  w'  almvcliabnla  d'Omar  Alkhayyami  puW.   et 
Iraä.  par.  F.  Woepcke  p.  S.    Paris  1861. 
•**)  Omar,  par  Woepcke.    Add.  A. 
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XI.  Kap.  wiederholt  Cardano,  dass  Scipione  dal  Ferro  seine  Ent- 
declnmg  dem  Venetianer  Antonio  Maria  Florido  {alias  dalFiore) 
mitgetheilt,  Tartalea  dieselbe  eelbstatfindig  wiederholt  und  ihm  (dem 
Cardano)  ohne  den  Beweis  mitgethellt  habe;  diesen  habe  er  nun  mit 
-vieler  Mdhe  gefunden.  Cardano  erlSntert  die  Auflösung  und  seine 
bereits  oben  wörtlich  mitgetheilte  Regel  an  folgender  Anfgabe  oder 
Oleichimg: 

CubuB  p  6.  rebns  aequalis  20. 
Die  Auflösung  davon  ist 

R.  V.  cu.  S.  108  p.  10  I  in.  S.  v.  cm.  S.  108  m  10; 

wörtlich:  radix  univers(Uis  cubica  radicis  ex  108  plus  IQ,  minus  radüx 
tmiversali  cubica  radicis  ex  108  minus  10:  also  in  modemer  Scbreib- 


=  Vyios  + 10  —  Vyiöä  — 10 . 


Der  geometrische  Beweis,  den  wir  oben  mitgetheilt  haben,  bezweckt 
nur  eben  dasselbe,  was  für  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen 
die  geometrische  Beweise  von  Mohammed  ben  Musa  bedeuten,  nämlich 
eine  geometrische  Demonstration  der  dritten  Potenz  einer  zweitheiligen 
Orösse.  Diese  algebraischen  Formeln  arithinetisch  zu  behandeln,  scheint 
den  Arabei-n  und  ihren  Nachfolgern  unendlich  schwer  gewesen  zu  sein. 
Durch  diesen  Umstand  mnsste  jeder  Foi'tschritt  in  der  analytischen 
Kunst  gehemmt  werden,  in  welcher  Diophant  und  die  Inder  ihnen 
als  Meister  vorangegangen  waren,  von  denen  sie  aber  nichts  gelernt 
hatten.  Eine  Demonstration  der  vierten  Potenz  einer  zweitheiligen  Grösse 
war  von  diesem  Gesichtspuncte  aus  nicht  mehr  möglich  und  begreif- 
licherweise ebensowenig  die  Discussion  einer  biquadratischen  Gleichung, 
weil  schon  die  kubischen  GleichAngen  aus  geometrischen  Problemen  des 
Archimedes  deducirt  wurden.  Es  darf  hier  nicht  unerwähnt  bleiben, 
dass  selbst  die  Chinesen  lange  vorher  in  der  Analytik  bedeutendere 
Fortschritte  gemacht  hatten.  Tsin  kiu  TschaU  (1220—1290)  verfaaste 
um  1290  ein' Werk:  Leih  tien  yuen  yih,  worin  die  Auflösung  höherer 
numerischer  Gleichungen  mit  Hülfe  der  Lihn-Tafel  oder  des  arith- 
metischen Dreiecks  gelehrt  wird.  Die  Potenztafel  der  Binome  findet 
sich  auch  bei  Tschu  Schi  Kih  (1303),  welcher  sie  eine  „alte"  Methode 
nennt.  In  Europa  scheint  sie  erst  von  Pascal  (1623  — 1G62)  erfunden 
zn  sein,  nachdem  jene  Lihn-Tafel  das  Pascal'sche  Dreieck  genannt 
wird. 

Ea  bleibt  noch  übrig  einige  Bemerkungen  über  die  Umstflnde  der 
Entdeckung  von  Ferro,  die  Geheimhaltung  derselben,  sowie  die  Art 
der  Veröffentlichung  des  Geheimnisses  durch  Cardano  hinzuzufügen. 
Der  Grund  der  Geheimhaltung  liegt  zum  TLeil  in  der  Sitte  jener  Zeit, 
öffentliche  Certamina  abzuhalten,  um  durch  Lösung  vorgelegter  Aufgaben 
vor  dem  Publicum  zu  glänzen;  Tartaglia  wünschte  aber  ausserdem 
seine  Entdeckungen  später  in  einem  eigenen  Werke  über  Algebra  zu 
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verCfientlicben.  Jedoch  bewog  ihn  Cardano,  ihm  sein  Verfahren  mit- 
zutheilet).  Wegen  der  sechs  Jahre  nachher  erfolgten  Veräffentlichung 
des  ihm  von  Tartaglia  anvertrauten  Geheimnisses  ist  C'ardano  vielfach 
angegriffen  worden*).  Wie  nun  aus  einem  lateinischen  Cartello  Per- 
rari's**),  eines  Schülers  und  Freundes  des  Cardano,  datirt  vom  J.  1547 
hervorgeht,  war  diese  wichtige  Entdeckung  von  Ferro  in  einem  Ma- 
nuscript  an  seinen  Schwiegersohn  nnd  Kacbfolger  Annibale  dalla 
Nave  vererbt  worden.  Ein  gewisser  dal  Fiore,  den  Cardano  An- 
tonio Maria  Plorido  nennt,  ein  Schüler  von  Ferro,  hatte  von  der 
Anflösungametbode  Kenntnt  SB  erhalten  und  Nicolo,  genannt  Tartaglia 
(der  Stotterer)  in  der  Begierde  dieselbe  kennen  zu  lernen,  sie  im  J.  1535 
eelbstKndig  nacherfunden.  Auf  dringendes  Bitten  von  Seiten  Cardan's 
theilte  im  J.  1639  Tartaglia  diesem  gegen  einen  Schwur,  das  Ge- 
heimniss  zu  bewahren,  seine  in  Versen***)  versteckte  Regel  mit.  Sie 
lauten: 

Quando  che'l  cubo  con  le  cose  appresso, 

Se  agguaglia  ä  qualche  numero  discreto:        x^ -\- px  =  q 
Trovan  dui  altri,  differenti  in  esso.  y  —  z  ^  q 

Bapoi  terrai,  questo  per  consueto 

Cbe'l  lor  produtto,  eempre  sia  eguale 
AI  terzo  cubo,  delle  cose  neto; 

El  residuo  poi  sno  generale, 

Delli  lor  lati  cubi,  bene  eostratti 

Varrä  la  tua  Cosa  principale.  ^^  ^/r !/- 

In  dem  erwSbnten  CarteUo  ist  nun  mitgetheUt,  dass  Cardano 
und  Ferrari  im  J.  1542,  also  3  Jahre  nachher,  das  von  Ferro  ge- 
schriebene Werk  von  Annibale  Nave  zur  Durchsicht  gezeigt  worden 
sei.  Naeh  abermals  3  Jahren  im  J.  1545  erschien  die  Ars  inagna, 
worin  Cardano  diese  Methode  verCfTentlichte.  In  Folge  dessen  ver- 
öffentlichte Tartaglia  154G  in  Venedig  seine  Quesiti,  worin  er  seine 
Anrechte  an  die  Entdeckung  geltend  macbte.  Ben  Vorwürfen  gegen- 
über, womit  der  erboste  Tartaglia  den  Cardano  nach  dem  Bruche 
seines  Versprechens  überschüttete,  mag  dies  hei  dem  sonstigen  Charakter 


•  =  ©' 


*)  Hankel,  Gesch.  der  Algebra  während  der  ttenaisaance;  in  dem  Werke: 
Znr  Gesch.  der  Math,  in  Alterthiim  u.  Mittelalter,  S.  360  u.  fF.  Man  veivl. 
Nioolo  (Tartaglia),  Ques.  ed  ittvem.  iliv.  lib.  IX.  ^ues.  XXY  ff.  ed  St- 
nero)  trattato  de"  numeri  e  misure,  p.  11.  fol.  41.    Venezia  15&S. 

Gerhardt,  Die  Algebra  in  Italien  seit  Fibonacci;  Ornnerfs  Arch.  III. 
S.  !84.  1843. 

**}  Man  sehe:  Gherardi,  Beitr.  zur  Gesch.  der  math.  Facult.  der  üniv. 
Bologna.   Grnn.  Arch.  LH.  S.  143  u.  ff. 

*")  Qherardi,  Beitr.  etc.  Grün.  Arch.  LH.  S.  1B8:  Capituh  in  terza 
liima  zur  Anflötung  der  Gleichung^'  -{-  px  ^  q  von  Tartaglia  am  25.  März 
1&39  an  CaTdano  mitgctheilt 

HatthiMitB,  arondillst  d,-ut.  u.  nod.  Algabri.  84 
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des  Cardano,  der  ein  WUstling  war,  zar  EntBCbuldignng  dienen,  denn 
auch  Ferrari  vertheidigt  ihn  lebhaft. 

Hankel  hat  uns  in  eeiner  Geschichte  eine  Darstellung  der  Strei- 
tigkeiten und  der  Anrechte  des  Nicolo  nach  dem  9.  Bd.  der  Quesiti 
gegeben,  worin  er  den  Cardano  sehr  hart  verurtheilt,  imd  bei  wem 
sollte  nicht  das  Schicksal  des  Tartaglla  Theilnahme  erwecken?  Doch 
geht  er  vielleicht  in  seinem  Eifer  für  Tartaglia  in  manchen  Stücken 
zn  weit  Er  bemerkt  unter  Anderem,  von  gegnerischer  Seite  sei  keine 
Daxstellung  der  Streitigkeiten  gegeben  worden  und  erwühnt  jenes  Car- 
tello  gar  nicht.  Freilich  ist  es  unbegreiflich,  wenn  Cardano  einen 
Einblick  in  das  Werk  Ferro's  gewönne»  hatte,  warum  er  dies  nirgend 
in  seiner  A^ebra  erw&hnt;  denn  dann  war  die  Sache  doch  ja  nur  mehr 
ein  Öffentliches  Creheimniss,  nnd  Cardano  brauchte  sich  nur  noch  mit 
Tartaglia  um  den  Modus  der  Publication  zu  Terstttndigen.  Weiter 
Bchliesst  Hankel  seine  Darstellnng  mit  den  Worten:  „Der  Mann,  dem 
wir  den  grSssten  Fortschritt  in  dieseift  Jahrhundert  verdanken,  wurde 
vergessen,  seine  Methode  als  die  von  Hndde  bezeichnet,  und  nach  dem 
treulosen  Cardano  wurde  die  dem  Tartaglia  entwendete  Formel  be- 
zeichnet." Die  Anrechte  Tartaglia's  sind  genugsam  bekannt;  er  ge- 
wann sie  aber  nur,  nachdem  Ferro  auf  die  Veröffentlichung  verzichtet 
hatte.  Im  üebrigen  sind  doch  wol  Methode,  Formel  und  Beweis  noch 
verschiedene  Dinge  strenge  genommen.  Im  Ganzen  genommen  ist  der 
Sachverhalt  wol  so:  Ferro  war  der  ei-ste  Erfinder  (1516),  wir  kennen 
von  ihm  aber  weder  seine  Methode,  noch  seine  Begründung  derselben. 
Tartaglia  gab  1539*)  seine  Methode  nnd  Cardano  1645  die 
exacte  Formel  und  den  Beweis  dazu.  Der  Beweis  von  Hudde  ist  aller- 
dings nur  als  eine  Modification  des  Cardani'schen  Beweises  anzu- 
sehen. 

Was  die  AuflSsungsmethode.  des  Tartaglia  and  Cardano  anbe- 
trifft, so  werden  wir  aus  dem  erwähnten  Oartello  schliessen  dOrfen, 
dass  es  die  Methode  des  ersten  Erfinders  Ferro  selbst  war.  Das 
Charakteristische  an  derselben  ist,  dass  sie  eine  Substitutionsmethode 
ist  und  dass  sie,  wenn  auch  im  Allgemeinen  von  späteren  Algebristen 
beibehalten,  doch  im  unterschiede  von  diesen  die  Wtmelform  bald  ala 
Differenz,  bald  als  Summe  zweier  Kubikwurzeln  darstellt.  Dasselbe  ge- 
schieht auch  noch  bei  Vieta,  der  als  substituirte  Function  je  nach  der 
Form  der  Gleichung  bald  eine  Differenz,  bald  eine  Summe  wShlt. 

In  Deatschland  fand  die  Lehre  von  der  Auflösung  kubischer 
Gleichungen  (aä>iccoss)  Eingang  durch  Stifel,  Xjlander  und  Faul- 
haber.  Wahrend  die  ersten  Beiden  der  Cardani'schen  Regel  nur  Ei-- 
wähnung  thun,  gab  Fanlhalier  i.  J.  1604  selbständig  einen  „Arith- 
metischen  cubiccossischen  Lustgarten"  herans. 


*)  Tartitglia  gibt  selbst  an,  seine  Methode  1034  entdeckt  zu  haben. 
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§  128.   Methode  von  Vteta*). 
{Capiiulum  de  ditplicata  }»/postasi.) 
Vieta,  welcher  zuerst  die  Wegschaffuug  des  zweiten  Gliedes  . 
einer  TollstäDdigen  Gleichnng  lehrte,  betrachtet  die  algebraische 
Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

I.     a^  +  Sbx  =  2c; 
II.    a^=^36a:  +  2c. 
Vieta  8B^**):  ProblemaL:  Ctibutn  adfectum  Bub  latere  &d- 
firmato,  ad   quadratum  radicem  habens  sotidam  idemque  affectutn, 
reducere, 

I.  Proponatur  A  cnbus  +  B  piano  3  iß  A,  aequari  Zsolido  2 
Oportet  facere  quod  propositum  est  j&'quad.  -\-  A  m  E,  aequetur 
B  piano. 

Unde  B  planum  ex  hujusmodi  aequationis  constitutione,  in- 
telligitnr  rectangulnm  Bub  daobus   lateribns  qnorum  minns  est  E, 

differentia  a  majore  A;  igitur  — k         —  *"*  ■^' 

Quare 
B  piano- piano- p  Uno 


+  B pl.  pl.  3  —  B  pl.  inK qu. 3 
E 
aequabiiur  Z  solido  2.  , 

Et  Omnibus  per  E  cubum  ductis  et  ex  arte  coucinnatis  E  cnbi 
quad.  -|-  Z  solido  2  in  £  cobum,  aequabitur  B  plani-cubo. 


*)  Celera  matkem.  IV.  De  aequaiionwn  recognilione  et  emendatione  tToc- 
tatus  duo,  tract.  It.  oap.  VII.  (Znerst  pnbUcirt  von  Alex.  Andereon.  Paria 
1616.) 

Beaune,  de.    De  arquationum  natura  cap.  XV.    Franltfart  1G9&. 
**)  Commcntar:  I.  Gegeben  eeix'  +  36,r"-2i;,    Man  setze  i'+xz—b. 
Daraos  folgt,  dasa  —  —  — >  x  ist  und  weiter 

h'  —  3t'^'4-  Sbt*  —  z*       36»  —  Rbe*  _ 

Wird  alles  tnit  a'  multiplicirt  nnd  QleichCB  vereinigt,  so  erhält  man 
«'+  2«==  6». 
Diesea  ist  die  Gleichnng  eines  positiv  gemischten  Quadrates,  welches  eine 
Kubikwarzel  hat.    Damit  ist  die  Rcdnction  des  Problems  gefunden. 
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Quae  aequatio  est  quadrati  a^rmate  affecti,  radicem  habentis 
sotidam.    Facta  itaque  reductio  est  quae  imperabatur. 

Oonsectarium:  Itaque  ei  A  cubuB  et  B  piano  3,  aeque- 
tar  Z  solido  2,  et  yB  piano -piano -plani -|- ifaolido-solido  —  Z 
aolido,  aequetnri)  cubo,  ergo  — — ^y? — --- — '-,  fit  A  de  qaa 
quaeritur. 

II.  E  quad.  —  A  id  E,  aequetur  B  piano,  ünde  S  planum 
ex  hujuamodi  aequationia  constitutione,  intellegitur  rectaagulum  sub 
duobus  lateribus,  quorum  majus  est  E,  escessus  vero  ejusdem  snpra 
-  B  plane 


lequabitur  A.  Qnare  per  ea 
quae  proponuntur,  onmibus  ex  art«  concinnatis.  E  cubi-quadra- 
tum  —  Z  solido  2  in  E  cubum  aequabitur  S  plani-cubo.  Quae 
aequatio  est  quadrati  n^^te  adfecti,  radicem  habentis  solidam.  Facta 
itaque  est  rursus  reductio  quae  imperabatur. 

Consectarium  secundum:  Itaque  si  A  cubus  -|-  B  piano  3 
in  A,  aequetur  Z  solido  2,  et 


YB  plano-plano-plani  -j-  Z  aol.  solido  +  Z  solido 
aequetur  6  cubo:  ergo  — ■^— >,- — -  — ,  aequabitur  j1. 

Consectarium  universale:  Denique  sunt  duo  latera,  unum 
idemque  minus  D,  alterum  idemque  majus  G,  quorum  differentia  est 
A  de  qua  quaeritiir. 


.  Folgerang;  Wenn  also 


Ea  Bei  ferner  e'  —  xi:  ^  b .    Daraus  folgt,  dass  =  x     ist,    i 

ferner 

«•—  2cr»=  &». 
Dieses  ist  die  Gleichung  eines  negativ  gemiechten  Quiidrates,  welches  i 
Kubikwurzel  hat,  womit  ebenfalls  die  tteduction  bewerkstelligt  ist. 
2.  Folgerung:  Wenn  demnach  x°  -{-  Sbx  ^  2c  ist  und 

ao  ist 
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Itaque 

Vc.  >/Fpl7pr~p!.  +  Z  sol.  Bol.  +  Z  Bolido 
~  Vc',yif^.-f\.  pl.  +  ^ftoTsoi.  —  Z  BoIido 
est  ^  quaesita. 

Prob I ein a  IL:  Cubuinadfectum8ublatereiiegate,adquadratum 
sab  radice  solida  negatum  de  piano,  reducere. 

Oportet  autem  in  aequatione  proposita  cubum  e  triente  coef- 
ficientis  adfeetionis,  cedere  aoÜdi  comparationia  sub  quadruple  qua- 
drato. 

Froponatur  A  cubus  —  H  piano  3  in  A,  aequari  Z  solido  2. 

Oportet  facere  quod  propositum  est.  A  \a.E  —  E  qiiad.  aeque- 
tur  S  piano. 

Unde  B  planum  ex  hujusmodi  aequationia  constitutione,  intel- 

ligitur  rectangulum  sub  duobus  lateribus,  quorum   majus  minusve 

,1,                                .       .               ■     •     i      1   •.      JBplanum+Equad. 
est  ±1,  summa  vero  miuons  ac  majons  A.    Igitur  —^ ^ , 

aequabitur  A.    Quare 
B  piano  piano  plapum  -|-.Eq.  inBpl.plapS  +  A'g.  quadiiiBpiaimni3  +  gculio-ciibo 

—  B  plano-plano  3  —  i?  piano  in  E  quad.  3 

aequabitur  Z  solido  2. 

Allgemein:  Es  gibt  zwei  Werthe,  einen  kleineren  z,  und  eiucn  grOseercn 
z,,  deren  Differenz  gleich  x  ist.    (Es  ist  nlLmlich 

B  =  2,3;  +  2,*  =-«,"- /,:e     und     ar  =- «,  —  ?,). 
Dcm);emilsa  ist 


X  -  yvi'  +  «.  +  „-  iyb'  +  0'  - 1. 

II.    Gegeben  sei  x*  —  %hx  =>  2c.    Man  setze  ZX  —  f'  ~>  h.    Daraus  folgt 

''  +  ^*       "       j       -.. 
._.' —  Kl  ^  und  weiter 

6'  +  36'z'  +  36^'  +  g'  _  3b'  +  36t*  ^ 
Wird  Alles  mit  .;'  multiplicirt  uud  Gleiches  vereinigt,  so  erldlt  man 

Dicsea  ist  die  Gleichung  eines  negativen  Quadrats,  welchcB  eine  Kubikwurzel 
bat,  womit  die  Beduction  bcwerkBtelligt  ist.  Es  gebt  ans  der  Beducirtcn 
hervor,  das«  c'  ^  6'  sein  mass. 

Die  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  ist  demgemäse 

« -  Y^TW^'  +  y^^yr^v . 
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Et  Omnibus  per  E  cubam  ductis  et  ex  arte  concmnatis.  Z 
solidum  2  in  £  cubnm  —  E  cubi-quadrato,  aequabitur  B  plaoi- 
cubo. 

Quae  aequatio  est  quadrati  inTerse  negata,  radicem  habentis 
solidam.    Facta  itaque  est  reductio  quae  imperabatur. 

Apparat  autetn  ex  aequationis  illius  ad  quam  reductio  facta 
est  proprietate,  Z  solidi  quadratum  praeatare  debere  B  plani-cabo: 
quo  pertioet  apposita  lex  Problemati. 

Consectarium:  Itaque  si^  cnbus  —  B  piano  3  in.il,  aequetur 
Z  solido  2. 


Vc .  Z  Bol.  +  yz  30l.  30l.  —  B  pl.pl.  pL 

+  Yü.  Zso\,  —  yz\ol~m\7—  B  pl.  plTpI 
Est  A  de  qua  quaeritur. 

§  129.    Methode  von  Hudde*). 
Hudde  geht  aus  von  der  reducirten  kubischen  Gleichung 
3?  =  qx-\-r. 
Derselbe  s^t**):  „Proponatur  aeqnatio  3?  sojai.f. 


*)  Joh.  Hnddenii   Epiat.  I.  de  reductione  aeqaationam;   Regula  XSL 
eiempl.  4.     Amaterdam  1658. 

*■)  üebersetiung;    Gegeben   «ei  die  Gleichung  x*  am  qx -\- r.    Ba  «ei 
X  ^  y  ■\-  e  und  ca  wird  sein  x'  -}"  y'  +  3«^'  +  Sz'y  -^  z'  ^  qx  -\-  T . 

Aus  dieser  Gleichung  mOgen  nan  iwei  andere  gebildet  werden  dadurch, 
da*s  man  aubstituirt 

Ziy*  -|-  3^'y  ^  qx     und     y'  -|-  a'  .=  r , 
Dividirt  maD  die  erste  darch  y  ■\-  ^ ,  so  erbalt  man 

Zzy^q,   y'  —  r-  r". 
Ferner  ergibt  sich 


UierauB  erhält  naD  weiter 
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In  qua  x  deeignet  quautilatem,  cujus  valor  quaeritnr;  q&r  autem 
qaantitates  cum  suis  signis,  quales  illae  in  aequatione  reperiuutur. 

Bsto  etiam  x  oo  y  -\-  z.    Eritgue 

a:*  3o  y*  +  ^zyy  +  ^zzy  ■{-  ^  x>  qx -\- r . 
Ex  hac  autem  aequatioue  fiant  jam  duae  aliae,  poneudo 
^Byy  +  ^zzy  ao  qx,  et  y*  +  a"  xi  r 

div,  per  y  •{-  s        fit  3«^  ao  g  vel  y*  ao  *;  —  5^ 

i 
yac-p- 


y*30- 


«•»ir»l/i. 


el    »*  50  i  r  ij  ]/i  rr  -  i  (f ,  qaia  i('  »r  — »». 


Tel  y  3o  r= -^^^=  ,    quia  y  30  - 


el     I=c]/c.lr8|/irr-is', 
quia    3;  30  ^  +  y 


Da  nun  in  dem  ersten  Theile  der  Wurzel  x  da.»  doppelte  Vorzeichen  ±  und 
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vel    a;^l/c.ir!(|/irr-±j», 


Vo-\'^Vi- 


Quonjam  vero  in  prima  parte  prioris  valorie  ipsiua  x  reperitur 
Signum  jf,  et  in  secunda  signum  ü,  atque  quantitates  per  ea  cou- 
junctae  onmino  eaedem  existunt;  et  quonjam  ad  obtinendun^  ralorem 
ipsius  X,  duae  illae  partes  simul  addi  debent;  poterunt  ipsa  deter- 
minari,  ponendo  pro  uno  + ,  et  pro  altere  — ,  ita  ut  habeatur 


§  130.    Hodiflcatlon  der  Metliode  von  Tart&glia  und  Cardano 
uacli  L&oroix*). 
Es  sei  die  allgemeine  kubische  Gleichung 
sc'^  -j-  ax^  -\-  bx  ■{-  c  =  0 
durch  Wegschafiung  des  zweiten  Gliedes  auf  die  Form 

a;*  +  j)«  +  2  -=  0 
gebracht  Nach  Vieta"*},  geschieht  dieses  indem  man  x  ■{-  ■-  a  ^  u 
setzt.    Man  erhält  alsdann  die  Reducirte 


im  zweiten  -|-  tteht,  nnd  die  Wertbe  ganz  dieselben  aind  und  zar  Summe  vur- 
bnndeD,  bo  kano  man  die  oberen  Vorzeichen  wählen,  ao  dasg  man  hat 

Bemerkang.    Vergleicht  man  die  Äbleitnug  der  Formet  von  Hudde  mit 

der  von  Cardano,  bo  tat  sie  nnr  als  eine  Modification  derBelben  anzusehen. 

*)  Compl.  des  älömens  d'algöbre.    §  68.    Paria  1799. 

**)  Vieta,  De  emendatione  aequationum.  Tract.  II,  Bub  capitei  Do  reduc- 

tione  cnborom  adrectonim  tam  sab  qnadrato  quam  latere,    ad  cnbos  ad- 

fectos  aimpliciier  sub  lat^re. 

I.  Si  Ä  cubna  -\-  B  Z  ia  A  quad.  -|-  D  piano  in  Ä,  aequetar  Z  bo- 
lido,  A  -i-  B  eato  E.  E  cubuB  -)*  J^  piano  —  B  qnad.  in  E  aeqoabitnr  Z 
Bolido  -|-  D  piano  in  fi  —  B  cubo  S. 
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"'  —  i  (a*  —  36)  i4  +  ^  (2a»  —  Oab  +  27c)  =  0 . 

In  einer   etwas   andern  Form   kann   man  dies  so  bewerkstelligen. 
Man  bilde   die   Variirte  und  setze    den  Coei^cicntcD   des   zweiten 
Gliedes  gleich  Null,  abo 
„3  +  (33  +  a)«»+{32»  +  2az  +  b)u  +  (ä*  +  ae''  -\-bz  +  c)=0  ^ 

32  +  0  =  0. 
Daraus  folgt 

und  die  Reducirte  nimmt  die  obige  Form  an. 

Um    nun   die  Gleichiiffg  3^  -\-  px  -\-  q  =  0   aufzulösen,    setze 
man  x  =  y  -\-  e  und  bilde  eine  der  ResolTenten  Y=0  oder  Z  ='0. 
Diese  sind  vom  sechsten  Grade,  lassen  sich  aber  auf  eine  quadra- 
tische Gleichung  bringen. 
Es  ist  nämlich 

x'^y'  +  3yis(t,-\-z)  +  z' 
px=p(^'^z) 


folglich  0  =  1/^  +  £"  +  2  +  (Syz  +  i^)  (y  +  z). 

Unter  den  verschiedenen  Arten,  auf  welche  man  diese  Bestimmungs- 
gleichung von  y  und  z  in  zwei  andere  zerlegen  kann,  sieht  man 
leicht,  dasB  die  folgende 

<('  +  «'  +  S-0 
die  einzige  ist,  welche  die  Lösung  des  Problems  vereinfacht.     Da 
nun  1/  -\-  3  ^  X  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt 
aus  der  ersten 

3fjz-j-p^0, 
und  man  erhält 

y*  +  ^  =  — !/;    yV ^/. 

Demnach  sind  y'  und  ^  die  Wurzeln  (,  und  ^  der  quadratischen 
Gleichung 

und 
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Bezeichnen  wir  die  Wertbe  von  y  mit 

diejenige  von  s  mit 

so  baben  wir  diese  Werthe  so  zu  combiniren,  daas 

werde.    Demgemäss  ist 

";.  —  Ji  V^  +  J.  f5  —  •'i»  +  J.»! 

I,  —  J,  y^  +  J,  y'^  —  J,n  +  J,D, 
wo 

J",--|  +  |>'"ä,    j-,_-|-i->/:r3 

ZU  setzen  ist. 

Setzen  wir  diese  Zablenwerthe  ein,  so  ergibt  sich  daraus 

*,  =  /,«  +  J,r  =  -  I  («  +  f)  +  I  («  -  .;)  1/=^, 

§  131.    Eine  zweite  ModlAcation  derselben  Methode. 
Gegeben  sei  die  unToUständige  Gleichung 
i*  +  px  +  2  =  0 . 
Man  substituire 

X—  -juv(u  +  »)  =  0. 

Durch  Potenzirung  ergibt  sich  daraas 

ar"  —  -g  «*  v^x  —  ^  M'«»(t(*  +  «»)  =  0 . 
Die  Identität  beider  Gleichungen  erfordert 

uV=-3j),,    «'  +  «'  — 92  :p. 
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Durch  Combination  dieser  beiden  BeetitninungsgleichuDgea  erhält 
man  auch  Doch 


woraus  sich  die  Cardaui'sche  Formel  ableiten  lässt,  also 


§  133.  Von  den  drei  Woneln  einer  kubischen  Gleichans- 
Dasa  eine  kubische  Gleichung  drei  Wurzeln  habe  und  wie  diese 
zu  finden  seien,  haben  Guler  (1738)  und  Maclaurin  gezeigt.  Ferner 
wurde  schon  &Qh  erkannt,  dass  anter  gewissen  Bedingungen  in  der 
Cardani'schen  Formel  die  Wurzel  unter  im^närer  Form  erscheine 
(casus  irredwAihÜis).  Diesen  Fall  lehrt  Schooten*)  durch  die  tri- 
seciioanffuli,  also  auf  trigonometriachem  Wege  zu  lösen;  Leibnitz**) 
1698  dagegen  durch  Entwickelung  in  unendliche  Reihen.  Dass  in 
diesem  Falle  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  reell  sind, 
bewiesen  Clairaut***)  1746  und  Kaestnerf)  1745.  Es  soll 
nun  zunächst  gezeigt  werden,  wie  man  bei  den  kubischen  Gleichui^n 
mittels  der  Cardani'schen  Wiirzel  die  beiden  andern  findet,  und  es 
sollen  die  beiden  Fälle  discutirt  werden,  wenn  di«  Gleichung  mit 
reellen  Coeffieienten 

a)  eine  reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln, 

b)  drei  reelle  Wurzeln  besitzttt). 
Die  gegebene  Gleichung  sei 

a^  -{-  px  -\-  q  =  0. 
Man  setze  x  ^  y  -\-  z,  so  erhält  man 


*}  Fr.  V.  Schooten,  App.  de  cnbicamm  acquationum  eolutione,  p.  316. 
«•)  Leibnitn  in  EpiBt.  iid  Walüainm.    Wallisü  Opera  T.  III.    Epist.  27. 
••')  Cl&iraut,  EWm.  d'Algfebre.    P.  V.    g  VU.    Paris  1746. 
f)  Kästner,  Formulam  Cardani  aeqnatiounm  cubicarum  radices  omnea 
tenete  ostendit.    Ptop.  II.    Indei  prael,    Gottingae  1767. 
+t)  Man  vergl.  Kaatner,  1.  c.    Prop.  II. 
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Da  y\.  drei  verschiedene  Werthe  hat,  Dämlich 

80  ei^eben  eich  aus  der  Besolvente 

folgende  sechs  Wurzelwerthe : 

yi  =  «>    y*  =  «A«,    y»  =  Jir«, 

:?,  =  ti ,      «a  =  J,  f) ,      ^3=  /jf  - 
Da  aber  die  Bedingung  yz=  —  ^p  erfQllt  werden  muss,  so  siud 
nur  drei  CombiDationen  von  y  und  s  zur  Summe  y  -\-  z  ^=  x  zu- 
lässig, nämlich 

Di^egen  sind  die  übrigen  Systeme 

y  "     U     I      M     I  J,«  I  J,M  [  Jt»  1  Jj«  1 

weil  sie  complexe  Producte  geben,  von  der  Untersuchung  aiiszu- 
schliessen. 

Zu  den  beiden  andern  Wurzel  wer  then,  also 

X,  -  j. »-+  j,„  _  -  i  („  +  „)  +  i  („  _  ,)  v:r3 

3i  =  J, »  +  J,  «  -  -  i  {«  +  l)  -  i  («  -  «)  )/=l 

gelangen  wir  auch  auf  folgende  Art: 

Ist  a^i  ^  K  +  w  die  reelle  Cardani'sche  Wurzel,  welche  jede 
Gleichung  von  ungeradem  Grade  haben  muss,  so  ist  nach  §  130 

a^  —  Zuvx  —  («*  +  v')  =  0. 
Um  zu  der  quadratischen  Gleichung  zu  gelangen,  welche  die  beiden 
andern  Wurzeln  liefert,  dividire  man  die  kubische  Gleichung  durch 
den   binomischen  Factor   x  —  (m  +  f)  ^  0,    wodurch   man  erhält 

!f  +  (u  +  v)x  +  (u'-«V  +  v')~0. 
Hieraus  folgt  ohne  Weiteres 

Xi  und  a:,  =  _  i  (m  +  «)  +  i  («  —  v)  V— 3 . 

Sind  demnach  ti  und  v  reelle  Grössen,  so  ist  die  Carda- 
ni'sche Wurzel  reell,  die  beiden  übrigen  aber  sind  complex. 
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Anders  verhält  ea  sich,  wenn  u  und  v  complexe  Grössen  sind, 
was  offenbar  der  Fall  ist,  wenn  der  Term  unter  der  Quadratwurzel 
negativ,  also 

il'  +  i,p'<0 
ist,  wenn  ea  sich  also  um  Auflösung  von  kubischen  Gleichungen  der 
Form  a^  —  px  +  q  =  0  handelt  Es  erscheinen  dann  alle  drei 
Wurzeln  mit  im^inären  Elementen  und  sie  sind  auf  eine  rein  al- 
gebraische Form  nur  dann  zu  reduciren,  wenn  der  Radicand  der  Kubik- 
wurzel ein  Tollständiger  Kubus  ist  (Bombelli).  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so'  ist  dies  nur  möglich  durch  Entwicklung  in  unendliche 
Reihen  (casus  irreductßnlis),  wie  zuerst  Leibnitz  169S,  Coleon  1736, 
Nicdle  1738  und  Clairaut  174C  gezeigt  haben.  Ein  Beispiel  der 
ersten  Art  ist 

aJ'-63a:—  162  =  0; 
die  Cardani'sche  Wurzel  ist 

x^  =  Vsi  +  30  Y^  +  V81-30V^=^ 

—  (-  3  +  2  V^^)  +  (—  3  —  2  Y^^)  =  —  ö. 

Theorem:  Sind  it  und  v  complexe  Grössen,  so  sind  alle 
drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  reell. 

Dies  Theorem,  welches  von  Clairaut,  Kästner  und  Maria 
G.aetana  Agnesi*)  bewiesen  ist,  lüast  sich  auf  folgende  Art  zeigen: 

Zunächst  ist  eine  der  drei  Wurzeln  immer  reell,  weil  die  auf- 
zalösende  Gleichung  vom  ungeraden  Grade  ist.  Eine  solche  ist  die 
Cardani'sche  Wurzelform.  Man  kann  dieselbe  kürzer  schreiben  in 
der  Form 

In  Berücksichtigung  des  bekannten  Satzes  nun,  dass  die  Summe 
zweier  gleicher  Functionen  von  zweien  oder  beliebig  vielen  Paaren 
co^jugirt  complexer  Grössen  immer  reell,  die  Differenz  di^egen 
im^när  ist,  wird  diese  Wurzel  einen  reellen  Werth  haben,  nämlich 

ar,  —  Va^h  y^l  +  > 


■)  iDBtitnzioDi  analiticbe  ad  neu  della  gioTeniü  Italiana.   I.  g  187.  Hilan 
1748. 
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Die  beiden  andern  Wurzeln  sind  dann 

a;^  =  j;  /o  +  6  y^^  +  Jj  Va  -  &  Y^  =-  —  o  -  ßVS, 

Xi  —  J^  f  a  +  6  y^l  +  J,  Va-h  y^t  =  —  a  +  j3  V^ . 

Es  sind  demnach  fttr  den  angenommenen  Fall  alle  drei  Wurzeln, 
obschon  von  im^inärer  Form,  doch  von  reellen  Werthe. 
Kästner  beweist  dies  Theorem  so:  Es  ist  evident,  dasa 

/o  4-  &  y^x =a  +  ß  y^^ 

sein  mnes,  weil  der  Kubas  einer  reellen  Grösse  nicht  complex  sein 
kann;  es  ist  nämlich 

o  +  6  y^^  =  (a*  ~  Sßa*)  +  (3«/S»  —  yj»)  V^^ .  ' 
T&B  sei  nun 


Ya  —  b y—  1  -=  y  —  Ä  V^^, 
dann  ist 

nothwendig  eine  reelle  Grosse  und  demgemnss 

ßy  —  oÄ  =  0,     oder     S  ==  ßy.a. 
Bildet  man  die  dritte  Potenz  beider  Seiten,  so  wird 

a  —  b  y^^  =  (/  —  3yd*)  +  3(yd»  -  5»)  /^^ , 
folglich 

a  =  f-  Zrä'  =  f^-'  -  Sfi-)  :  «•  =  ..("•  -  Sß"), 
und 

y^a,     S  =  ß. 
Hieraus  folgt  also 

Va  ~~b  y~i  =a  —  ß  y^^, 

und 

x,^a-{-ßy^^-\-a  —  ßy^^='2a  (reell). 
Das  zweite  Theorem  lässt  sieb  aber  noch  auf  einem  andern  Wege 
demoustriren.    Die  eine  reelle  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  sei 
a;  sie  genQgt  der  gegebenen  Gleichung  a^  -}- px  -\'  q  ^  0  und  es 
ist  also  auch 

-  a^  -{-  pa  -\-  q  =  0. 
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Die  Differenz  dieser  und  der  gegebenen  Gleichung  mnss  ebenfalls 
verscbwinden,  alao 

sein.    Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  den  binomischen  Factor 
X  —  u,  worin  x  Ton  a  verschieden  ist,  bo  resultirt 

x'  +  ax+ia'  +p)  =  0, 
welche  quadratische  Gleichung  die  beiden  andern  tod  a  verschie 
denen  Wurzelwerthe 


jc,  und  a^  =■  —  -i-  ß  +  ]/■-  ~  a*  -  p 
Uefert"). 

Diese  Wurzeln  sind  offenbar  complex,  so  knge  p>  —  -  «• 
oder  a*  >  —  -^p  ist,  wobei  p  sowol  positiv  als  negativ  sein  kann. 

Die  Bedingung 

kann  auch  ersetzt  werden  durch  die  andere 

Ist  nämlich  p  positiv,   so  ist  jedenfalls  diese  Ungleichung  richtig; 
ist  0  >  j)  >  —  -T-  «*,  also  etwa 

p  =  —  {  —  ■-  «*  J ,    n  >  »» ,    und  m  wie  n  positiv, 

so  ist 

.  in 

« 3^P' 

und  wegen 


(.-i5y>; 

auch  noch  immer 

(«'+rf>ip' 

Es  ist  aber  auch 

»'+!,«  +  ?- 

*)  Eine  luideTe  Form  gibt  Young;  The  analjais  aod  sohiUon  of  cnbio 
and  biquadrntic  equations.  I^ndon  1843.  Uaa  vergl.  Lobatto,  Journ.  math. 
IX.  p.  177.    1844. 
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oder 

und  wegen  der  vorhergehenden  beiden  Ungleichmigen 
oder  endlich 

Die  beiden  Wurzeln  x^  und  x^  sind  ferner  reell,  wenn 

p-^  —  /  a      oder     «*  <  —  -  j» 

ist.    Es  muss  also  in  diesem  Falle  j>  wesentlich  negativ  sein  wie 
die  rechte  Seite. 

Man  kann  nun  leicht  zeigen,  dass  unter  dieser  Voraussetzung 

sein  muBS. 

Sei  nämlich  der  Bedingung  zufolge 

a*  =  —  3  ~  1'»     m  <  n,     m  und  «  positiv , 
so  ist 

.>'  +  W--ii.'[j(3-*^')']. 
Nun  ist  aber 

^  ('s  -  4  JV  <  1 , 

folglich  die  beiden  Wurzeln  x^  nnd  ic,  ebenfalls  reell,  wenn 
oder 

U  +  hi'^o 

ist,  d.  h.   also  wenn  die  Cardani'sche  Formel  in   complexer  Form 
erscheint. 

Ist  im  speziellen  Falle  "t  5*  "f"  07  i**  ^  ^  j  ^^  '^* 
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Xf  und  Xs'=y—~p- 

Der  Ausdruck  t  ff*  +  Ö7  !>'  ist  Bun  ein  aliquoter  Theil  der 
Discriminaute  der  kubischen  Gleichung.  Die  Discriminante  der 
TollBtöndigen  Gleichung 

x^  +  ax"  +  6a:  +  c  =  0 
ist  na^h  dem  Früheren 

jDj  =  —  (a;,  —  x^Yi^i  — '■  x^yi^s  —  x,y 

=  i(a6  -  9c)»  -  J(a'  -  36)(i*  -  3«c)  . 

In  der  angenommenen  Gleichung  ist  nun  a  =0,  b  "^p  und 
c  =*q ,  also 

A  -  ip'  +  27g'  -  108  (i  s'  +  ij,»)  ■ 

Die  beiden  oben  ausgesprochenen  Theoreme  fiber  die  Realität 
der  Wurzeln  lassen  sich  demnach  aach  aaf  folgende  Art  aus- 
drücken: 

1.  Wenn  die  Discriminante  der  kubischen  Gleichung  po- 
sitiv ist,  so  hat  die  Gleichung  eine  reelle  und  zwei 
complexe  Wurzeln; 

2.  wenn  die  DiBcriminante  negativ  ist,  so  hat  die  Gleichung 
drei  reelle  Wurzeln; 

3.  wenn  die  Discriminante  gleich  Null  ist,  so  sind  die 
drei  Wurzeln  reell,  jedoch  zwei  derselben  einander 
gleich. 

Ist  nämlich  die  Discriminante 

A  ■"  —  {*i  —  '^if  (^  —  ^)*(a^  —  *i)*  =  0  > 

80  ist  einer  der  Factoren  gleich  Null,  d.  h.  es  sind  zwei  Wurzeln 
einander  gleich. 

Die  Auffindung  der  reellen  Wurzelwerthe  im  casus  iricductibilis 
geschieht  entweder  mittels  Reduction  der  Aufgabe  auf  die  der 
Dreitheüung  eines  Winkels  oder  durch  Anwendung  des  binomischen 
Lehrsatzes,  oder  durch  verschiedene  Nähemngsmethoden,  wenn  die 
fileicbung  numerisch  ist.  Wenn  die  beiden  Binome  unter  den 
Eabikwurzeln  vollständige  Kuben  sind,  so  lassen  sich  die  Wurzeln 

MkUhlHHD,  arnndiaBe  d.  nt.  n,  mod.  AlgsU».  25 
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entweder  durch  Probiren  oder  durch  Äuflusung  der  Factorenzer- 
legang  des  Abaolutgliedes  finden.     So  z.  B.  hat  die  Gleichung 

x^  —  5x-\-4  =  0 
die  rationale  Wurzel  1  und  deshalb  sind  die  Radicanden  in  der 
Cardaui'achen  Wurzelform 


ToUständige  Kuben  und  zwar  von 

■  und  -r  - 


!/-?■ 


Ist  Überhaupt  die  gegebene  Gleichung 
Tind  Xi  die  rationale  Wurzel,  so  ist  - 


Man  kann  in  ähnlichen  Fällen  leicht  die  Kubikwurzeln  aas 
aurdischen  oder  complexen  Binomen  ziehen.  Dies  Verfahren  wird 
meist  Bombelli  zugeschrieben,  findet  sich  aber  schon  bei  Car- 
dano  im  25,  Kap.  des  Buches:  De  regula  Aliza.  Will  man  die 
Kubikwurzeln  der  Binome  in  Reihen  verwandeln,  so  kann  dies 
auch  mittels  des  Binomialtheorems  geschehen.  Eine  andere  Me- 
thode die  Wurzel  mittels  Integralcalcüls  in  unendliche  Reihen  zu 
verwandeln,  ist  von  Colson*)  angegeben  worden.  Nach  dem  Bi- 
nomialtheorem'*)  ist  för  o>  & 

(„+jyz:D*+(„-jV^i„2.*(.+l.:i:-J;'il';.+...), 

für  o  <  6: 

o^^/la        l.a.Ba'    ■     1.2.6.8.n(.'  N 

1^3  6         S  .  6  .  9  ft'  ~  3  .  6  .  9  .  12  .  IB  (t*  J  ' 

Die  Methode  der  Binomialreiben  ist  indess  für  numerische 

*)  Isaac  Newton's  Method  of  Pliuiona;  iriüi  a  perpetoal  comment. 
bj  John  Cobon,  p.  808. 

**)  Uan  vergl.  Heia'  Sammliing  von  Aufgaben  §  92.  Nr.  24;  und  Hat- 
thieseen,  Schlüssel  za  Heis'  AnfgabeoBammlnng  §  92.  Nr.  24;  g  9&  b 
■Nr.  26  n.  29i  §  101.  Nr.  9;  §  105.  Nr.  26.    Köhi  1878. 
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Beredinnngen  unpraktisch,  wenn  a  nicht  mindeateus  gleich  36  oder 
b  gleich  3a  ist 

§  133.  Methode  der  Integration  von  Landen*). 

Joh.  Landen  hat  gezeigt,  wie  man  durch   Anwendung  der 

Differenzial-  und  Integralrechnung  die  algebraische  Wurzelform  einer 

kubischen  Gleichung  herstellt.    Die  Methode  ist  elegant  und  „in- 

geniöa",  wie  Kästner  sich  ausdrückt.    Gegeben  sei  die  Gleichung 

a^  — px  -\-  q^O. 
Es  lässt  sich  zeigen,  dass 

x_v'rl/-|ä+v'|ä'-jV'' 

Man  bilde  die  Differenzialgleichungen 

||__(3:H-j,), 

& "'. 

8«"  "• 

Die  letzte  Gleichung  multiplicire  man  mit  S'q,  also 

'lt-,t ßs!„ 


und  integrire.    Man  erhält 


-IP'  +  C. 


Die  Constante  C  wird  gefunden  durch  die  Erwägung,  dass 

für  X  ^0,  w--  =  p  und   ^  ^  =±=  0  werden. 

Demgemäss  ist  die  Constante  gleich  —  Gp  und  das  rollstän- 
dige  Integral 


-  12 


ii-(°:sf-^^-- 


*)  Joh.  Landen,  Mathematical  lucubmtione.    London  1755. 
Kaeatner,  Indes  praelectionum  1757.    Prop.  IV.  pg.  12. 
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Eieraus  folgt  nun 

21/3  = 


T/7 


Man  multiplicire  beiderseits  mit   dq  and  int^rire   abennals, 
wodurch  man  erhält 

8  1/3 .  g  _  + 1^^  .  (2j,  +  ?|)  +  C, , 
Die  Constante  Ci  wird  gefunden  durch  die  £rw^uiig,  dass 
für  a;  — i  0,  ff  ^  0  und  0-^  =  p  wird.    Die  Constante  C,  ist  also 
gleich  Null.    £rhebt  man  die  Gleichung  beiderseits  zum  Quadrat^ 
so  resultirt 

Aus  der  ersten  der  drei  Differenzialgleichungen  folgt  aber 

ll (3.' -,.),■ 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  eckige  Klammer  einsetzt: 

Es  ist  folglich 


]/a^'  —  3  P  3  j/g'-  g*  p* 

Die  Integration  dieser  Gleichung  ei^bt 

»  +  l/jj_|j,_^ry-45  +  4yg>-  *  r>-  'yi.i, 

Transponirt  man  nun  wie  folgt: 

j_Vr.„--|/«._Aj, 

und  erhebt  beiderseits  zum  Quadrat,  so  erhält  man 
Wegen  der  Relation 

iJijcBcaByGoOi^lc 
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folglich  • 

2'~3*^  U 

Setzt  man  an  die  Stelle  von  k  wieder  seinen  ursprünglichen 
Werth,  80  erhält  man  die  allgemeine  Wurzelform 

x= ^i[^-|,+ |]/,'=p+i/if-i.-ii/?^. 

Die  vorhergehende  Methode  fahrte  Colaon  zur  Reduction  der 
algebraischen  Auflösung  auf  das  Prohlem  von  der  trisectio  anguli.  - 
Betrachten  wir  die  Differenzialgleichung 


80  lä8st  dieselbe  sich  auch  Bebreiben 

_    Si 8g 

VI"-'"  "Vi,"'-"' 

Dies  sind  oftienbar  dio  Differenziale  der  Bögen  zweier  Winkel. 

nümlich  von 

.     jiVJ        1            .    —q.aVä 
arc  siD  — -=  =  -^  arc  sin ;^—  • 

Man  setze  nun 

-ig.  sVs 

2pVp 

und   den   kleinsten  Winkel,   welcher   dann   sin   (=  a)   entspricht, 

gleich  Sf),  so  ist 

.    zVs 
arc  sm  -^■^■^tp 

und  •_ 

4>ie  Auflosving  der  Gleichangen  mittels  goniometrischer  Func- 
tionen wird  ausführlicher  im  sechsten  AbBchnitt  vorgetr^en. 
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§  134.   Eine  Methode  der  Beliandlung  des  Irreductiblen  Falls*). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  GleichuDg 

ar'  -\-  px^-i-q  =  0. 
Man  gehe  Ton  der  Bemerkung  ans,  dass  eine  jede  reelle  Grösse 
dargestellt  werden   kann  entweder  in  der  reellen  Form  f(x)  oder 
auch  in  der  complesen  Form 

I  /■(«  +  s  ]r^  + 1  /-{i  -  j,  yz^), 

wo  X  und  y  reelle  Werthe  haben,  y  auch  gleich  Null  eein  kann. 
Man  multiplicire  die  gegebene  Gleichung  mit  8  und  aubstituire 
die  identische  Gleichung 

2,:~(^  +  ,y-i)  +  --^£^. 

x+yV—i 
Dies  gibt 

0  =  (xi-y  y:^'  +  3  (.c«  +  y*)  {x  +  y  ^=1)  +  3  -^?^ 

Unter  der  Annahme 

3(»'  +  !/')  +  4y-0 
erhält  man  eine  Resolvent«  vom  sechsten  Grade,  welche  sich  auf 
eine  quadratische  reduciren  lässt,  nämlich 

Man  findet  hieraus 

Wenn  also  die  Discriminante  273^  +  iji'  negativ  ist,  so  ist 
y  reell,  während  a;  den  reellen  Theil  der  Function  k  bezeichnet;  m 
hat  also  einen  complexen  Werth.    Es  ist  nun  weiter 

.  i/^TT J'*  +  y'  '~  Y  ^ 

.  =  'ih'V^~  q-  '\/\  1' + j'^  i>'  =  2  y\\v. 

*)  HatthieBsen,  Die  al^braiBcben  Hetboden  etc.    D.  27.   Leipüg^lSefi. 

SchlÖBBel  zu  Heia"  Sanimlung,    II.  Bd.  S.  321. 

Man  vergleiche  auch  III.  Abacbn.,  111.   Die  irreductiblen  Gleicbnngen.  §  67. 
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§  134.    BehandluDg  des  irreductiblen  Falles.  ^01 

Um  X,  d.  i.  den  Wurzelwertb  der   Torgelegten  Gleiclimig,  zu 
erhalten,  kann  man  entweder  die  halbe  Summe  von  x-\-  y  y—  i 
und  a:  —  y  Y—  1  nehmen  oder  auch  mittels  des  Theorems 
Real  f{x  +  „\C^)-^f{x  +  yV^^)  +  ~f{x  -»V^Tl) 

aus   der   complexen   Function  «   den   reellen   Werth   ausscheiden, 
welcher  gleich  a:  sein  wird.    Es  ist  demnach  > 

«,  =  V-i  1  +  l/|s'+ii>=+l/-|3-l/i?'+Äy; 

oder  wenn  man  der  KUrze  wegen 

setzt, 

a:^  =  V"«  +  by^  +  y^a  -  b  /=^ 
.     =  T  ^1  +  Y ^'  1^~^  +  T *>  ~  "F  ^>  '^~~^  • 
Da  vT  die  drei-  verschiedenen  Werthe 

1,  J, l  +  lV^^,  ■r, —  T-~V^^ 

besitist,  so  ist 

1,-2  ifeai  [(-  1  +  l  )/=^)  y'a  +  h  y--i\ 
—  J,  Vo+si/^T + J,  V^iy- 1  —  .^ »,  -  -i- !/,  ys  i 

X.  _  2  Real  [(- 1  -  1 1/-  ä)  \''a+tr-~i\ 

-.J,^'a  +  by-\+J,Va^y-l--\x,+^<l,V3. 
Die  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichungen  sind  demnach 
^,-\-o^+x,=x,-  ^x,  _  iy,  vCTä  _  \x,  +  \y,  ]/^3=0, 

j,  a:^  +  .c,  a^j  +  Xj  % -j-  (j;,*  +  j/i*)  =  ji , 

a;, x^x^^  —  ar,  fa:t*  —  3j/,*)  =  —  q. 
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§  135.   Methode  von  Hulbe*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

a^  -\- px  -\-  q=*0.' 
Man  nehme  an  die  neuen  Unbekannten  s  und  u  dergestalt,  daas 
z'  —  ze-i'U  =  0 
iat  und  bilde  hiervon  die  Gleichung  der  Wurzelkuben  (cf.  §  25). 
Dieselbe  ist 

««  -  (^  —  3«a;)2'  +  w>  =.  0. 
Nimmt  man  nun  an  es  sei  m  =  —  Y  ^'  ^°  ^"^ 
a^  —  Sttx  ^  «*  -\~px  =■  —  g 
und 

Weil  ferner  x  der  Coe^cient  des  zweiten  Gliedes  der  sub- 
stituirten  Function  ist,  so  ist 

X  =  Hl  ■\-  Zf 
woraus  sich  also  die  Cardani'sche  Formel  ergibt. 

Die   Art,   wie   Hulbe  zu   dieser   hübschen   Methode    geführt 
wurde,  mag  in  folgender  Schlussfolgerung  beruhen.  Die  Substituirte 
des  Vieta  ist  ganz  dieselbe  und  fahrt  ebenfalls  zu  jener  bikubi- 
schen Besolvente.    Diese  ist  aber,  wie  man  leicht  sieht,  die  Glei- 
chung der  Wurzelkuben  einer  quadratischen  Gleichung 
z^  —  mz  +  rt  =  0 . 
Bildet  man  die  Gleichung  der  Wurzelknben,  so  resultirt 
^  —  {m?  —  3mii)Ji^  +  w^  =  0, 
also 

m'—3mn=  —  q,    n*  =  — ^y,     n^  —  ~p. 
Daraus  folgt  ohne  Weiteres 

m*  +  pm  +  2  "^  0 
und  m  ^  X. 

*)  Dieser  Leider  in  VergCBaenheit,  gerathene  Algebrut  hat  eine  Heuge 
scharfsinniger  Anflüanngen  der  kubischen  und  bi quadratischen  Gleichungen 
erfunden.  Halbe,  Secretär  der  König].  Lotterie  in  Berlin,  Bchrieb;  Analy- 
tische Entdeckungen  in  der  Verwandlungs-  und  AuflOaungskunat  der  bObercn 
Qleichimgen.  Berlin  und  Stralsund  1794.  Die  vorstehende  Methode  ist  S.  134 
beBchrieben. 
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§  136.   Hetbode  tob  Tsolilriiltaaseii*). 

Eine  Methode,  welche  die  Möglichkeit  ihrer  Anwendang  zur 
directen  Auflösung  der  Gleichungen  aller  Grade  zu  versprechen 
schien,  verdanken  wir  Tschirnhauaen.  Ihr  Princip  ist  bereits 
im  allgemeinen  Theile  auseinandergesetzt  worden.  Basselbe  stützt 
sich  auf  die  Vorauasetznng,  dasa,  so  wie  nach  Vieta's  Verfahren 
da^  zweite  Glied  einer  Gleichung  durch  die  Substitution  ersten 
Grades 

a:  +  a  +  y  =  0 
zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann,  sieb  auch  m  Glieder 
werden  fortschaffen  lassen  durch  eine  Substitution  m'™  Grades  z.  B.  ' 

oT'  -\-px "»^'  +  q3^~'  + \-sv-{-t-i-y  =  0, 

wo  p,  q  u.  8.  w.  neue  Bestimmimgsgriissen  bezeichnen. 

Die  subsütnirte  lihmction  ist  in  Bezog  auf  x  von  niedrigerem 
Grade  als  die  gegebene  Gleichung.  Durch  Elimination  von  x  ans 
beiden  Gleichungen  erhält  mau  eine  Gleichung  in  y,  welche  von 
demselben  Grade  ist,  als  die  gegebene.  In  der  Resultante  Y  ^  0 
kann  man  dann  beliebig  viele  Glieder  gleich  Null  setzen,  so  dass 
sie  dadurch  direct  lösbar  wird.  Tschirnhausen  hat  seine  Methode 
nur  auf  die  unvollständige  kubische  Gleichung  angewendet;  La- 
grange und  Bring  haben  dieselbe  auch  zur  Auflösung  der  bi- 
quadratischen Gleichungen  benutzt,  sowie  auch  damit  die  der  Glei- 
chungen vom  fünften  Grade  versucht 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei  wiederum 
a^  -\-  px  •\-  q  —  0 
und  die  substituirie  Function  die  quadratische 
3?  ■\-  vx  -{-  u>  =  y , 

Mittels  dieser  Substitution  läset  sich  nun  die  gegebene  Glei- 
chung auf  eine  binomische  von  der  Form 

reduciren.     Setzt  man  einstweilen  u  an  die  Stelle  von  w  —  y,  so 
erhält  man  durch   die  Elimination  von  x  mittels  Anwendung  der 

*)  TachirnhaDBen,  Qnf  von  (1661—1708),  Herr  von  EieBlingtnralde  und 
Stoltsenberg  in  der  Oberlaaaiti.  Aaewärt.  Mitgl.  der  Paruer  Aead,  seit  1688. 
Schdeb:  Methoduaanferendi  omneatenniQoa  intermediosexdataaeqnatioae  per 
D.  T.  Act.  Eradit.  II.  204.  Lipeiae  1683.  Die  Theorie  dieser  Methode  iat  ent- 
wickelt in  550,  und  die  anf  die  Methode  bezfiglicbe  Litt«iatur  in  g  ST  zu  finden. 
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Methode  des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  zweier  Polynome 
die  Relation 

»(p  +  .'  -  «)■  -  (j  +  '»)  Iv  (p  +  «■-»)-  (5  +»»)]  =0, 
und  der  letzte  Divisor  ist 

O  +  r*  —  u)x  4-  ((/  +  vu). 
Ordnet  mau  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  u,  so  wird 
w*  -  2pu^  +  0»  +  pv'  +  Hv)u  +  q(q~pv~v')  =  0, 
und  wenn  man  an  die  Stelle  von  u  wiederum  ir  —  y  setzt, 
1/  -  (3w  -  2p)f/  +  (3«-*  -  4pw  +  ;)^  +  p«'  +  Sqv)y 

~  K  -  2p,v'  +  0>*  +  i»^*  +  3'/f}w  +  ?(3  -  pr  -  r*)]  -  0 . 
Setzt  man  die  beiden  mittleren  Glieder  gleich  Null,  so  liefern 
diese  Relationen  die  Werthe  von  v  und  w,  nämlich 


Demnach  ist 

und 

y,  =  fc,    y,  =  /,  }/C,    1/3  =  Jj  y^C. 
Da  der  letzte  Divisor  der  beiden  Polynome  gleich  Kuli  gesetzt, 
einen  Wurzelwerth  der  vorgelegten  Gleichung  liefern  muas,  so  ist 
allgemein 

J)  +  v' —{w  -  !i) 

Setzt  man  die  drei  Werthe  von  y  nach  einander  in  diesen 
Ausdruck  ein,  so  erhält  man  die  drei  verlangten  Wurzelwerthe 
der  gegebenen  Gleichung. 

Dieselben  lassen  sich  mit  leichter  Möhe  auf  die  Cardani'scheu 
Wurzelformen  reduciren.  Man  erhält  nämlich  zunächst  aus*  der  rein 
kubischen  in  n 


Fahrt  man  diesen  Werth  von  y  und  den  fUr  w  erhaltenen  Werth 
in  die  Gleichung  des  letzten  oder  gemeinschaftlichen  Divisors  der 
Polynome  ein,  so  resultirt 
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Durch  Einsetzung  des  Werihes  von  v  erhält  man  dann  die 
Cardani'sche  Wurzelfonn. 

Die  Gleichung  in  v  (Resolvente)  ist  quadratisch  und  hat  also 
zwei  Wurzelwerthe,  welche  der  Auflösung  genOgen.  Um  zu  sehen, 
warum  V  zwei  verschiedene  Werthe  haben  kann,  müssen  wir  unter- 
suchen, von  welcher  Art  die  Function  der  Wuraeln  x^,x^,Xt  ist. 
Demgemäss  eliminiren  wir  v>  und  y  =  yT.  yC  aus  den  drei 
Gleichungen : 

a^*  +  vXi  +  w  —  J,  >/C  =  0, 

x^i  +  «arj,  +  w  -  J,  ^"0=*  0. 
Die   Elimination    wird   bewerkstelligt   dadurch    daes  man   sie 
addirt,  nachdem  man  die  zweite  mit  </,,  die   dritte  mit  J^  multi- 
plicirt  hat    Es  resultirt 

Diese  Wurzelfunction  hat  nur  zwei  Werthe,  denselben  und 
den  zweiten 

''^"'  "x,  +  J,x,  +  J,:f;  ' 
Alle  andern  Permntationen  gehen  hervor  aus  diesen  beiden, 
wenn  man  Zähler  und  Nenner  nach  einander  mit  J,  und  J^  mul- 
tiplicirt;  so  hat  v  nur  zwei  verschiedene  Werthe.  Was  tc  anbe- 
triffl;,  so  erhält  man  durch  Addition  jener  drei  Gleichungen,  wegen 
ar,  +  a^  -f  «3  =0, 

w  =  —  i  (ar,*  +  x,^  +  a;,')  =  fp, 
wie  wir  bereits  oben  fanden. 

Wenn  man  die  beiden  Ausdrücke  für  «,  und  v^  auf  gleiche 
Benennung  bringt,  so  wird  der  Nenner  gleich 

{x,  +  JjX^  +  Ja3^)(a;,  +  J^x^  +  J^Xg)  =  a-,'  +  V  +  a^^ 

+  (J,  +  JJ  [x^Xt  +  x^x^  +  x^x^  =,S^—p 3p. 

Ebenso  findet  man 

Wenn  wir  aber  ^i  =  j-  («,  +  J^x^  +  Jj^j)  zur  dritten  Potenz 
erbeten,  so  erhalten  wir  • 
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27«,'  =  Äj'  4-  V  +  V  +  3 JiCxi'a^  +  ar,»«,  +  a^'«,) 
+  3Ji{x,%  +  x^'Xj  +  V^)  +  ea^a^a^j . 
Demgemäss  ist 
Ji(Xi*Xs  +  a^S  +  a^,*a^)  +  /,(a;/a^  +  x^^x^  +  a^/a:,) 

=  y  (27^*  —  -y»  —  6a;,a;ja:a)  ==  9«^*  +  2ff  —  i  S,, 
und  folglich 

^- +  »'■'  +  '»- -8- ^-„„ay 


woraus  wieder  die  Cardani'sche  Formel  hervorgeht. 

§  137.   Hethode  von  Enler*). 
Aus  der  Bemerkung,  dass  durch  die  Substitutionen 

x=  1^+  1^, 

eine  AuflÖsuug  der  reducirten  Gleichungen  2"™,  3""  und  4*™  Grades 
liefern,  glaubte  Euler  irriger  Weise  schliessen  zu  dQrfen,  dass  es 
gelingen  werde,  alle  um  das  zweite  Glied  reducirten  Gleichungen 
höheren  Grades  aulzulßsen,  wenn  gesetzt  werde 

wo  V  die  Wurzel  einer  Resolvente  von  nächst  niedrigerem  Grade 
bezeichnet.  Da  er  hiermit  bei  Crleichungen  von  höheren  als  dem 
4**"  Grade  nichts  ausrichtet«,  corrigirte  Enler 

a;  =  Ä,  yv-\-e^yv  +«jVVH , 

worin  dem  Wertlie  'yV  nacheinander  zu  unterstellen  sind  die  Grössen 

1 .  Yv  y      ay^v,    a*  y^v,  ■■■«"-' y'tJ, 
wo  a  irgend  eine  der  complexen  n*"  Wurzeln  der  Einheit  bedeutet. 


*)  De  TeiolutiODe  aeqnaHomim  ctguaTia  graduB.  Not.  Comm,  Acod.  Pe- 
trgp.  T.  IX.  1764.  Han  vergl.  Blomstcand,  De  methodis  ptaecipnia  etc. 
}>.  36;  femer  oben  §  37. 
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Gegeben  sei  die  UDVoUatändige  Gleichung 

^-^px  +  q^O. 
Wir  setzen   der  ESize  wegen  "y'v  =  y  und  substituiren 

x=^  z^y  +  e^y*,    ^^  —  11  =  0. 
Die  Toi^elegte  Gleichung  geht  dadurch  Ober  in 
a?  —  ^.e^ttvx  —  {Xi'v  +  V*)  -*  0. 
Aus  der   Vergleichung  dieser  abgeleiteten  Gleichung  mit  der 
gegebenen   folgen   die  Bestimmungsgleichungen   für  e^,  z^   and  v, 
nämlich 

ZZitfV  ^  —  p,      jB,*t)  +  Bj*tJ^  HK  —  g  . 

Da  diese  beiden  Gleichungen  drei  UnbeBtimmte  enthalten,  so 
ist  eine  willkürlich.  Setzt  man  2,  —  1  ,  ao  wird  ^  °=  7~^  :  3v 
und  die  Reaolvente  ist 


Diese  stimmt  mit  der  Cardani'schen  Wuizelform  fiberein  und 
ea  sind  die  Wurzelwerthe 


,-«'i 


«■y- 


y  '*  '3y 


§  138.    Methode  von  Bäzoat*). 
Zur  Äufl&aung  der  reducirten  Gleichungen  empfiehlt  B^zout 
in   seinem  Memoire    als   erate  Methode  y  zu  eliminiren    aua   den 
Gleichungen 

y"  —   1  —0    • 

und 

x  =  z^y  +  «g/  +  ^ay'  H 1-  ^— ijr-' . 


*)  BäzoQt.UäiQ,  eax  la  i^BOIntion  gi^ndrale  des  ^qnationa  de  tona  les 
Aegtii.  H^in.  Par.  pour  l'annäe  1765.  Paria  1768. 

Man  vergl.  Blomitrand,  De  meth.  piaec.  pg.  4S. 
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Die  Reaaltaate  werde  mit  der  gegebenes  Crleichung  verglichen; 
dies  führt  zu  einer  Anzahl  von  Beatimmongsgleichungen  der  un- 
bestimmten Coefficienten  Zy,  z^  u.  b.  w.  Diese  Methode  unter- 
scheidet sich  von  der  vorhergehenden  nur  in  ihrer  Entwicklung, 
indem  numlich  in  jener  eine  Hesolvente  in  v  oder  y  gesucht  und 
eine  der  unbestimmten  Grössen  willkürlich  angenommen  wird,  wo- 
gegen B^zout  sofort  V  =  1  setzt. 

Gegeben  sei  die  imvollständige  Gleichang 

a^  -{-  px  +  3^0. 
Man  substituire 

a^  =  ^ly  +  ^«y* »    y»  —  1  =  0  . 
Wird  die  erste  nach  'einander  mit  y  und  y*  multiplicirt,  so 
erhält  man  folgende  drei  Gleichungen: 

X  —  z^y  ~  z^y'  =  0  , 

yx  —  2,  y*  —  2,  =  0 , 
■y^x  —  z,  —  2,y  =  0. 
Betrachtet  man  y  und  y*  als  zwei  verschiedene  lineare  Grössen 
und  eliminirt  y,  so  erhält  man 

a;''  —  Sz^z^x  —  («,»  +  s/)  -=  0  , 
und  wenn  man  die  Vergleichung  mit  der   vorgelegten  Gleichung 
vornimmt,  erhält  man  die  ftesolvente 

Die  drei  Wurzelwerthe  der  gegebenen  Gleichung  sind  dem 
Princip  der  Methode  gemäss 

X,  -"ji^i  +yi^ii, 
3^»  =  Vi^i  +  ys'i , 
^3  =  Vi^l  +  Vi^i  r 
■WO 

zu  setzen  ist 

Es  möge  nun  noch  untersucht  werden,  wie  die  Wurzeln  der 
bikubischen  Resolvente  von  den  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 
abhängen.    Zu  diesem  Zwecke  multipliciren  wir  die  drei  Gleichungen 
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X^  ■=  t/,^,  +  Jji'a  , 

einmal  der  Reihe  nach  mit   1,  J^,  J^  und   einmal  mit  1,  J",,  tT^  • 
Addiren  wir  dieselben,  so  resultirt 

«1  =  -3  C-^i  +  ^i^i  +  ^i^t) 

und 

Daraus  folgt 

und  , 

JfZg  ^■3(3:2  +  Ji  «g  +  Ja*i)  • 

Hieraus  geht  hervor,  dass  z  eine  solche  Function  der  Wurzel- 
werthe  ist,  dass  durch  ihre  Bestimmung  die  Wurzeln  leicht  ge- 
funden werden  und  zwar  durch  AuflÖBung  der  linearen  Gleichungen 

*i  +  a^  +  *j  =  0 , 
Xj  +  J^Xg  +  JiXy  =  3z,  , 
X, -{■  J,x^  +  J^Xs  =  3zt . 

Femer  ist  e  von  der  Beschaffenheit,  dass  diese  Grösse,  ob- 
gleich sie  sechs  Werthe  hat,  nur  von  der  Auflösung  einer  quadrati- 
schen und  rein  kubischen  Gleichung  abhängig  ist,  weil  diese  Werthe 
so  mit  einander  zusammenhängen,  dass,  wenn  einer  gleich  ^^  ist, 
die  andern  beiden  J^z,  und  J^Zi  sind.  Dass  aber  die  Besolvente 
in  z  vom  sechsten  Grade  sein  muas,  folgt  daraus,  dass  z  als  eine 
Function  der  Coefflcienten  und  also  symmetrischer  Functionen  der 
Wurzeln,  so  viele  Werthe  haben  muss,  als  drei  Elemente  permutirt 
werden  können,  also  1.2.3  oder  6  Werthe. 
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§  139.    Mfltliodfl  Ton  Moasbrngger*). 
Diese  Methode  isi,  genau  genommen,  nut  eine  Illustration  der 
Bezouf sehen.     Gegeben  sei   die  Gleichung  a^ -\- px -{- q  •=  0  . 
Sind  j/i,  jff  und  y,  die  drei  ^yurzelji  der  Gleichung 

»■+1-0 
und 

so  ist 


«1   «ad  ir(=y  —  {g'+]/i5»  +  ^f)= 
ZU'  setzen  sind. 

Um  die  Wurzelfonnen  zu  Teriäciren,  ist  nachzuweisen,  dasa 
sie  den  vorgelegten  Gleichungen  genügen.     Zunächst  ist 

x^  -^  x^  -\-  Xi  =  0  , 
weil 

(»,+»■+  ».)(«!   +'>)  =  0- 

Femer  findet  man 

XiXj  +  a^a^  +  a^a^i  —  —  3^,^^  =p  . 

XiXgX^  —  «,'  +  Tj'  =  —  q  . 
Die  Resultante   ist  mit  der  von  Vieta  Hbereinstimmend  und 
die  drei  Wurzel werthe 

a^l   =   —    (■»!   +  "»)  I 

^.  =  I  (^.  +  ^»)  + 1(^1  -  ^)V^^, 

a:^  —  I  («1  +  2*)  —  -^  («i  -  ««)  V^^  ■ 

§  140.    Aultere  Methode  von  Bözout»«). 
Dieselbe  besteht  ebenso  wie  die  spätere  in  §  138  entwickelte 
Methode  darin,  dass  eine  Gleichung  in  x  vom  selben  Grade  wie 

•)  Grnnert'B  Arch.  XXVIU.  S.  219. 

**)  M^m.  aar  pluBienn  cUases  d't^qoations  de  Ioub  lea  degr^a,  qui  ad- 
mettent  ane  »olution  algiSbriqne.  Häm.  Pta.  annäe  1T6S.  Paria  ITM.  Man 
vergl.  Blomatrand,  de  meth.  praec.  p.  39. 
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die  gegebene  erkalten  wird  durch  Elimination  Ton  y  aus  der  bi- 
mischeo  Gleichung  j/"  -|-  v  >»  0  und  einer  andern  Gleichung  zwi- 
schen X  und  y. 

Um  die  kubische  Gleichung 

l'+yi  +  g-O 
in  derselben  Form  mit  unbestimmten  CoefBcienten  zu   erhalten, 
wählt  Bezout  die  Substitutionen 

Au3  beiden  folgt  ohne  Weiteres 

Durch  fintwickluug  dieser  Oleicbiitig  erhält  man 


Vergleicht  man  diese   mit  der  vorgelegten  Gleichung,  so  er- 
hält man  die  Bestimmungsgleichujigen 

Daraus  folgt  weiter 

Setzt   man   diese  Werthe  in  die  beiden  andern  Gleichungen 
ein,  so  erhält  man 

3^1  ^j  ~  — P  t    *i^s(^i  +  '0  °=  —  2  )     *i  +  ■s^a  '=  SjTj) . 
Es  sind  denmach  ,?,  und  e^  die  Wurzeln  der  Besolrente 

Die  gesuchten  Wurzeln  sind  nun 


-- .         .  .  .  Vz,*Zt  +  V^i  z,* : 

3^  =  /,  Yz^i  +  Ja  "(/.ff,  jSj* ;     x^  =  Jg  Ysy'  «a  +  «7^  y 
Geht  man  von  der  Formel 

^  =  yV2i.  +  i^^* 

MkUblenan,  OnuliagB  d.  uit  o.  mod.  Algtbi«.  26 
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au3,  so  erbült  mau  die  Resolvent«  leicht  wieder.   Bildet  man  nämlich 
den  Kubus,  so  erhält  man 

3?  ~  ^Z^S^X  —  ZiSt{Zi  +  z,)  ^  0  , 


-gi  =  Zq: 


und 


^_3?«  — ■ip  =  0. 
Die  Wiirzelwerthe  dieser  ResoWente  sind 

Da  nun 

z  -  'y^,  (Vi,  +  Vi,)  -  V'-Ti.  ({'«,  +  vi.) 

ist,  so  ergibt  sich  daraus  wieder  die  Cardani'sche  Formel. 

Die  vorstehende  Methode  lässt  sich  auch  mit  Vortheil  auf  die 
Äuflöflung  der  Tollständigen  Gleichung  anweaden.  Es  liegt  der- 
selben das  von  allen  eleganteste  Princip  zu  Grunde,  dessen  Tr^- 
weite  von  Bezout  noch  nicht  erkannt  wurde.  Wir  werden  später 
iceigen,  dass  das  Bezout'sche  Princip  sich  auf  die  Auflösungen  aller 
vollständigen  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  anwenden  lässt 
und  dass  es  das  alleinige  ist,  mittels  dessen  die  Wurzeln  anf  eine 
symmetrische  Form  gebracht  werden*). 

Das  Princip  der  Bezout' sehen  Methode  läsat  sich  noch  von 
einer  andern  Seite  beleuchten.  Zu  dem  Ende  suchen  wir  s,  und 
s^  zu  bestimmen  aus  folgenden  Gleichungen: 

^,  +  (^.  +  !^,)J.Vv  +  r.  =  0  . 
Multipliciren   wir   die   zweite   mit  </,,  die  dritte  mit  J^   und 
adiliren  alle  drei  Gleichungen,  so  erhalten  wir 

(j:,  +  J,a;j  +  Jja^)  +  {Xt  +  J^x^  +  Ji  a^)  V^  =  0  ; 
und  wenn  wir  die  drei  Gleichungen  ohne  Weiteres  addiren,  weil 
der  erste  Terra  verschwindet, 

(X,  +  J,X.  +  J.X,)  ]^V   +  :)5,  =  0  . 
*)  Man  vergl  g  84  uod  g  lOt. 
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Daraus  folgt 

(X,  +  j,x,  +  j,i^,y 

und  wenn  mau  die  zweite  mit  J,,  die  dritte  mit  J,  multiplieirt, 

'*        3(3^. +  Aai  +  ''.^.)   ' 

Weil  nun  der  eine  Werth  aus  dem  andern  abgeleitet  werden 
kann  durch  Vertaaschnng  der  Wurzeln  x,,a^,a^,  ao  müssen  sie 
sich  aus  einer  und  derselben  Gleichung  berechnen  lassen,  welche 
quadratisch  sein  wird,  da  kein  neuer  Werth  darch  Vertauschung 
sich  ergibt 

Bringen  wir  die  Werthe  Ton  ^,  and  z^  auf  gleiche  Benennung, 
so  wird 

^'  -8p  p      ' 

und  ebenso  wegen 

(ar,  +  J,  a;,  4-  '^(^)(a^i  +  J*ar,  -|-  J,a;j)  =  —  Sp  ^ 

^3   =  - 


8(, 


wo  ty  lind  /.  die  beiden  Wurzeln  der  Resolvente 

i'  +  qt-  J.  p»  =  0 

sind.     Setzen  wir  die  Werthe  ein  in 

so  erhalten  wir 

«  -  -    .,       ^ ;    -~-  =  -  V  )^  W',  +  VO  ■ 
Vi,  -  Vi, 

Du  aber 
ist,  30  erhält. man  einfach 

woraus  wiederum  der  Zusammenhang  der  Methode  mit  der  Oardani- 
schen  hervortritt. 
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Jonrdain*)  geht  aas  von  der  Sabstitution 

Durch   Entwicklung   derselben   gelangt  man  auf  einfacherem 
W^e  zu  der  Resolvente  und  der  Wunselform  von  Bezout. 

§  141.    Methode  von  eaglielmlnl**). 
Dieselbe    erfördert   ebenfalls   die   Wegaehaffung    des   zweiten 
Gliedes  der  vollständigen  kubischen  Gleichung 
s^-^ax'  +  bx  +  c  =  0. 
Angenonunea  es  sei 

X  —  («  -f  r)  =  0 ,    oder   x  —  3  ■=  m  . 
Erhebt  man  die  zweite  Gleichung  zur  dritten  Potenz,  so  winl 

x'  —  Szx*  +  3e'rc  —  (r*  +  «»)  =  0 . 
Man  nehme  an,  es  sei 

—  3zx^-^Se^x  =  a3?  +  bT, 
also 

Weil  nun  c  =  —  (z^  -\-  u^  ist,  so  folgt  daraus  zunächst 
« >^i.yc-|-^», 

und 

sz  +  a  ^'c-^^■ 

Hieraus  folgt  die  Resolvente 

oder  entwickelt  die  bilcubische  Resolvente 

«•  +  »»»  +J  aV  +  c«>  +  o  ^c  -  iat^«'  +  -J-o  (»c  — -y'')-' 

Bemerkeaswertli  ist,  dass  in  den  drei  letzten  Gliedern  die  "Re- 
ducenten  (7),  (8)  und  (11)  (§  79)  als  Factoren  auftreten.    Dieselbe 

*)  Jonm:  math.  XXIV.  p.  305.  Parii  1860. 
**)  Gnglielmini,  Equazioni  di  terzo  grado.  Bologna  1809. 
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wird  lösbar,  wenn  entweder  o  ^  0  oder  o*  —  3fc  =  0  ist,  wenn 
also  die  Gleichung  von  der  Form  a^  +  p«  -)-  5  ■-  0  ist  oder  sich 
auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse  reduciren  lässt. 

§  142.    Methode  von  Lockhart*). 
Diese  Methode  besteht  in  der  Reduction  der  gemischten  kubi- 
schen Gleichung  auf  eine  rein  kubische.     Gegeben  sei 

a^  -{-  px  -i-  q  '^  0  . 
Mau  substituire 

■"       3='  +  auz+p    -"'• 
oder  auch,  indem  e:z  an  die  Stelle  von  w  gesetzt  wird, 

.,     (3p-2i»)/-3a_„ 

Man  erhält  auf  diese  Weise  die  uuyollständige  kubische  Gleichung 

-Ul'  +  ^jir^^+P'J^-^-  3i>V-5r-'13  =0. 

Setzt  man  den  CoefGcienten  des  zweiten  Gliedes  gleich  Null, 
so  erhält  man  eine  rein  kubische  Gleichung  in  u  und  die  Be- 
Bolveate 

ps'  +  32^  —  u  i>*  =  0  ■ 

Demnach  ist  % 

»=i'ii(,-+^,/)^(i+fy 

und 

woraus  sich  die  drei  Wurzelwerthe  der  Gleichung  berechnen  lassen. 
*)  BeBolntiou  of  cnbiu  e<iTiation>.    Uarlem  1S26  and  Oxford  1S3T. 
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§  143.  Die  algebraisolien  Formen  dar  voUständlgen  kublscben 
Olelohangen. 
Nachdem  wir  in  den  vorangehenden  Paragraphen  die  be- 
kaunt«sten  Methoden  der  Auflöaung  der  unvollBtUndigen  kubiachen 
Gleichungen  entwickelt  haben,  gehen  wir  nunmehr  über  zur  Auf- 
lösung der  allgemeinen  kubischen  Gleichung  von  der  gewohn- 
lichen Form 

f{x)  ^x^  +  ax^  +  hx-^c-^O, 
und  der  binären  Cayley'schen  Form 

{{x,  j,)  =  oar'  +  Zbx^y  +  3ca:t/*  +  dy^  =  0  . 
Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  zunächst  diejenigen  algebratBchen 
Formen  zusammen,   welche   fltr  die  Discussiou  der  speciellen  Me- 
thoden von  besonderer  Wichtigkeit  sind. 

1.    Die  Tarürten  Qleichangen  erster  and  zweiter  Ordnung. 
Suhstituirt  man  x  =•  x'  -\-  g,  wo  X  die  Variation  der  Haupt- 
gr5sse   x  ist,  so  erhält    man    (§   14)   die    variirte   Gleichung    der 
Pisten  Ordnung; 

x"'  +  {Zz  -f  a)x'*  -f  (3*"  +  2az  -f  6) x'  -f  («*  +  az"  +  ir  +  c) 
=  ^'^  +  \-r(z)x-'+r(z)x'  +  f{z) 
=.  a:'»  +  «x'*  +  ^j;' +  y  -  0  . 
Setzt  man  {x  —  z)^  ■=  x'  und  bildet  also  die  Gleichungen  der 
Wurzelquadrate  der  yarürten  Gleichung  so  erhält  man  die  Variirte 
der  zweiten  Ordnung  (§  49): 

a;-*  _  {a^  -  2ß)x"'  +  iß'  ~  2ay)x'  -  y' 
=  x'^  +  a^x'*-]-ß,x'-\-Y,  =  0, 
worin 

~a,  =.(«*— 2^)  =  3z*  +  2nz  +  a'  —  26  , 
jj,  =  ^*  —  2ay  ==  3i*  +  4a.i'+2fl*^'-f2(«6  -  3tr)r  +  6'  —  '2ac, 
—  yj  =  j,»  =  (^s  +  ae-  -f  frr  -f  cf 
zu  setzen  ist. 

2.     Die  Resolventen  and  die  snbstituirten  Functionen. 
Die  erstere  Klasse  von  Formen  sind  bereits  in  §  81b   aufge- 
zählt, die  zweite  in  §  SO.   Es  wird  überflilasig  sein,  dieselben  hier 
noch  einmal  zu  wiederholen.     Sie  lassen  sich   sämmtlich  auf  die 
Normalform  II  zurückfilhren. 
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3.    Die  ßednceiiten. 

Diese  sind  ebenfalls  schon  in  %  79  b  tabellarisch  zusamtnea- 
gestellt.  Wir  wollen  zunächst  die  rcducirten  Formen  der  Gleichung 
aufzählen,  welche  die  variirte  Function  annimmt,  wenn  ihre  Kedu- 
centen  verschwinden  und  sie  dann  geometrisch  interpretiren. 

Variirt  man  die  gegebene  (ileichimg  f(x)  =  0 ,  so  wird  die- 
selbe durch  die  betreffende  Reducente  folgendermassen  reducirt: 

(0)       a*-3/J  =  0,  (3;''  +  m)»  +  «  =  0; 

(7)  aß~  dy  =  0, 

{m  +  n)(ßx'  +  »)»  —  (in  —  n)  {3a;'  -  nf  =  0  , 

(8)  ß*  —  3ay  =  0,       (mx'  -f  nY—p^x'^  =  0  , 
(9}I.    2a»  —  Qaß  +  21y  =  0, 

(=^'  +  |«)(^"  +  "'^'  +  »)  =  0, 

(10)  a'-27y-=0,       (V^'  +  m)*  +  m  =  0, 

(11)  a-V-/5»  =  0,       (3;'  +  |-Va;"  +  ma:'  +  «)  =  U, 

(13)  a,'  -  3/J,  =  0  ,      (x'-\-my-\-n^O, 

(14)  i>,  «  0  ,  (x'  -\-  m){x'  +  «)»  =  0  . 

Um  die  Keducenten  zum  Verschwinden  zu  bringen,  sind  nicht 
immer  lineare  Transformationen  hinreichend.  Die  Ordnung  der 
Transformation  ist  abhängig  von  der  Katur  der  symmetrischen 
Function,  in  welche  sich  die  Reducenten  verwandeln  lassen.  Wir 
wollen  jetzt  in  Kürze  andeuten,  welche  Wurzelformen  sich  aus 
den  angeführten  reducirten  Formen  der  Function  ergeben. 

a)  Wenn  «*  —  3^  =  0  ist,  also  die  Gleichung  die  Form 

x'^  +  ax'^  +   g-  a^x'  -f  y  =  0 
hat,  so  ist 

b)  Wenn  aß  —  i)y  ^  0  ist,  also  die  Gleichuug  die  Form 

x''+ax-'-i-ßx--^^-aß  =  0 
hat,  so  ist 
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und 

yu-V5^^ylyfi^yA$ 

c)     Wenn  ^  —  3of y  =  0  ist,  alao  die  Gleichung  die  Form 


x^-^ax'^  +  ßx'  + 


C 


hat,  so  ist 

(»*-  +  (!)'-«(«'-3«x--0 
und 


d)  Wenn    2  a'  — 9a/3  +  27^  =  0   ist,    also    die   Gleichung 
die  Form 

x'^  +  ttx-'  +  ßx'  -Ij  (20=  ~  'Jaß)  -  0 

hat,  so  ist 

/■(X-) -(:»'  + I  «)  (x->  + 1  «»•- 1  [2«>  -  9«  )- 0 , 

also 

V 1«.     I,'  und  <  -  -  3  «  ±  ]/|  («"  -  3^) . 

e)  Wenn  a*  —  27y  =>  0  ist,  also  die  Gleichung  die  Form 

x-'>-\.,,x'*  +  ßx'-\-^^a'  =  0 
hat,  so  ist 

WO 

zu  setzen  ist. 

f)  Wenn  a^y  —  ^'  ■=  0  ist,  also  die  Gleichung  die  Form 

x'^^ttx'-^flx-'i-^,  =0 
hat,  so  ist 

_  (^•+!)(-+,"^^«-+£)  =  o, 
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also 

x^  =  —=-,    x^   und  X.J  =  —  "^      -^ ■    - 

g)     Wenn  die  DiscrimiDante  verschwindet,  also 
(2a»  —  Qttß  +  27  y)*  —  4{a'  —  Sß)'  =  0 
wird,  90  kann  dies  geschehen  entweder  dadurch,  dass  beide  Aus- 
drücke sasammeu  oder  jeder  fOr  sich  verschwindet.    Im  ersten  Falle 
hat  die  Gleichnng  zwei,  im  dritten  drei  gleiche  Wurzeln.    Nehmen 
wir  den  ersten  Fall  an,  so  wird  die  Gleichung  von  der  Form 

(«•  +  ».)(»' +  «)'-o, 

Dämlich 

Im  zweiten  Falle  sind  alle  Warzeln  einander  gleich,  woraus  folgt 

(.■+i„)'  =  o 

and 


4.    Geometrische  DiBCUBsion  der  Bediicenten. 

Es  sei  allgemein  ' 

f(x)  =  r*  +  ax*  +  bx  -\-  c  •=  y  . 

Betrachtet  man  alsdann  x  als  Abscisse,  y  als  Ordinate  einer 
ebenen  Curve,  so  werden  alle  Werthe  der  Abscisse  x,  fUr  welche 
die  Ordinate  y  verschwindet,  Wurzeln  der  Gleichung  aein.  Durch 
die  lineare  Transformation  x  ^  x'  -\-  z  können  nun  die  Ordinalen 
parallel  mit  sich  verschoben  werden,  so  dass  eine  oder  die  andere 
der  Reducenten  verschwindet.  Bei  allen  ist  dies  nicht  möglich, 
man  kann  jedoch  eine  Variation  zweiter  Ordnung  anwenden,  in- 
dem man  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Variirten  bildet. 
Dabei  wird  also  aubstitnirt  (x  —  z)*  =  x'.  Eine  solche  Variation 
höherer  Ordnung,  im  analytisch-geometrischen  Sinne  erfasst,  würde 
offenbar  bedeuten,  dass  die  Curve  ihren  Charakter  ändert,  indem 
ihre  Elemente  sich  strecken;  eine  Gerade  würde  beispielsweise  in 
einen  Eegelschnitt  übergeführt  werden.  Durch  diesen  Transfor- 
mationsprocess  werden  offenbar  fremde  Lösungen  in  das  Problem 
hereingezogen,  die  von  den  wahren  auszuscheiden  sind.    Wir  wollen 
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versuchen,  die  Keducenteo  von  diesem  geometriiiclipn  Standpunct« 
aus  zu  interpretiren. 

(6).    Wenn  die  quadratische  Variante 

verschwinden  boII,  bo  kann  dies  nicht  durch  eine  lineare  Transfor- 
mation bewerkstelligt  werden,  wohl  aber  durch  eine  Variation  zweiten 
Grades,  wobei  die  Resolvente  quadratisch  wird.  Setzt  man  nUmlich 
X  —  2  an  die  Stelle  von  x,  bo  verschwindet  e  au»  der  Function 
gänzlich,  d.  h.  a*  —  3^  ^  a*  —  3i .  Setzt  man  dagegen  (a;  —  if 
an  die  Stelle  von  x,  so  verschwindet  die  Variante  Fi  der  Variirten, 
wenn  man  annimmt 

rfe  -  .)■  -  (i,  -  zYY  +  [(»-,-  if  -  (',  - ')']' 

+  [(«.  -  ')'  -  («,  -  ')']'  -  (',  -  »,)'(«.  +':,-  2fl" 

+  (I,  -  I,)'(;t,  +  I,  -  2«)"  +  (X,  -  x,)\x,  +  I,  —  2«)'  -  0 . 

Um  die  Resolvente  exBct  d.  h.  ia  CoelBcienten  der  Function 
f(x)  zu  erhalten,  entwickle  man  die  Gleichung 

«,■  -  3/i,  —  0  , 
wo 

—  o,  — «'—  2^  —  3«"  +  2a«  +  (o'  —  2b) , 

ft  —  /)"  —  2«r  —  S«"  +  4ii2='  +  2<i'z'  +  2(oi.-3c)i  +  6'— 2oc, 

—  r,— ?'  —  (/  +  "''  +  '»  +  c)' 

zu  setzen  ist    Man  erhält  dadurch  die  Resolvente  IX  (§  81)  nämlich 

[a'  -  34)»'  +  l  (2<.>  -Tab  +  Oc)j, 
+  j  (o*  --  ia'b  +  ßae  +  b')  —  0. 

Durch  die  Beducente  (6)  wird  das  Coordinatensystem  derartig 
verändert,  dasB  die  Enben   der  Abweichnngeu    der   Wurzeln    der 
Yarürten  von  dem  arithmetischen  Mittel  derselben  einander  gleich 
werden,  d.  h. 
(i,'  -  2a:,'  +  a:.T  —  «  —  2i,'  +  x,')'  —  «  -  2i,'  +  x,')' . 
Beispiel.    Die  vorgelegte  Gleichung  sei 

ar>-  12i' +  471-60  —  0 . 
Die  Wurzeln  sind 

a;.  -=  3  ,    a:,  ^  4 ,    ^.  =  5  . 
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Die  FUsolveiite  ii^t 

;}s»-  24ä  +48-^  =  0, 
h1h9 

s,  und  2»  =  4  +      V—  3  .   ■ 
Wählt  man  die  erst«  Variation  z,,  »o  wird 

(«.---/-»■.'-ä  +  iV-3. 

(x,  —  sy  —  ri j-j , 

(^-«)'_x,'-ü-iv'=^. 

Das  arithmetische  Mittel  dieser  drei  Wurzeln  ist  gleich  —  , 
und  es  ist  allgemein 

\        \y  27 

(7).     Wenn  die  Function 

Fj  =■  a6  —  Oc 
verschwinden  soll,  so  kann  dies  durch  eine  lineare  Transformation 
bewerkstelligt  werden,  und  die  KesoWent«  ist  eine  Gleichung  vom 
ersten  Grade,  nämlich  IVa  (§  81).    Setzt  man  x  —  ä  an  die  Stelle 
von  X,  so  wird  die  Function  V^  der  Variirten   zum   Verschwinden 
gebracht,  wenn  man  annimmt 
(a:,  —  x^f  (a:j  _  j)  +  (^^  _  x^\x^  -e)-\-  {x^  —  a:,)*  {x^  —  e) 
=  aTj  (a;,  —  x^*  +  ar,  (a;,  —  a;^)'  +  a^  (^a  "  *i)* 

—  aia^i*  +  a:»*  +  a^*  —  a^iS^j  —  a;,%  — a^a^]js 
=  (ti6  —  9c)  -|-  2(a'  —  36)r  =■  0  . 
Durch  die  Reducente  (7)  wird  das  Coordinatensystem  derartig 
verschoben,  dass  der  Ausdruck 


-''^'<V\{^'r'i.Vi>, 


für  alle  drei  Werthe  von  x'  gleich  wird, 

(8).     Wenn  die  quadratische  Retrovariante 
r,  8  =  fc*  — 3ac 
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durch  Variation  der  Wurzeln  zum  Verschwinden  gebracht  werden 
soll,  so  genUgt  dazu  eine  lineare  Transformation  und  die  Resol- 
vente ist  die  quadratische  II  (§  81). ,  S'etst  man  nümlich  x  —  s  an 
die  Stelle  von  x,  so  verschwindet  die  quadratiaclie  Rctrovariapte 
der  Variirten,  wenn  man  annimmt 

(X,  -  *,)'(!,  -  «)'  +  (X,  -  «,)'(l,  -  «)■  +  («.  -  !,)'(».  -  ')• 

=  X3'{Xi  —  Xif  +  x,\Xi  —  %)'  +  Xi*{xg  —  3;,)* 

-  2[i,(«,  -  X,)'  +  x,(x,  -  X,)'  +  x,{x,  -  x,y]z 
+  2(a;,*  +  a:,*  +  X;,*  —  a;,a^  —  x^x^  —  x^x,);^ . 
Diese  Resolvente  ist  yom  zweiten  Grade  und  lässt  sich  leicht 
in  Coefßcienten  der  gegebenen  Function  f{x)  ausdrücken,  entweder 
Diit  Hülfe  der  symmetrischen  Function  oder  durch  Einfflhrung  der 
Reducente  in  die  Coeföcienten  der  Variirten.    Es  ist  gemäss 

(ß)     V(^i  —  a^»)*+a:i»(a;,  -x^)*+x^*(x,  —  a:,)»  =  2(6*  —  3at) , 

(7)  'x^{x,~x;f-^x,{:x^~x^f->rx^{x^^x,y. («fc-O^ 

(6j     Xy   +  x*  +  a^*  —  XyX^  —  x^x^  —  x^x^  ^  a*  —  36  . 
Dies  gibt  also  die  quadratische  Üovariante  II  (§  81) 

(n»  —  36)2»  +  {ab  -  9^e)8  +  {V  —  3flc)  -=  0  . 
Durch  die  Reducente  (8)  wird  das  Coordinatensystem  derartig 
verschoben,   daas    die    Euben   der    Abweichungen   der   reciproken 
Wurzelwerthe   der  Variirten  von   dem   arithmetischen  Mittel   der- 
selben gleich  werden,  d.  h. 

Beispiel.     Gegeben  sei  ar*  —  12.t«  +  47a;  —  CO  =■  0  . 

Die  Wurzeln  sind  a;,  =  3,    a;,  =4,   a^  =  5  und  die  Rosol- 
veute  der  variirten  Gleichung 

3«*  —  24r  +  49  =.  0  , 
also 


z.  und  s< 


_4+i/r|. 


Wählt  man  die  erste  Variation   z,,  so   werden  die  variirten 
Wurzeln 

Hud  die  Variirte 
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a;'3  4.^:^3.3:'*—  2a;'  — -1^—3=.  0. 
Die  Gleichung  ihrer  reciproken  Wurzelwerthe  ist 

und    das    arithmetische    Mittel    der    reciproken    Wurzeln    gleich 
Es  ist  alsdann 


4>^. 


(._i^y=(oy 


und  zwar  gültig  für  jeden  der  drei  Werthe  Yon  x'.  Die  Ver- 
schiehui^  des  Coordlnatenanfangspunctes  ist  hier  eine  doppelte, 
8OW0I  in  der  Richtung  der  Äbscissen-  als  der  Ordinatenaxe.  Die 
neue  Curve  y  <=  F{x)  wird  nach  der  Yefschiebung  nicht  mehr  ge- 
schnitten, wogegen  die  Curve  y  =  f{x)  drei  reelle  Durchschnitte 
mit  der  Axe  hat 

(6).  (7).  (8).  Es  kann  nun  auch  eine  jede  kubische  Function 
dei^estalt  transformirt  werden,  dass  die  Functionen  V^^  V^,  Fj.s  zu- 
gleich verschwinden.  In  diesem  Falle  verschwindet  die  Govariante 
C^,i  identisch  und  auch  Sie  Discrimmante  D,  wird  gleich  Null. 
Es  ist 

a'  —  36  =  dfc  —  9c  "=  fe*  —  3ac  =  0  , 
folglich 


/■W_(«  +  i,)'-o 


d.  h.  die  Gleichung  hat  drei  gleiche  Wurzeln.  Die  Transformation 
der  allgemeinen  kubischen  Gleichung  in  eine  solche  läset  sich  weder 
durch  eine  lineare  noch  durch  eine  quadratische  Variation  bewerk- 
stelligen, wol  aber,  wie  eine  einfache  geometrische  Discussion  dies 
im  Voraus  erkennen  lässt,  durch  eine  biquadratische.  Denn  seien 
die  Wurzeln  der  Stammgleichung 

X,  =  1  ,     a.-j  =  4  -,     a^j  =  5 , 
und  man  setze   z   gleich   dem   arithmetischen  Mittel   zweier  unter 
ihnen,  z.  B.  ?  =  -  (a:i  +  ::^)  =  3  .      Quadrirt    man    die    variirten 
Wurzeln,  indem  (x  —  *)*  ^  x'  gesetzt  wird,  so  erhält  man 
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ar,'  ^  4  ,     a::,'  =  1  ,    a;,'  =  4  . 
Sucht  man  abermals  das  arithmetisclie  Mittel  zweier  ungleicher 
unter  diesen  Wurzeln,   z,  B.  g  ^  g-  {x{  +  ^)  =  Sw  und  quadrirt 
die  nochmals  varikten  Wurzeln,  indem  man  {x'  —  ^)^  ^  x",  also 

[(»-.)■-■{]■-«•• 

annimmt,  so  erhält  man  drei  gleiche  Wurzeln 
x^    =Xi   =  «s   —  2  ^  . 
(9)  I,     Wenn  die  kubieche  Variante 

rs  =  ^(2a^  — y«fc  +27c) 

zum  Verschwinden  gebracht  werden  soll,  so  genOgt  nicht  eine  liueare, 
wol  aber  eine  quadratische  Transforinatioo  und  die  Resolvente  ist 
kubisch.  Setzt  man  nämlich  {x  —  sf  an  die  Stelle  von  x,  so  wird 
die  kubische  Variante  der  Variirten  gleich  Null,  wenn  man  an- 
nimmt 

(«,'  —  2x^'  +  O  =  {«,  —  ü)*  —  2{x^—  e)*  +  (3^  —  zf 

■=  (a:,*  —  2a^*  +  x^^^  —  2{x^  —  2x^  +  x,)«  =  0  . 
Da  die  Function  Vg  drei  verschiedene  Factoren  besitzt,  so  wird 
die  Gleichung  in  e  kubisch.    Man  gelangt  zu  derselben  durch  Ent- 
wickelui^  von 

2V  — 9«i/3i  +  27y,  =0, 

wo  ftlr  ((itf^,,7i  die  früher  ai^egebenen  Werthe  einzusetzen  sind. 

Eiufacher  jedoch  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  ^  —  a  au  die 

Stelle  von  2z  setzt  und  das  Product  aus  den  drei  Factoren 

(x,  -  2»,  +  x,)i+{x^x,  ~2x,x^  +  x,x,), 

(Xi  —  2x^  +  Xi)i-^{xiXs  -  2x^x^  +  x^Xs), 

{Xg  ~  2x,  ■j-x,)t+  (.-Kl  3=,  -2x,x,-\-  3-,  X,) 

entwickelt     Dies  föhrt  auf  die  kubische  Covariante 

C^AO  =  (2a'  -  f  «6  +  27c)  £■'■  +  3(a*6  +  9ac  —  Gb')^' 
—  3(ofc«  +  96c  -  Ga'c)t  -  (2^'  -  Onftc  +  27c*)  =  0  . 
Es    wird    weiter   unten   gezeigt,    dass    3;^,  3^,a^    und   £  vier 
harmonische  Puncte  auf  der  Äbscieaenaze  bilden. 

Durch  die  Reducente  (9)1  mit  Anwendung  der  Resolvente 
(2ö»  -  9oft  +  27c)(2j  +  o)'  +  3(a'6  +  9ac  -  6fe»)(2^  +  «)' 
-  3(oft*  +  96c  -  6o»c)(2«  +  a)  -  (26»  — 9a6c  +  27c«)  ^  0 
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wird  das  Coordinateiisystem  derartig  verändert,  dasa  die  Wurzeln 
der  VariirteD  eine  stetige  arithmetisclie  Proportion  bilden. 
Beispiel.     Die  Variirte  sei 

x''  —  9x'*  +  23«'  -  15  =  n  . 
Die  Wurzeln  sind 

a:,'  =  1  ,     a^'  -=  3  ,     a:/  =  5  . 
Alsdann  ist 
2«,"-  9«,^,  +27}-,==    -2.9'  +9.9.23  —  27.15  =  0 
lind 

X,'  -  2<  +  a;;,'  =  0 
oder 

Xi  X^    ^  Xg  Xj    . 

Wenn  die  voi^elegte  Gleichung  die  Form 
a^  -  9a:*  +  23  a!  —  15  =  0 
hat,  so  sind  die  drei  Factoren  der  Reeolrente  in  £; 

0£+8  =  0,     -6£+  14  =  0,     6g— 22  =  0; 
folglich 

S.-»,    {.-äj,   S.-3^ 

Daraus  ergeben  sich  die  drei  harmomscheD  DoppelverhSltnisse 

(x,3^,a^&,)-=(a:,3;j^a:j)  =  (a;,^a;,x,)=  1. 
(9)11.     Wenn  die  kubische  Retrovariante 

Fi, ,  =  ^^  {26'  —  dah-c  +  27 c^ 

zum  Verschwinden  gebracht  werden  soll,  so  genflgt  zwar  eine 
lineare  Traiisformation,  aber  die  Resolvente  ist  kubisch,  nämlich 
f^z-iii!)  =  0.  Denn  setzt  man  a:  —  r  an  die  Stelle  von  x,  so  ver- 
schwindet die  Retro Variante,  wenn  man  annimmt 

3!j'  a:/  —  2  X,'  x^  +  x{  Xf'  =  (x^  —  s){x„  —  z)—  2  (x,  —  z)  (x^  —  z) 
+  (a;,  —  z)  {x^  —  z)  =  (>;  X,  —  2x,  x^  +  a:,  x^ 
+  {xi  —  2x^  +  x^$  =  0  . 
Da  die  Function   drei    solche  Factoren   besitzt,    so   wird   die 
Gleichung  in  z  kubisch.     Nach  der  vorhergehenden  Entwickelung 
ist  die  Resolvente 

C's,j(j)  =  0 
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und  die  Wurzeln  Xi,Xi,Xj,e  repräsentiren  vier  harmooiache  PuDcte 
auf  der  Äbscissenaxe,  d.  h.  es  ist 

(xi  a^  a^j «,)  ™  (a:,  a,  «^  a^)  »-  (x,  ü,  a^  a:^)  -»  1  . 
-   Durch  die  Reduceate  (9)  II  wird  das  CoordinateDsystem  der- 
artig   Terschoben,    dasa    die    Wurzeln    der   Varürten    eine    har- 
mouische  Reihe  bilden. 

Beispiel.    Die  Varürte  sei 

a:'*—U'*  + 36a:' -36  =  0. 
Die  Wurzeln  sind 

a:i'  =  2  ,    a:/  =  3  ,     x^'  =  G  . 
Alsdann  ist 
2jS*  —  Qaßr  +  27 y*  —  2  .  36»  —  i) .  11  .  36*  +  27  .  36»  =  0 
und 

2j-|>„' 

Ist  die  TOi^elegte  Gleichung 

ar»  —  lOa;^  +  29a;  —  20  =  0  , 
also  die  Wurzeln 

a:,  -=1,     Xj-=4 ,    X,  —  5, 
so  sind  die  drei  Factoren,  worin  die  Reaolvente  in  z  zerfällt: 

—  2^+14  =  0,     —02+17  =  0,    72-31=0, 
folglich 

.,  =  7.     ..  =  3^,     .,  =  4|. 

Demgemäse  sind  die  drei  harmoniBcheu  Doppelverhältnisse 

(Xj  a;,  a^  2,)  =  (a;,  a^  2j  x^)  =  (a;,  «^  a:^  x^)  ^  l . 
(11).    Wenn  die  Function 

T-^a'c  —  b' 
verschwinden  soll,  so  genügt  dazu  zwar  eine  lineare  Transformation, 
aber  die  Kesolvente  wird  vom  dritten  Gtade,  so  dass  durch  Variation 
keine  Reduction  der  allgemeinen  kubischen  Gleichung  erzielt  wird, 
wenn  nicht  an  und  fQr  sich  schon  J*  =  0  ist.  Setzt  man  x  —  z 
an  die  Stelle  von  x,  so  verschwindet  die  Function  f  der  Variirten, 
wenn  man  annimmt 

a:,'*  —  Xi'Xi  ■=  (x,  —  2)*  —  (ij  —  e){xg  ~  g) 

=  (x,*  —  x^  x,)  +  (a^  —  2*1  -f-  a:^}2  =  0  . 
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§  143.    GeometnEche  DbcQBaion  der  B«dncenten,  417 

Da  die  Function  drei  solche  Factoren  besitzt,  ao  wird  die 
Gleichung  in  z  rom  dritten  Grade  sein.  Man  gelangt  zu  derselben, 
wenn  man  die  Function 

«ly  —  p»  =  0 
nach  Potenzen  von  s  entwickelt,  nachdem  man  gesetzt  hat: 
a  —  3«  +  a  ,     (3  =  3ß*  +  2o«  +  6  , 
y  =  ^^az'  +  hz  +  c. 
Die  ReaolTente  lautet 
(2«^  —  9oi  +  27c)2*  +  («*  -  3a»6  +  27ac  —  9i*j2« 
+  (a»6  —  Gah*  -f  9a*c)2  +  {a^c  -  ft')  —  0  . 
Durch  die  Reducente   (11)  wird  das  Coordinatensystem  der- 
artig Ter8chobeD>  daae   die   Wurzeln   der  Variirten  eine   stetige 
geometrische   Proportion  bilden.     Die  Yariirte  lässt  sich  also 
auf  eine  reciproke  Gleichung  reduciren. 
Beispiel.     Die  Yariirte  sei 

a:'*  +  3a:'*  —  Ca:' —  8  —  0  . 
Die  Wurzeln  derselben  sind 

Si'  s=s  2  ,    a;,'  «  —  4  ,    3:3'  ■=  —  1  . 
Es  ist  alsdann 

«»j.  -  /S'  =  -  3"  ■  8  +  6*  —  0 
und 

(14),  ■  Wenn  die  Discriminante 

A  -  s  C2»'  -  9«*  +  27  «)'  -  Ä  ("'  -  ^''' 
verschwinden  soll,  so  genügt  dazu  eine  quadratische  Variation  der 
Wurzeln,  indessen  wird  die  Reaolvente  vom  dritten  Grade.  Setzt 
man  blos  x  —  £  an  die  Stelle  von  x,  so  verschwindet  die  Variation 
s  ^nzlich  aus  der  Function  D^\  setzt  man  aber  (a:  —  zy  anstatt 
X,  so  verschwindet  die  Discriminante  der  variirten  Gleichung,  wenn 
man  annimmt 
a;,' —  a;,' =  (jT,  -  sf  —{xt~  Ky-={x*~x^*)'-2{x^  —  x;)z-=(i. 

Daraus  folgt 

Da  die  Function  B^  drei  verschiedene  Factoren  hat,  so  wird 

H>Wbl«««s,  OTandiBga  d.  ut.  n.  mod.  AlgcbTa,  27 
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418  Vierter  Abschnitt.    SnbsütntioiiBiiiethoden.    IV. 

die  Gleichung  in  e  vom  dritten  Grade.  Sie  ist  ideutJscli  mit  der 
Gleichung  der  halben  Wurzelsummen  der  gegebenen  Gleichung 
f{x)  =  0 .    Dieselbe  lautet  (§  19) 

r"  +  of*  + 1  (rt*  +  b)e  +  -(ab  -  c)  =  0  . 

.       ö.    Die  VariaDten  uad  Retrovarianten. 
Diese  Constauten  sind  bereits  in  §  17   allgemein   entwickelt 
worden.     Wir  berücksichtigen  hier  uur  diejenigen  Formen,  welche 
der  Cayley'schen  Form 

angehören.  Zur  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  der  Function 
bedarf  es  der  linearen  Variation   z  ^ ,  wodurch 

X  ==  x' ,  also  ax'  ^  ax  ^b 

wird.     Die  transformirte  Gleichung  ist  alsdanu 

_oV(i)-(a«  +  t)'-Q  V,(ax  +  b)+V,-0. 

Die  Varianten  sind  für  alle  Ordnungsexponenten  der  Function 
dieselben  und  zwar  hat  die  kubische  nur  zwei,  lümlich 
V^^b*  —  ac  f  (quadratische  Variante), 
Fj  =  26*  —  Zabc  +  a'd,  (kubische  Variante). 
Zur  WegschafFimg    des   vorletzten   Gliedes   diridire   mau    die 
Gleichung  durch  a^,  ordne  die  Glieder  entgegengesetzt  und  sub- 
stituire 

1        1        e        d        d    , 
x-^-d'     7=x+<^- 

Die  Transformirte  ist  dann 

^^(i)-(J  +  .)'-(^)n=(|  +  .)  +  n.-o, 

und 

yi.  s  ^  c'  —  bd,  (quadratische  Retrorariant«) , 
y's,!i^=^<^  —  36cd+od*,  (kubische  Retrovariante). 
6.    Die  Invariauteo  nnd  die  DiscrimiDante. 
Die  kubische  Gleichung  hat  nur  eine  Invariante  Ji,*,  welche 
zugleich  die  Discriminante  7)g  ist,  nämlich  fDr  die  Cayley'sche  Form 
(§§  52  bis  54); 
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S  113.    Die  lüTarianten  nnd  die  Discrimiiuuite.  419 

/..^  =  (bc  -  ad)*  -  4(6*  -  oc)(c>  -  Äd)  =  5g  . 

Hierfür  kaon  man  nach  EiB.en8tein  noch  setzen 
a*Js.,=.fl'53  — (26*  — 3oftc  +  «»d)»-4(6»  — oc)''=  V-4V. 
d»Js,i_d*Jj=_(2cä~36cd  +  (Fo)«  — 4(c*— 6d)''=r3*3-4r,f,. 

Die  DiscrimiDante  ist   von  Wichtigkeit  ftlr  die   PrQfung  der 
Wurzeln  auf  ihre  Kealität  und  Gleichheit,     Ist  lümlich 

a)  Dj>0,BO  sind  zwei  Wurzeln  complex;  , 

b)  Z)g<0,  80  sind  alle  drei  Wurzeln  reell; 

c)  Z),  ^  0,  30  sind  wenigstens  zwei  Wurzeln  einander  gleich, 

ausserdem  alle  drei  Wurzeln  reell- 
Unter  steter  Voraussetzung  reeller  CoefGcienten  der  Torgelegteu 

kubischen  Gleichung  seien 

L     die  Wurzeln  a^i  •=  «i ,     a^  ^  «j ,     a^  =-  Cg , 

also  sämmtlich  reell,  so  ist  offenbar 

Ä («,  -  «.)'(«,  -  ".)'(«.  -  "J" , 

d.  h.  negativ. 

II.  »1  und  !Ci='  «i^ßi  y —  1 ,    a^  =  «s  j 
dann  wird 

Ä  "=  4A'[(«i  -  «s)*  +  ßi']  >  ^-  t.  positiv. 

III.  aTj  ■-  a^  ■=  a, ,    arg  ■=  Oj ; 
dann  ist  J),  =  0 . 

T.    Die  CoTarianten. 
Gehen    wir    wieder    aus  Ton    der  Cayley'schen   Form   eines 
binären  Polynoms 

f-(„,b,c,i)%y)', 
SO  hat  diese  nach  §  57  zwei  Covarianten,  und  zwar  eine  quadratische 
Cs,t  ond  eine  kubische  Ca,j.     Dieselben  sind 

Cj,  ,  =  (ac  —  b'jx'  +  (ad  -  bc)xy  +  (bd  -  c*)  y*, 
und 

Gj,  B  =  (26'  —  3o6c  +  a*d)a^  +  3(6*c  +  o6d  —  2ac«)a:V 
—  SCfcc*  +  acd  -  26»d)a^y*  —  (2c*  —  36cd+  ad*) j/* . 
Zwischen  diesen  beiden  CoTarianten  und  der  Function  f  findet 
folgende  hemerkenswerthe  Relation  statt: 

Cs,s-=  -  4Cg,j  +  7>g/"». 


27* 
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420  Vierter  Abschnitt.    SulwtitntioDBmetfaoden.    IV. 

Die   beiden  Covaiianteo  lassen  sich  in  den  beiden  Varianten 
F»  und   Vg  ausdrücken,  wenn  man  c  -  =  £  —  6  substituirt 

Es  ist  nämlich 

-^o,.,-v,i'-r,i  +  r,-, 

nnd 

^C...-F.£'-67,'£'  +  3nnE-(n'-2n')- 

Ist  in  einem  speciellen  Falle   V^^O,   so  reduciren  sich  jene 
Formen  auf  die  einfacheren 

-°',c..,-r,(i'+r.), 

^ft,i 2F,'(3S'-r,). 

Zwischen   den  Covarianten,  der  Function  und  ihrer  Discrimi- 
nant«  gilt  nun  nach  der  Bezeichnung  von  Clebsch 

und  nach  der  von  uns  angenommenen  Bezeichnung 

I.       4Cl,  —  D,r'-CU. 

Ausser  dieser  gelten  noch  die  drei  folgenden  Relationen,  wo- 
bei wir  der  Einfachheit  wegen  ^  ^  1  annehmen, 

IL      3f.  r  -  2/"'  —  ISCs,,  —  0 , 

m.  c,,,r-2c;,,/-  +  3o;',,f— 0,  , 

IV.     21(a<f'  —  2V,f+B,)  —  ar'  —  Sr,f'. 
Die  GrSssen  f,  f",  Ca,!  und  Ci',s  sind  die  partiellen  Diffeiential- 
quoUenten  wem  f  und  Ca,  %  nach  X  genommen. 

Setzen  wir  zum  Zwecke  der  Discussion  dieser  Äuadrtlcke  e  an 
die  Stelle  von  x,  so  wird 

/■(«)  —  o»"  +'  36«"  +  Sc«  +  (7 , 
/"{«)  — 3(a«'+ 26»  + c), 
r(»)-6Ca.  +  6), 
C, ,(«)  —  (oc  —  hf)i'  +(ad-  },e)z  +  {hd  —  c') , 
C,.,{t)  —  2(06  -  h')i  +  (ad  -  bc)  —  ft, ,(«),  (§  55) , 
c;',,(»)-  2(oc  -  6»)  -  2J,,,,  (S  6ß). 
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§  113.    Die  Covananteu.  421 

Nimmt  man  nuii  an 

C,,t{^)  =  0  (Resolvente  Jly), 
so  gellt  die  Formel  I.  über  in 

C..,(,)-f(,)VD,. 
Wenn  die  Discriminante  2>,  verschwindet,  was  immer  der  Fall 
ist,   wenn   entweder  die  Gleichung  f(z)  =  0  drei  gleiche  Wurzeln 
oder  doch  wenigstens  zwei  solche  hat,  so  wird  auch 
(\,,(z)  =  0. 
Im  ersten  Falle  ist 

ac  —  b^  ^  ad  —  be  =  bd  —  c-  ^  0 , 
d.  h.  Cs,»{z)  verschwindet  identisch;  im  zweiten  Falle  ist 

C's, ,(«)  =  2(ac  -  b')z  +  (ad  -  6c)  -=  0  , 
also 

_   ad  —  bc 
^""       a(«c~-6')' 
Diese  Wurzel  von  z  ist  offenbar  eine  gemeinschaftliche  Wurzel 
der  Gleichungen 

Es  lässt  aber  zeigen,  dass  jener  Werth  von  z  zugleich  der 
Werth  der  beiden  gleichen  Wurzeln  von 

sein  musB.   Aus  Formet  III.  folgt  ans  der  gemachten  Voraussetzung, 
dass  6'ä,j(^)  =  0  und  Ca,  a(^)  =  0  sein  sollen,  sofort 

«.(.)./■(»)  =  0, 

und  wenn  C'ä.gfzJ  von  Null  verschieden  ist, 

und  somit 

__         ad  -  6c 

In  der  That  ist  dies  nur  eine  andere  Form  der  auf  gewöhn- 
lichem Wege  gewonnenen  Wurzelform  der  beiden  gleichen  Wurzeln 


wobei  die  Kubikwurzeln  verschwinden. 

Es  lassen  sich  noch  einige  andere  nützliche  Formeln  aus  den 
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422  Vierter  AbeohniU.    SobetitntioDsinetbodeD.    IV. 

Gleichungen  I,  II,  III  ableiten.    Ist  angenommen,  wie  vorhin,  dass 
Cz,i(e)  yerach winde,  bo  wird 

und  in  Folge  dessen  gemäss  III. 

m  _  2Ci.8(/}  ^  _2V'|i_  _ 

Femer  erhält  mau  in  Berficksichtigang  der  Fonnel  II: 

fjA  ^ 2»,         f\z)_  _  y^ 

und 

3««).  rw-2r». /•(«). 

Verschwindet  demnach  D^ ,  ohne  dass  zugleich  C'i,t  (z)  ver- 
schwindet, was  bei  zwei  gleichen  Wurzeln  der  Fall  ist,  so  muss 
sowol  f(/)  als  /"(ii)  verschwinden,  was  auch  sonst  bekannt  ist. 

Aus  der  Fonnel  I.  ergibt  sich  dann  noch 

FUr  die  späteren  Betrachtungen  wird  es  von  Nutzen  sein, 
diese  Relationen  in  die  entsprechenden  Formen  der  gewöhnlichen 
Gleichung 

f{x)  =  x'  +  ax^-\-bx  +  c  =  0     . 
zu  übertragen.     Es  wird  nämlich 
/■(«)  — »'  +  o»'  +  S»  +  i;, 

rW-2(3,  +  »), 

Cs,i  W  —  Co'  -U)s'+  {at  —  9c)i  +  iV  -  So«)  , 
C,,,{i)  —  2((.'  -  3t)a  +  (nS  -  9»)  , 
C;,,(2)  — 2(a'-3i), 
ft,.W  —  (2o"  -  9oS  +  27 c).-'  +  3(a'S  +  9ae  -  eS')«" 

-3{a6'  +  96(!  -Oo'c)«-  (2i'— no!.c+27c'). 
Die  Formeln  I,  II,  III  und  IV  gehen  Ober  in 
I.  4Cä.,  —  6t,  -  27B,/", 

II.  3/'.r-2r'  +  2G.,  —  0, 

III-  Citf"  -  2C;,t .  f  +  iCl, .  f  —  0  , 

IV.  27/''-2r/+i),  — /■'  — (o'-3i)/-'. 
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§  1411.    Die  Covarionten. 

Nimmt  man  an 

C3,s{z)  =  0,     (ResoWente  II), 
BO  geht  Formel  I.  fiber  in 

Wenn  die  Discrimiuaute  D^  verschwindet,  so  wird  auch 

C3,„(^)  =  0  . 
Im  ersten  Falle  ist 

a'  —  Zb  =  ab  —  dc  =  b^  —  3ac  =  0, 
im  zweiten 

C3,i(^)  =  2(a*  -  3i')2  +  (a&  -  9c}  =  0 
und 


2(a'-3(-) 
Dieser    Werth    ist   zugleich   der   Werth    der   beiden   gleichen 
Wurzeln  von  /"(i)— =0.   Di&  gleichwerthige  auf  gewöhnlichem  Wege 
durch  die  verallgemeinerte  Cardani'ache  Formel  gefundeoe  Wurzel- 
form  ist 

a^i  und  a;j  =  —  g  a  +  -g  /«"  —  3t . 

Für  den  Fall,  dass  Ca.t(2)  •=()  ist,  wird  für  die  gewöhnliche 
Form  der  Function  f{ii) 

TV)  ""  3Cs,s(j)   "  3Ci'a(?)  ' 

m 27), Af)  ^  K'äTj; 

rWl        Cli (s)  .  C'i  t(,z)'      f  {^)  ""  C'Uiz) ' 
und  mit  Berücksichtigung  von  Formel  I. 

rw .  r  w     9/"(^)ci;.w    9.[cb,j{^)j* 

Die  Formel  IV.  kann  dazu  benutzt  werden,  eine  Auflüaungs- 
methode  zu  gewinnen.     Es  wird  nämlich  aus  ihr  för  f{x)  =  0 

fW-(<.>-3i)f(2:)_A, 
oder  wenn  man  der  vorgelegten  Oleichung  die  Form 

—  (i"  +  az*  -\-bx)  =  c 
gibt. 
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424  Vierter  ÄbBchnitt.    SubstitutioDBrnethodeii.    IV. 

[3a:»  +  2aa:  +  fc  —  (a'  -  3&)1  (I^V  —  A  . 

Hieraus  kann,  wie  in  §  145  gezeigt  weiden  wird,  ein  logaritli- 
mischee  Integral  gebildet  werden, 

8.    Ueber  das  Verh&Itnita  der  Warseln  der  CoTarikoten  ed  denen 
der  Hanptfunction. 
Wenn  die  beiden  Covarianten  Cs,3{e)  und  C3, 3(i()  verschwindeu, 
so  finden  zwischen  den  Wurzeln  derselben  und  den  Wurzeln  der 
Gleichung  f(x)  =  0  einige  bemerkenswertlie  Beziehungen  statt. 
Tbeorem.    Wenn 

/■(a;)  =  ar"  +  aa;*  +  6a:  +  c  =  0 
und 

Ol. »(«)  =  (a*  -  3ft)«*  +  {ab  —  9c)if  +  {b'  -  Zac)  =  0 
ist,  so  sind  die  Wurzeln  x^,  x^,  x^  und  Z  einander   äquianhar- 
monisch  zugeordnet,  d.  h.  es  ist 

^:  =  ^f 7,  =  i  +  -^;/:r3.oder-j., 

Beweis.    DrQcbt  man  die  CoefBcienten  der  Covariante  Cm(z) 
durch  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  aus,  so  hat  man 

c...»  -  }  [(«.  -  ".r + fe  -  ',Y  +  fe  -  -f,)']'' 

+ 1  [V(».  -  «.)■  +  ii'fe  -  'if  +  .'■.'fe  -  »■)"] 
-2)' 


=il(».- 

*,)'fe  - 

-  £)■  +  (•■■  - 

■^■.)"fe 

+  («.- 

-ji)"(i, 

-»)'J-0. 

[ieraua  folgt 

(X,  -  K 

1'  (»,  -  »y 

'  ^  (»,  -  ».)■ 

oder  kurz 

I.     i»  +  0" 1 . 

Femer  iat 

Gl. .  (»)  -  r(».  - »,)'  +  (»,  -  *■)  {x,  - »,)]  «■  -  [2«,  fe  -  «,)• + 

(-  r,  -  I,)  (i,  —  »)(3;,  —  i,)(i,  —  «)  +  (i,  -  ai)>(i,  —  <)■  —  0. 
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;  143.    Die  Wurzeb  der  CovarionteD. 


Hieraus  folgt 

- ')  (I,  - 

oder  kürzer 

II. 

P-C- 

=  1. 

Aus  den  beiden  Gleicliungen  ] 

[.  und  II.  folgl 

und 

P+Q- 

1,    P- 

■q-  +  V-3 

p-l  +  iV-3  —  j„  e_i-iy-3  —  j,. 

Die  beiden  Gleichungen  geben  für  P  -H  &  <1^°  zweiftichän  Wertk 
+  1 ,  wovon  nur  das  oberste  Zeichen  gilt,  indem  nur  in  diesem 
Falle  die  Gleichung 

(J,  -  X,)  (:c,  -  z)         (X.  -  ;r,)  {,c,  - j)  _    ,     ,    ' 
(.r,  -  .r,)  (X.  -  >)  "»"  (X,  -  a:,)  (:i,  -  z)         "T  ^ 

ideniiach  verschwindet. 

Auf  einem  etwas  kürzeren  Wege  kommt  man  zu  deuiBelben 
Besultate,  wenn  man  schreibt 

Q,  .(r)  =  [(x,  ~  x,y  -  (x,  -  z,)  (x,  -  X,)  +  (x,  -  x,y]  z' 
~  [2x,{x,  —  x^y  —  {Xi  +  x^)  (Xi  —  x^)  {x,  —  x;)  +  2x^{x,—x^y]s 

+  [3^*(^1  —  *»)*  —  a^ifl^'C*!  —  «*)  (^  —  «i)  +  ^l'i^i  —  3^ä)*]  =  0  ■ 

Hieraus  folgt  sofort 

(■r,  -  x.T  (J^,  ^  z)»  _    (X,  -  .r,)  {X,  -  i)    ,     ,   _  o 
(.<■,  -  x,r  {^,  -  zy         {X,  -  X,)  (.c,  -  2)  T  ^         "  ' 

also 

Da  nun  die  Identität 

(I.  -  »,)  (I,  -  r)  +  («,  -  I,)  (X,  -  ,)  -  (X.  -  x.)  (,r,  -  j) 
stattfindet,  so  folgt  daraus  noch 

Aus  dem  vorstehenden  Theorem  lassen  sich  andere  wichtige 
Folgerungen  ziehen.  Wir  können  zunächst  diejbeiden  Wurzeln  der 
quadratischen  Etesolvente  (Covariante)  C3,  »{z)  <=  0  in  folgender  Form 
schreiben: 
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Vierter  Abgchnitt. 

SnbBtitutioaamethodeD.    IV. 

«,(» 

-!,)+  J,I,(I. 

-',) 

ir.)  +  J,i,(», 

-'.) 

(», 

-!,)  +  /,(»:.- 

».) 

I.) 

ar.a;, 

+  J.a;,».  +  J,x 

l^S 

. +  J,« 

+  J,i, 

' 

x,lx 

-a;,)  + J.a;.  (X, 

-«,) 

«,(«,- 

X,)  +  J,.,  {X, 

-«.) 

<•«, 

-I,)+J,(X,- 

^) 

(«,   - 

-  X,)  -i- ],{X,  - 

»ll 

5Ä 

+  J,/r,i. +  /,a 

I^. 

Sind  demnach  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  sämmtlich 
reell,  so  sind  die  der  Resolvente  conjugirt  complex;  Bind  dagegen 
zwei  Wurzeln  conjugirt  complex,  so  sind  die  der  Resolvente  reell; 
sind  alle  Wurzeln  gleich,  so  verschwindet  die  Covariante  Cs,j(2) 
identisch,  d.  h.  z  ist  willkürlich;  ist  endlich  (j;,  —  x^  =  J,(x^  —  ^"), 
so  ist  g  gleich  <x> . 

Femer  lässt  sich  die  Covariante  schreiben: 

Wir  werden  später  sehen,   dass  diese  Terscbiedenen  Formen   der 
quadratischen  Covariante  Cj,«  im   innigen  Zusammenhange  stehen 
mit  der  quadratischen  Invariante  f  der  biquadratischen  Gleichung. 
Theorem.    Wenn 

fXx)  ==x^  +  ax''  +  bx-\-  c^O 
und 
Ci.3(r)  =.  (20«  -  9ab  +  27c)ä»  +  3(a*6  +  9ac  -  ßb^y     . 

—  d{aP  +  9be  -  6ah)s  -  (21^  —  9abc  +  27c')  =  0 
ist,  so  sind  die  Wurzeln  x^,  %,  x^  und  e  einander  harmonisch 
zugeordnet,  d.  h.  es  ist 

:r-—  Z-  •  ■„'-^-  ■—  —  I ,     öder  2 ,     oder  y , 


Beweis.    DrBckt  man  die  Coefßcienten  der  Covariante  G,s(ä) 
durch  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  aus,  so  hat  mau 

C3,3(s)  =  [(a;,  -  2xt  +  a;,)^  +  (x,x^  -  2x,Xg  +  x^x^y]  X 
[{xj  —  2a^,  +  x,)e  +  {x^x^  —  2x,Xi  +  x^x^]  x 
[{Xg  —  2xi  +  Xj)b  +  (xiXj  —  ^x^x^  -j-  x^x-j)]  -=  0. 
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f  144.    VciaUgtiroemcrang  der  CardaDi'BclieD  Formel. 


Hieraus 

folgen  die 

Gleichungen 

x,x,  - 

2:.,^  +  X,X. 

"' 

-2X,  +  X, 

Zj  = 

J-J  - 

-  2x,  +  X, 

-  _  ^^*^. 

2.r,^,+^.a., 

Dies  sind  zugleich  die  Wurzelformeu  der  kuhischen  Gorariante. 
Sie  liefern  unmittelhar  die  aufgeBtelltea  DoppelverhältnisBe. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Haaptgleichung  reell  sind,  so  sind  es 
auch  die  Wurzeln  von  Cs,s(«)  =  0;  ist  eine  Wurzel  reell,  die  andere 
conjugirt  comples,  so  besitzt  auch  die  Gleichung  Cs,  8(«)  =  0  solche 
Wurzeln;  sind  alle  Wurzeln  gleich,  so  Terschwindet  die  Covariante 
identisch,  d.  h.  .?  ist  -willkürlich;  ist  endlich  eine  Wurzel  das  arith- 
metische Mittel  der  beiden  andern,  so  wird  e^  ao. 

Wir  werden  später  hei  der  Untersuchung  der  biquadratischen 
Gleichungen  sehen,  dass  die  kubische  Covariante  Cs,a  im  innigen 
Zusammenhange  mit  der  kubiacbea  Invariante  ^  der  biquadratischen 
Gleichungen  steht. 

§  144.    Di«  Verallgemelnenuig  der  Cardani'sohen  Formel  naeb 
Lagrasge. 
Die  Wurzelform  der  vollständigen  kubischen  Gleichung  lässt 
sich  leicht  direct  aus  der  Cardani'schen  Formel  ableiten,  indem  man 
die  Gleichung  durch  Variation  auf  eine  andere  reducirt,  in  welcher 
das  zweite  Glied  fehlt 
Gegeben  sei 

a^  +  ax*  -f  6a;  +  c  =  0 , 

Man  bilde  daraus  mit  Anwendung  der  Vieta'schen  Emendation  die 
unvollständige  Gleichung 

x'^  -{-  px'  +  2  =  0, 
indem  man  x  ='  x' a  setzt    Dies  gibt 

i>-=-y(a'-3t),    3  =  ^(2o»-9a6  +  27c), 
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welche  Werthe  man  in  die  Cardani'sche  Formel  eiuzuaetzen  hat. 
Man  erhält  auf  dieae  Weise  die  Wurzelfonn 

X ja 

+  I  Vi  K  -  \  (2a'— 9a6+27c)+i-]/(2a»-9afi+27c)»-4(a»-36)' 
+  jVlY-|(2a»— 9a6+27c)-2-V'(2a*-  9a6+27c)*-4(a»-36f. 

Man  erkennt  auf  den  ersten  Blick,  dass  in  dieser  aUgemeiDen 
Wurzelform  die  quadratische  und  kubische  Variante  auftreten. 

Lagraoge  rerallgemeinert  die  Cardani'sche  Formel  durch  fol- 
gende Modification  der  Methode  von  Hudde.    Man  setze 

x-\-\a-'y-\-  z 

und  erhebe  beiderseits  zur  dritten  Potenz.    Dies  gibt 

ar"  +  aa:^  +  I a'a:  +  ^ a*  =  /  +  ^»  +  ^ije(x  -^\a\, 

oder  nach  Potenzen  yon  x  geordnet, 

x»  +  aa^  +  (I  a»  -  Zyz^  x  ■{■  {^^a^  -  ayz  ~  f  -  ^"j^O. 

Vergleicht  man  die  homologen  CoefScienten  dieser  und  der  ge- 
gebenen Gleichung,  so  erhält  man  die  Bestimmungsgleichungen  für 
y  und  e: 

j,  _  l  („.  _  Si),     ,j'  +  f--  j',  (2»'  -  9»6  +  27») . 

y  und  z  sind  demnach  die  Wnrzelwerthe  der  Resolvente  VII: 

«•  +  i  C2o'  -  9ai,  +  27«)  «•  +  ^  (»<  -'  31.)', 
oder  der  Gleichung  der  Wurzelkuben  von 

«'-(«  +  io).  +  |(o'-36)-0.    (8  168.) 

Von  der  Resolvente  VIl.  sind  die  sechs  Wurzeln 
y,    J^y,    J^y,  '  z,    J,2,     J^e, 
unter  denen  die  Variationen  der  beiden  Gruppen  zur  zweiten  Klasse 
so  zu  bilden  sind,  dass  sie  die  Gleichung 

t,s-'(»'-3S) 
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erfüllen.    Es  sind  also  nur  die  Yari&tionen 

Vi      ^   1   '^i^t      -^i"   I   f^il/i      J^i^ 
zulässig,  und  die  drei   Wurzelwerthe  der  vollstluidigeD  kabiBcheu 
Gleichung  sind 

^i=— 3  «  +  !/  +  «, 

§  145.    VeraUgemeineniiig  der  Methode  von  Landen*}. 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 
a^  +  aa;*  +  fta;  +  c  =  0 . 
Man  bilde  zunächst  die  Derivirten  des  Absolutgliedes  c, 

|ä--(6i+2«), 

Man  multiplicire  i£e  letzte  Differenzialgleichung  mit  c*c  und  inte- 
grire.    Dies  gibt 

Die  Conetante  ,C  wird  bestinimt  durch  die  Erwägung,  dass  ftlr 

ic  =■  0,     ^  ,  ■=  —  i     und     y-:i  •"  —  2ff 
wird.    Ee  ist  demnach 

06  =  i  (4a'j  +  C,     C 2(a*  -  3ft) . 

Folglich  ist 

-12K-(D)"-^('''-3»), 
oder 


*)  Hui  vergl.  §  133. 
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Biese  Gleichung  verwandele  man  in 


2Y3  ' 


multiplidre  mit  8c  und  integrite.    Dae  Tollständige  Integral  ist 

Die  Constante  ergibt  eich  ans  der  Erw^ang,  dass  flir 

X  =  0,  c  =  0    und    5-  =  —  b 
wird;  mitliin  iBt 

Schafft  man  die  Constante   auf  die   linke  Seite  und  quadrirt,    so 
erhält  man 

[3V3. .  +  H/I. «(<..- i»)]'-±«..-3*). 

Die  linke  Seite  ist  die  Discriminante  D,.    Setzt  man  noch  in  der 
Klammer  zur  Rechten 

|i  _  -  (3.^  +  2ax  +  h) 

ein,  80  wird 

A  -lix'  +  2ax  -  (»■  -  4  J)J  (liy  • 

Indem  man  weiter  hieraus  die  Quadratwurzel  zieht,  erhält  man 
durch  Transpoeition 


r-- 


3"|/«'  +  ^(a^'- 


Durch  Integration  dieser  Gleichung  und  in  Erwägung,  dass  X  und  c 
zugleich  verschwinden  müssen,  erhält  mau 
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<:  +  ^a+ya:'+lax-\(_a'-ib) 


-Vl"l/-s(2»'-9»!'+2'«)  +  s>^^' 

Bezeichnet  man  die  rechte  Seite  mit  «  Yl   und   tranaponirt,  ao  er- 
hält man 


Wenn  man  nun  beiderseits  zum  Qaadr&t  erhebt,  erhält  man  durch 
Tranaposition 


i(<.'-36)-yT.»'-2i/T.»y?'+|<ix- j(a'-46) 
und  wegen  der  Beziehung 

utler 

I     1  1  5/r         I    2  irfi     a'  —  36 

^+3"=  2 ^^'"+9^^  ■ — ;: — 

Setzt  man  ftlr  u  seinen  Wertb  wieder  ein,  so  erhält  man  die  be- 
kannte Wurzelform  (§  144) 


x-~la  +  l'yi   (7_A(2a'_9oi  +  27e)  +  il/27D, 
+  I  >^' V^  (20»  -  9a6  +  27c)  -  i  V2TB, . 

§  146.    Methode  Ton  Enlbe  mittels  Anwendung  der  Bedncentn 

(6)     a'  -Sß  —  0«). 
Gegeben  sei  die  ToUstäniüge  Gleichung 
«»  + Ol' +  61  +  5  —  0. 
Mau  suche  dieselbe  auf  die  Form 

(:.-  +  m)'  +  «-0 
ZU  reducireu.    Entwickelt  man  die  Redacirte  in 

a;'*  +  Smx'*  -f  3m*a:'  +  »»»  +  n  =  0 


•)  AnaljtiHohe  Entdeckungen  u,  e.  w    S,  95;  V^riot,  Compt.  rend,  LX, 
p.  556.     Pari«  1665.     Man  vergl.  §  79  b. 
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oder  kurz  in 

x''  -^-^KX'*  +  ßx'  +  y  ^  0  , 

so  erhält  man  durch  Yergleichung  der  homologen  Coef&cienten  die 
Bedii^^gsgleichungen 

welche  sich  auf  die  eine 

a'  —  3,3  =  0 
reduciren  und  worin  wir  die  Form  der  Reducente  (6)  erkennen. 

Diese  Reduction  lässt  sich  nun  aber  nicht  durch  einfache  Va- 
riation der  vorgelegten  Gleichung  beschafTen.  Denn  setzt  man  in 
der  Variirten  (§  143,  1) 

a»  _  3^  -=  (3^  +  a)'  —  3(3^» .+  2az  +  6}  =  0, 

so  erhält  man  wieder  o*  —  36  ^=  0. 

Halbe  geht  deshalb  aus  von  der  Substitution 

X  = \-  z 

und  ordnet  das  PolTnom  nach  Potenzen  von  u,  wie  folgt; 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nun  mittels  der  Beducente  (6)  auf  die 
obige  Art  reduciren.   Die  Bedingung  wird  erMUt  durch  die  Gleichung 

(3**  +  2ae  +  6)*  —  Z{tr'  +  az^  -j-  6^  +  c)  (3^  +  o)  —  0, 

d.  h.  sie  lässt  sich  auf  die  Resolvente  II. 

(o*  —  36)  «*  +  («6  —  9c)  ^  +  (6*  -  3öc)  =  0 

bringen.    Die  Wurzelwerthe  dieser  Gleichung  sind 

^'  1  -  {ah  —  9c}  +  V{ali^  9c)'  ~  i {a' -_ab)Jf>*~-  3«c) 

ü,i  "    _J(,a'-3b)   ^ 

—  {ab  —  9c)  ±y3fl, 

=         2 («'"-- ab)  ■      ■ 
Aus  der  Keducirten 

folgt  nun 
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u,--\A+}j,Ta'-21C; 
und  endlich 

oder  auch 

«i  =  ^+>.,    ^  =  -^  +  «»,    a;B  =  ^  +  £j, 

je  nachdem  in  A  einer  der  beiden  Wurzelwerthe  xs,  und  «^  der 
Besolventfi  eingesetzt  worden  ist. 

Die  Ton  V^riot  gegebene  Methode  ist  nur  eine  Wiederholung 
der  Entdeckung  von  Hulbe. 

§  147.    Hnlbe's  Methode  der  AuflÖsnng  durch  die  Blldnng  der 
Gl«iohimg  der  Wnrzelquadrat«  der  Varürten*). 
Da  es  nicht  gelingt,  die  Variirte  mittels  Anwendung  der  Re- 
ducente  (6)  auf  den  Eubns  eines  Binoms  zu  bringen,  Tersuche  man 
es  mit  der  Gleichung  der  Wurzelquadrat«  der  Yariirten 
x''  +  ax'*-\-ßx'  +  y=0. 
Man  setze  x'  >•=  y^und  bilde  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate 

j^  _  („t  _  2ß)s'  +  (p'  -  2«).),  -  /  _  0 . 
Nimmt  man  nun  an 

(a»  —  2ßy  —  ^ß'  -  2ay)  —  0, 
MO  wird  die  Gleichung  in  y  von  der  Form 

s'  +  Äy'+^A'y  +  C-O. 
~    Zur  Bestimmung  von  A  und  C  hat  man 


•)  Hulbe,  AnBljtische  Entdecknngen  a.  s.  w. 

L.  Matthieasen,  Neue  AuflCsangen  n.  a.  w.  ZtBchr.  f.  Math, 
Vdl.  S.  134.    Leipiäg  1863. 

SchlSssel    zu  Heis's    Änr^^bensainmlnng.    II.  Bd.   §  95  a 

Köln  1878. 

MallhlHun,  GrBndiDM  d,  ut,  n.  mod.  Algrbn.  SB 
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i-^*  =  ^*_2aj-=3^*  +  4air'  +  2aV  +  2(aJ-3ß>  +  i*  — SfK-, 
—  C  =  J,ä„(^ä  +  a^«  +  6^  +  c)l 

Die  beiden  ersten  Gleicliangen  liefern  die  -Resolvente  IX : 
y  —  3&)if»  +  y  (2«"  —  7fl&  4- 9c)? 

+  i  (a*  -  4a»6  +  Gac  +  &*)  =  0, 
woraus  ein  Werth  von  g  gefunden  wird  und  somit  auch 
a:  =  a;'  +  »=-Vy  +  s. 
Die  drei  Wurzelwerthe  von  y  sind 

y,,  y,,ys  =  -TA  +\}/Iyai^^27~c. 

Zur  definitiven  Berechnung  von  x  iat  daun  noch  Über  das 
Vorzeichen  von  Yy  zu  entscheiden.  Die  vorstehende  Methode  liefert 
also  auch  fremde  Auflösungen,  wie  dies  bei  allen  Substitutionen 
höheren  Orades  als  dem  ersten  der  Fall  ist.  Die  Substituirte  ist 
nämlich  eine  quadratische,  weil  aus  der  Annahme  a;  =  'l/y  + ^  fo'gt 
a^  —  2ex  -f- Ä*  —  y  ^  0. 

Demnach  lässt  sich  durch  die  Substitution  einer  quadratischen 
Function  die  ßeduceute  (6)  erfüllen. 

1,  Beispiel.    Aufzulösen:  g^  —  Sa;  -|-  2  ^  0. 

Die  Resolvente  dieser  kubischen  Gleichung  ist 

«*  +  2  +  Y  =■  0 

und  ihre  Wurzeln  «j  ^  —  j  j  j^i  "=  —  .>  '    Daraus  berechnet  man 
^  =  _  6-,  C  -=-/=  —  llg;  also  ist 

j,=2i,  x'=y^  =  ±l. 

üeber  das  richtige  Vorzeichen  entscheidet  man  durch  Pro- 
biren oder  durch  Substitution  des  zweiten  Wurzelwerthes  von  s 
in  A  und  G.  Im  vorliegenden  Falle  gibt  das  letztere  Verfahren 
offenbar  denselben  Werth  von  x.  Daher  sind  beide  Vorzeichen 
gtUtig  und  die  Gleichung  hat  zwei  gleiche  Wurzeln,  wie  vorher- 
zusehen  war,   da   die   Discriminante   aus   e  verschwindet    Es   ist 
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a;  =  ^i  +  a;'  =  —  y+g-;     a;,  =  l,    «g  =  l,     x^^  —2. 

2.  Beispiel.    Aufzulöaen:    3;*  —  24a;  —  48  =  0  . 
Die  Resolvente  ist 

^  —  30^2  =  0, 
'und  ihre  Wurzeln  «,  =  1 ,  ^j »—  2 .     Für  s,  =  1  findet  man 

A 51,    C=-/  — -71»;    j/=  17 +|'l28=.  22,03968. 

Daraus  ergibt  eich 
a;'  =  +  V'if  =  + 4,69464;    x  =  «,  +  3:'=4:  4,69464  +  1. 
Ueb^  das  wahre  Vorzeichen  von  x'  entscheidet  der  Wurzei- 
werth  £j .    Ffir  diesen  findet  man 

^  =  —  60,    Cr=-88»;    sf  =  20  +  V^=^256  —  13,65040  . 
Daraus  ergibt  sich 
x'^±  yy-~  ±  3,69464;     a;  =  «,  +  «'-.  +  3,69464  +  2. 
Demnach  ist  das  obere  Vorzeichen  zu  nehmen.     Die  Gleichung 
hat  nur  eine  reelle  Wurzel,  da  die  Discriminante  positiv  ist,  oder 
die  Kesolyeute  reelle  Wurzeln  besitzt.    Die  Wurzeln  sind 
«1  =  5,69464 ,    a;j  und  3^  =  —  2,84732  +  0,532  Y^^ . 

g  148.   Eine  dritte  SabetltntloiisinetlLode  von  Halbe  mittels  An. 
Wendung  der  Reduoent«  (6)  a*  —  3/J  =  0*). 
In  der  vorgelegten  vollständigen  kubischen  Gleichung 

f(x)=-a^  +  ax'-\-bx  +  c  =  0 
.^ubstituire  man 

und  ordne  die  resultirende  Gleichung  nach  Potenzen  ron  u,  wie  folgt 

„»_}.(3sS_|-2aÄ+6}M*+[3i*+4ox^+(«*+3&)2*+(a6  +  3c)^+ac]M 
+  [2^4-  202»+  (o'+2ft)^+  2(ai+ c)F>+(6*+2rtc)2*+  25(r«  +c*]=0, 

oder  kurz 

M»  +  oM*  +  /3w  +  y  —  0 . 

*}  Halbe,  Analyt.  Entdecknn^D  n.  a.  w.  S.  94. 
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Durch  Einführung  der  Reducönte  (6)  gelangt  man  zur  Resol- 
vente  11: 

(o»  -  5b)e^  +  {ab  -  dc)e  +  (ft*  —  3ac)  =.  0. 
Den  Werth  von  u  erhalt  man  aua  der  Gleichung 


(«  +  |.y-i(«'-27rt-0. 

1  ist  also  X  bestimmt.  Mit  Hülfe  der  F 
ie  Ausdrucke  noch  abkürzen.    Es  ist 

X  -  - 1  r  (») + 1  v7>r^2i7>) , 


Dadurch  ist  also  x  bestimmt.  Mit  Hülfe  der  Formeln  in  §  143, 7. 
kann  mau  die  Ausdrucke  noch  abkürzen.    Es  ist  zunächst 


und  wegen 


/■■W-Ic^./-», 


« -  - 1 rw  +  i  rw  l7i  -  36  ^i-^rw 

Gemäss,  der  Substitution 


,w-|/ci:aW'-36^c,;^« 


Wenn  Dg  =Oiet  und  nicht  zugleich  C?,s(ß)=:0,  so  ist /"'(«)  =0 

und  den  Entwickelungen  in  §  143,  7  gemäss 

_   n!'  —  9"         _  2(ft'  — 3ae)  * 

X~^Z^        2(a'— 3(1)™  ab  —  9e    ' 

oder 

X \a  +  \Va'-U. 

Die    Gleichung   hat   dann   zwei   gleiche  Wurzeln  von  diesem 

Werthe.    Sie  hat  drei  gleiche  Wurzeln  gleich j-ooder  —  jY^b 

oder  —  Y^,  wenn 

«»  — St-^O,     ah~9c  =  0,     undfi'  — 3ac  =  0. 
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g  149.  VerberaenutgeinerTlertenSabBtltiitioiisinothodevonHiilbe*). 
Bei  einer  der  Hulbe'schen  AuflösuiigBinetliodeii  der  quadra- 
tischen Gleichnngen  ist  bemerkt  worden,  dase  Hulbe  zur  Äuflö8UI^; 
aller  GleicbuDgen  von  den  ersten  vier  Graden  Torschlägt  zu  sub- 
stituiren 

«  +  s 

Er  fuhrt  dies  aber  selbst  nicht  aus,  sonst  würde  er  auf  die 
Gleichung  y  =  z  gerathen  sein,  was  unstatthaft  ist  Zur  Auflösung 
der  kubischen  Gleichungen  räth  Hulbe  an,  z  willkürlich,  von 
Null  verschieden  anzunehmen  und  die  Reducente  (6)  einzusetzen, 
was  aber  auch  nicht  zum  Ziele  führt. 

.Wir  Bubstituiren  nun  ähnlich  wie  in  §  105  allgemeiner 

-      ._„^=:i±:l. 


Setzt  man  ferner  —  u  an  die  Stelle  von  — ,  ^,  an  die  Stelle 
von  V  — ,  ^  an  die  Stelle  von  v,  so  erlüilt  man  die  B^zout'sche 
Function  **J 

Diese  Substitution  ist  zuerst  von  Bretachneider  zur  Auf- 
lösung der  vollständigen  kubischen  Gleichung  angewandt  worden. 
Der  Werth  von  g  ist  ein  Wurzelwerth  der  Besolvente  II.  Dieselbe 
Function  haben  wir  bereits  zur  Auflösung  der  Gleichungen  ersten 
und  zweiten  Grades  unter  der  Bezeichnung  „Methode  der  falschen 
Substitutionen"  (reguJa  falsorum  s.  AtsoJ  alrkhaieMyn)  angewandt. 
Die  Methode  verdient  als  eine  allgemeine  Methode  zur  Auflösung 
der  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  unstreitig  vor  allen  übrigen 
den  Vorzug,  besonders  aus  dem  Grunde,  weil  sie  die  Wurzelform 
in  symmetrischer  Form  darstellt.  Sie  soll  deswegen  weiter  unten 
ausführlicher  entwickelt  werden. 

•)  Analftisclie  Entdeckungen  u.  b.  w.    g  91. '] 
•^  Hau  vergi.  g  lOl  and  g  140, 
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438  Vierter  Abechnitt.    SubatitutioiiBmeUiodeii.    IV. 

%  150.    Hetliode  von  Hallet  und  Gookl«  mittels  Einßhriuijr  der 
Reducente  (8)    ß*  —  Say  =  0*). 
Wir   haben   in   einer   der  Torangehenden  Methoden  gesehen, 
dasB  die  Reduction  der  Tarürten 

l-  +  ««"  +  ^«-  +  ,.-0 
auf  die  rein  kubische  Form 

(a;'  +  m)»  +  n  =  0 
nicht   mittels   der  Reducente  (6)  k*  —  3^  =  0  beschafft   werden 
kann.     Dies  gelingt  dagegen  leicht  mittels  der  Reducente  (8) 
/3*  — 3ay  =  0. 
Sie  wird  hierdurch  auf  die  rein  kubische  Gleichung 
(»Mx'  +  M)*=p*a;'" 
gebracht.    Entwickelt  man  diese  Sub3titutto::i8gleichung  in 

(m»  -/)j;'>  +  5m'nx'*  +  3f»n»a;'  +  »'  =  0 
oder 

und  vergleicht  sie  mit  der  Tarürten  Glied  ffir  Glied,  so  sind  die 
Bedingung^Ieichungen  der  Identität 

3w'»     ^  3ffni'     ^  „  n'       ^ 

m*  —  p'        "'     nt'  —p*        P'      m'  —  p^        ^' 
woraus  sich  sofort   die  Reducente  (8)  ergibt.    Setzt  man  in   der 
Variirten  jetzt  ß  =y3ay  und  dividirt  durch  x'\  so  resultirt 

(^)"  +  K?a)'  +  f  ©  +  }=». 

welche   eine  Redueirte  ist  und  sidi  auf  den  Kubus  einer  zwei- 
theiligen  Grösse  bringen  läast,  nämlich 

Auch  kann  man  zufolge  der  Substitution  setzen 

x'  =  — j ^  ■ 

pyr-m. 

*}  Hallet,  NoY.  Act.  3ociet.  Upeal.  III.  p.  249.  1T80;  Cockle,  Cambr. 
Math.  Jonrn.  Nr.  XII.  toI.  II.  p.  346.  1841;  XIX.  1848;  Grnu.  Arcb.  I.  854{ 
Ztflchr.  f.  Math.  u.  Phys.  VIU.  S.  138.  1863}  BretBchneider  in  Gran. 
Arcb.  IV.  S.  419,  1843;  Alexandre  in  N.  aon.  math.  XXV.  1866. 
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§  IGO.    Methode  Ton  MaUet  and  Cookie.  439 

Es    bleiben  also   noch  die  Crrössen  a,  ß,  y  zu   beatünmen 
welcheB  nach  Mallet's  Verfahren  auf  folgende  Weise  geschiehi 
Die  gegebene  Gleichung  sei 

a^  +  ax^  -\-bx-\-c  =  0. 
Man  setze  a;  ™  «'  +  ü  und  man  wird  erbalten 
a:'»  +  (3ü  +  o)a:'»  +  (32*  +  2a2 +  %'  +  («*  + arä_|_  j^  _^  c)  =  0. 
Um    die    Gleichung    auf  die   substituirte   Form    zu   bringen, 
nehmen  wir  an,  ea  sei  ß*  —  Say  =  0  oder 

(3^  +  2ai!  +  by  —  3(3«  +  a)(e^  -\-  aa>  +  be  +  c)  =  0. 
Dies  gibt  die  quadratische  Besolvente  II: 

(ö»  —  36)3*  +  (ab  —  9c)r  +  (6»  —  3ac)  =  0 . 
e  wird  demnach  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt^ 
welche  zwei  Werthe  von  der  Eigenschait  liefert,  daas 


wird.    Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Zaß  and  transponirt, 
so  erhält  man  • 

(ax'  -\-  ßf  =  a{a*  ~  bß)x'', 
und  wegen 

ö»— 3(3  =  0*  -36, 


ax'  +  ß  =  x  /(fl*  -  Zh)  (3«  +  a) . 
Setzt  man  wieder  x'  •=  x  —  e,  so  erhält  man 


Mallet  setzt  bun  vorläufig  a  ^  0,  indem  er  die  allgemeineren 
Formen  später  wieder  aufnimmt.  Die  Wurzelformel  wird  in  diesem 
Falle 


Setzt  man  -r-  6  =a  M\  a  =^  Z*,  so  wird 
'  Z*  +  M 


'-f?^^-f(^'-^)-^^- 
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oder 


Aus  der  Resolvente 
folgt  uunmelir 
und  die  Cardani'sche  Formel 

Wir  kehren  zu  der  vollständigen  Gleichung  in  x  zurtlck.  Es 
mögen  noch  die  Wurzelformen  für  einige  specielle  Fälle  unter- 
sucht werden. 

1.    Es  sei  a*  —  36  =  0;  dann  ist 


Daher  wird  vermöge  der  varüriien  Uleicfaung 

aa:  -(-  6  =  (6'  —  a^c)". 

2.  Es  sei  &*  —  3bc  ■=.  0.    Dann  ist 

Man  Hudet  daraus 

ax  -\- }}  •=  X  {a^  —  3a6)'. 

3.  Es  sei  ah  —  9c  ^0.   Die  Resolvente  ergibt  alsdann 

und  Maltet  findet  die  elegante  Relation 

zx  —  yä 6  "^ Va  +  yzb) 

4.  Unter  Zusammenfassung  aller  drei  Beducenten  sei 

o*  +  ö&  +  6»  —  3(6  +  3c  +  ac). 
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i  161,    Methode  von  Arndt.  441 

Dane  ist  e  einwerUiig,  nämlich 

6'  —  3ae 

Der  Wurzelwerth  der   Tariirten  Gleichung  ist  dann  gegeben 
durch  die  Beziehung 

ax'-\-ß  =  x'(tc^~  ^ußy. 

%  151.   Methode  von  Arndt  mittels  Einfähmng  der  Redncente 
(8)  ^  -  3«y  =  0*). 
Gegeben  sei  die  rollständige  Gleichung 
3^  -(-  ax^  +  6a;  +  c  =  0 . 
-  Man  bilde  die  Gleichung  der  reciproken  Wurzeln  der  Vanirten, 
nämlich 

und  aubstituire 

r(J.)-3r(|.y+ 2?  (,■,)  +  .-., 

Multiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  einander  und  subtra- 
hirt  dayon  das  dfache  der  reciproken  Wurzeln,  so  erhält  man 

2(ß'-3a,)l  +  {«ß-S,)-uv. 

Durch  Einführung  der  Reducent«  (8)  wird  ■ 
UV  ^  aß  —  dy 
und 

(a*  -  3b)e*  +  {ab  -  9c)«  +  (6*  —  3oc)  =  0 . 
Weil  nun  v'  "^  dyu  ist,  so  ergibt  sich  daraus 

und  aus  der  zweiten  Substitution 

^-  „      «r »r  ? 


*)  Arndt,  Beitrilge  zur  Anfl.  der  kub.  und  biquadr.  Gleichungen  & 
Fiogr.    Spandau  1864. 
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oder 

.•__i:(i_j/rv'^^). 

Macht  man  den  Nenner  rational,  eo  resultirt 

*■■ 1 «-  j>^ {'^«'=8«  -  ,\  V^  M?^^?  ■ 

Dieee  WuiTelform  lässt  sich  noch  vereinfachen  durch  Berück- 
sichtigung der  Beziehung 

a*  —  3ß^a'  —  U. 
Daraus  folgt 

x'  =  X  —  e 

3-  «  -  T  [>^ KR^^3i)  +  K' Vi («* -36)*] 

und 

•     » i<.-il/?^^[vTK+V'i'l/^^]. 

Nun  ist 

„  — !1<,J-«        2a>-9a6  +  27c±l/3^ 
«  =  3«  +  a=-     — ^j^,_--j^j , 

und  man  erhält  auf  diesem  Wege  wieder  die  Terallgemeinerte 
Cardani'sche  Formel. 

§  152.  Methode  von  Bretschoeider,  die  kabisohe  GlelohiiDg  mittela 
der  Bedooente  (7)    aß  —  9y  =  0  äoftnlfiBeit*). 
DieForm  der  Discriminante  der  allgemeinen  kubischen  Gleichung 
i>3  =  1  (06  —9c)»  -  -i  (o»  —  36)  (6«—  3ttc) 

filhrt  uns  leicht  auf  den  Gedanken,  zu  versuchen,  ob  die  algebraische 
Form'  ab  —  9c  eine  Reducent-e  der  kubischen  Gleichung  sei.  Dies 
ist  nun  in  der  That  der  Fall,  wie  zuerst  tod  Bretschneider  ge- 
zeigt worden  ist  Bildet  man  die  Varürte  mittels  der  Substitution 
x^MM  x'  -{-  y  und  setzt  aß  —  9y  ^  0,  also 

(3y  -f  a)  (3y»  -f  2ay  +  6)  -  9  (y»  +  0/  +  fcy  +  c)  =  0, 

•)  Grun.  Ärch.  IV.  S.  419.  18*3.    Man  vergl,  anch  Mallct,  Nova  aoa- 
lyuB  aequationnin  etc.    Nova  Acta  UpsaL  S.  262.  1780. 
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§  lös.    Methode  von  Bretachneider.  443 

so  erhält  mau  die  ßesolvente  IVa: 

2(a»  -  3fc)y  +  (ah  —  9c)-=  0. 
Um  nun  die  Rcdncirte 

x">  +  ax"  +  /Ja:'  +  y  a/S  =  0 

aufzulöeeD,    gibt    Bretschneider    folgeude    elegante    allgemeine   - 
Auflösung  der  kubischen  Gleichung.    Derselbe  substituirt  die  Be- 
zout'sche  Function 

in  die  Variirte  und  ordnet  nach  Potenzen  yon  «,  wie  folgt: 

+  [.,(3»,.,  +  «h  +  «,]  +ß)  +  (o«,J,  +  M  +  »,]  +  3,.)]«» 
+  K(3«,«,  +  «[«,+  «,]  +  «  +  («»,»,  +  ()[»,  +  «,]  +  3/)]« 

Man  hat  nun  ü,  und  3j  so  zu  bestimmen,  dass  die  mittelsten 
Glieder  verschwinden.    Dies  geschieht  durch  die  beiden  Annahmen 
I.     3«,«s  +  a[^,  +  2^]  +  |3  =  0, 
II.    ««1«, +/)[«, +  ^i]  +  3y  —  0. 
Die  transformirte  Gleichung  wird  demgemäss 

Aus  den  Gleichungen  I.  und  11.  folgert  BretBchneider  noch 

«  +  ä«,      "«,'+|l«,      pv+sr»,' 
Da  «  drei   Werthe  hat,   so  findet  man  aus  denselben  mit 
Hülfe  Ton  2,  und  2,  leicht  die  drei  Werthe  Ton  x.   Es  folgt  aber 
aus  I.  und  IJ. 

Demnach   sind   z^  und  ü^  die  beiden  Wurzelwerthe  der  qua- 
dratischen Resolrente  11: 

{a*  —  3/J)z»  +  (aß  ~  9y)^  +  (^  -  Say)  =  0. 

Da  nun  zuvor  angenommen  worden  ist,  es  sei  aß  —  Oy  =  0, 
80  wird 


^[(a'^-6b)y-'-\-(ab-5c)fj+{h^-3ac)] 
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oder 

,.  ^  -,^!\j-  =  iß   und    '^^+^.  =  y^'L^Vß     ^M^j^tj 
4(a'-8ö)«  3^'  ax'-Vsp  '^    a+ysß     ^  ' 

Die  UfllfsresolTeiite  ist  demuacli  die  quadratische  IV  b: 

4(a»_3J)V~3Ds  =  0. 
Die  Wurzelform  der  vorgelegten  Gleichung  wird  nun  auf  fol- 
fulgende  Weise  bestimmt.    Zunächst  iat 

Daraus  folgt 

Mit  Rücksicht  auf  u,  ist 

^.  =  ia^-«),  ..  =  i(Ä'-«), 

folglich 

^ ,        1  (g'-«)+  (A'-»)w,  _  1  g'  +  ?»V        1  „ 
*>  ~  3  1  +  M,  ~  3    1  +  »,  3  " 

1        ,     1  g*h—h'g  1  1     1  /      I    I, 

--»«+3Tr:T- j" -»!'%  +  *)• 

Aus  Ug  und  u,  findet  man  weiter 

a;^  und  «3  =-  3«  + ä^t-  -  2 

Die  Werthe  von  f/  und  A  berechnet  man  aus 


1/3  n,      ^  (an'  —  0u&  +  a7e)  +  3t/3/>a 

2  '  («'  —  3  6)™  2(0'  —  8(1)  ' 


.3  ,0^ 3        V3-P,      _  (2«'-9at.  +  27e)-3VäI^ 

.'*    ~  «  +  ■^«:;  —  ß  —  2  ■  („.  _  3  6)  —  ^  2(a'  -  3b) 

Endlich  findet  man 

a:=a;'  +  y=i— -a  —  --  gh{g  +  Ä) . 

Ist  a  =  0,  so  erhält  man  wieder  die  ältere  Wurzelform  von 
Bezout. 
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S  163.    Auwendang  der  KeduceDte  (T).  445 

§  153.  Eine  andere  Methode  der  AnflöBimg  mittels  Anwendong 
der  Eeduoente  (7)  «^  ~  9y  =  0*). 
Da  die  vorhergeliende  Methode  eine  allgemeine  von  der  apecielleu 
Änwenduag  einer  Redacente  anabhängige  Methode  ist,  so  wollen 
wir  noch  auf  andere  Weise  zeigen,  wie  man  zu  den  Wurzelformen 
mittels  Reducente  (7)  gelangt.  Bildet  man  die  Variirte  und 
führt  wie  zuvor  die  Reducente  (7)  ein,  so  erhält  man  die  Re- 
ducirte 

x''  +  ax'*  +  (3a;'  +  I  ß(J  =  0  . 

Zar  Berechnung  der  Coefficienten  bedarf  es  der  Auflosung  der 
linearen  Resolvente  lYa. 

2(ö>  -  U)ii  +  (ab  -  9c)  =  0  . 

Man  muss  hiernach  vermuthen,  dass  es  zur  Reduction  der 
kubischen  Gleichung  noch  einer  zweiten  und  zwar  quadratischen 
Resolvente  bedarf.  Zu  derselben  gelangt  man  auf  folgende  Art; 
Man  subatituire 

("■ + i «)  -  i  >'«'^^  [v^H^«  +  v''^^»]  -  » ■ 

Macht  man  diese  Gleichung  rational,  so  resultirt 

('^'+i«)"-i(»' —■)(«'+ j")-Ä«(«*-'^-''- 

Man  bringe  die  Variirte  auf  die  ähnliche  Form 
(''  +  !'■)'- st«'- 3«  («•  +  i<.)  +  s«("*-S«-0. 

Aus  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  dann  folgende  Beatini- 

mungsgleichungen  für  «  und  v: 

,„      ,      ,              2n'  — 9«6  +  27c 
.__.__  (3,  +  «) il,._-u~, 

8  y  S2>, 
a(a"'"-3fc) 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  die  zweite  ßesolvente  IVb: 
4(0*  —  3byy'  —  3Da  =  0  . 


*)  Matthiesaen,  Die  algebraischen  Methoden  etc.   3.  21.  Leipzig  1860. 

S<:hiaBselzarÄufgabeD8aDiailimgT0iiHeia.§95b.Nr.31. IV.  Kala  1878. 

Arndt,  Beitr^.  S.  6.  Spandau  1861.  ' 
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Demgemäas  ist  nun 
»,'=  _i  ^a-l'a'-iß  Q'-  a+VTß  +  >'-o-)/3^)] 

=  -  3  [«  +  v'«"'^^ä'/»  (v'"  -  Käu  +  V'^1'3?)] 

Die  GrSssen  a  und  /)  werden  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

ag'  — 9a6+  27c         „  9i>, 

"~        2Co'-36)  '      P^4(a'  — 36)«' 

»'-3^  — a'-3S. 
Multiplicirt  man  in  der  Wurzelform  x'  den  Dividenden  nnd  Di- 

3. 

visor  mit  Ya  +  y'S^ ,  so  wird  daraus 

oder 

'  =  _1  [2"^  —  9»''  +  !If    I     T/2a'  —  9a6 +  876+3^3^ 
^    °^         3  L       Hfl* --31')  "^   r  2 

_L  l/^a'  —  9a6  +  a7e  —3^37^"] 
EDdlich  ergibt  sieh  hieraoB 


Mau  erhält  alle  drei  Wurzeln,  wenn  man  zuvor  in  der  Wuntel- 
form  der  Variirten 

an  die  Stelle  von  y  1    nach    einander    die   Werthe    1 ,   </,    und  J^ 
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§  154.    Methode  von  Alexandre.  447 

§  154.    Hetbode  von  Alexandre  die  kaliisclie  Glelcliimg  mittels 
der  Bedacente  (7)    aß  —  9y  =  0  aii&iüös«n*). 
Mau  bilde  mittels  der  Resolvente  lYa: 

2(a*  —  Sb)e  +  (ab  -  9c)  =  0 
die  Reducirte 

,:-'  +  „x''  +  ß^-  +  laß-0. 
Jetzt  aubstitüire  man  weiter 

dies  gibt  die  Gleichnn^ 

9W  +  «(»'+  1)  +  «  (9'  +  |(»)(»'  -  l)  +  »H3f-ß)(»  +  1) 

+  ««(j'-l(i)(..-l)_0. 

Setzt  man 

also 

4(a»  —  36)>*  -  3i>,  =  0  ,  (IVb)  , 
so  verschwinden  die  beiden  letzten  Glieder  der  Gleichung  in  w  nnd 
y  und  die  beiden  andern  Glieder  geben 
.^«  — Sy 
«  +  3y' 

1  x'  berechnet  werden  kann.    Es  ist  dann 


8^     —      s,-  a. 

K-  sy-v'T  K  +  ay 

Für  die  Grösaea  a  und  ^  gelten  dann  wieder  wie  in  der  vorher- 
gehenden AuflÖBungsmethode  die  Gleichungen 

^'  ~^ab  +2U      „_       9i), 

"  ~      "2(a'  — 36)         '      P  ~  4(a'"— '36)*' 
a»  -  3«  =.  o' —  36  . 


•)  Noiiv.  Ana.  de  Math.  11.  S^r.  T.  IX.  p.  299.  Pttria  1870. 
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§  155.    Verallgemeinerong  der  Methode  von  Lookliart. 

Ja  §  142  ist  eine  Methode  von  Lockhart  zur  Auflösung  der 
UBTollstöudigen  bubischeD  Gleichung  mil^etheilt.  Dieselbe  lässt 
sich  auf  verschiedene  Art  zum  Zwecke  der  Auflösung  vollständiger 
kubischer  Gleichungen  Terallgemeinem. 

Wir  aubstituiren  x  —  —  a  ^  x'  und 

3„e>_|(a»_3t)j,_-i(2o»-9a6+  27c) 


8«'-3t4e-g{a'-36) 
Hierdurch  erhält  man  folgende  kubische  Gleichung  in  ti: 
"'  -  3^  [(o*-3fc)«*  +  \  (20"  -  9aö  +  27c)«  +  |(a*  -  3fr)»1  h 
+  äfr"  [  f2«'  -  9«&  +  27c)F>  +  2(a«  -  3fc)V  ,  ' 
'     +|(fl'  -  3ö)(2a»  -  9oi  +  27c)« 

+  ^([2a='-9a6  +  27c]*  — 2[a*-  Sft]*)!  =0. 

Setzt  man  den  zweiten  CoefGcienten  gleich  Null,  so  erhält  man 
die  BesolTente  X: 

(a»  -  Uy  +  I  (2«'  -  9at  +  27 c)«  +  |  («'  -  Uf  =  0 , 

und  die  Gleichung  in  u  wird  rein  kubisch. 
Wenn  die  Discriminante 

A  -  ^  [(2»' -  S«»  +  2'«)' -  4«.' -  3t)'l 

verschwindet,  so  verschwindet  auch  das^bsolulglied  der  Gleichung 
in  u  und  u  wird  gleich  Null.     In  diesem  Falle  ist 

2(<.'-36)i  +  -^(2<.'-9a6  +  27c) 


*  9e'  -  (o'  —  36)  0  ■ 

Wenden  wir  auf  diesen  Ausdruck  die   gewöhnliche  Meüiode 
der  DifferenzialrechnuDg  an,  so  erhalten  wir 

'  „  _  V^  -  36)  _  £        (g*  -  a&)* 
'^^    "  18i  ™  3  (2a'  — 9o6  +  27c)' 

^,a       4  (g'  -  86)*  _  1  ,  ,        «,., 

^     ^9(2ü''-9o6  +  27c)"~  g"*-"    ~  ^"J 
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§  155.    Verallgemeiiierte  Methode  von  Lockhart.  449 

und 

Wir  köuneii  die  Methode  noch  abändern,  indem  wir  enbsti- 
tuiren  x  =•  x'  4-  e  und 


^       3.,-+[ü«.+  f(a--»t)].  +  |(a..+  a 


-»') 


S.'  +  (8«  +  2.)J  +  (au  +  1.) 

Pies  gibt 

»' ,',    ..  [(<••  —  81)»'  +  (ot  _  9t)  »  +  (f  -  3oe)] « 

'(■+k') 
,',    .,  U2if -9ai  + Hey  +  S(a'b  +  Sac  -  Wy 

—  3(aV  +  9bc  —  eo'c)  »  —  (2J"  —  9o!)i:  +  Sic')]  —  0  . 
Diese  CileicliuDg  ist  dadnrcli  merkwürdig,  dasB  in  ihr  die  Co- 
variant«n   Cb,i(«)  und   C3,s(£)' auftreten.     Sie  lässt  sieb   also  Imrz 
schreiben 

H'+i")  "{'+?•) 

Setzt  man 

e,,  s  (i)  =  (o»  —  3&)2»  +  (ab  -  9c)e  +  (&»  —  3oc)  -=  0 , 

(Reeolvente  II), 
so  wird 

»{•+1") 

Wenn  die  Discrimina^te  D^  verschwindet,  so  wird  wegen  der 
Formel  §  143,1.  auch  C3,3(£)=0,  a1sou=0.    In  diesem  Falle  wird 

,_^2(a'-  36)g  +  [ab  —  9e)  ^  0 
"        3(8z'  +  2oz  +  &)         ""  0  ' 

Man  findet  hieraus  weiter  die  bestimmten  Werthe 

2(a'  —  S6)  a(o'—  86)' 

^         e(3?  +  n)  *"  3(2o'  —  9ab  +  27c) 


2C«'  -  3ft) 
UsUbtruHi,  Grandios«  d.  ut.  n.  mod.  AlgtbriL 
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4.'')0  Vierter  Absclmitt.    Sabstitationsmethoden.    IV. 

§  156.    Methode  von  Solilesicke*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

«*  +  ax^  -\- hx  -{-  c  =  Q  . 
Man  substitoire 

Hieraas  ei^bt  sieb  die  ResolTente  VII: 
«•  +  i  (2o' ^  9»i,  +  27cK  +  i  («' -  36)' -  0 , 
oder  kurz 

/  +  ^ä"  +  I  (^*  -  C»)  =  0  . 
Die  Wnrzeln  derselben  sind  auch  Wurzeln  der  Gleichung 

«'  +  |(^  +  C)-0. 
Angenommen  u^yU^^u^  seien  die  Wnrzelwerthe  der  Gleichung 

und  VijVjjVj  die  Wurzelwerthe  der  Gleichung 

»"  +  1(^  +  0-0. 

Dann  ist 

Es  sei  nun  u,  eine  beliebige  Wurzel  der  ersten,  v^  eine  solche 
der  zweiten  Gleichung,  dann  ist 

«'+\{A-C)-0,    i>'+i(^  +  C)-0 

oder 

»■--i(4-C),     r<_-i(^+0). 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  miteinander,  so  erhält  man 

*)  üeber  die  AuflOaang  der  Oleicbnngea  des  III.  Grades  von  Omnert 
und  Schlesicke.    Grunert'«   Arcb.  Bd.  XI.    S.  346.    1S48. 
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g  IGO.    Hetiiode  von  Schleait^e.  451 

«'•'-i(^'-C')-4(«'-3i')'- 

Durch  Auflösung  dieser  reinen  kabischeD  Gleichung  erhält 
man  nun 

uv=.>^.i(a»  — 3fc), 

d,  b.  das  Froduct  einer  Wurzel  der  ersten  Gleichung  in  f  in  eine 
Wurzel  der  zweiten  Gleichung  in  e  ist  entweder 

~ia?  —  U),  oder  |(a*  — 36)J,  oder  \{a*~U)J^. 

Es  mögen  nun  Uj  und  ff,  diejenigen  Wurzeln  der  beiden 
Hülfsgieichungen  sein,  deren  Product  -^{a*  —  Zh)  ist,  so  dass  also 
«,  «^  =  j-  (o*  —  36)  isf^  BO  ist  ofisnbar  auch 

«,«3  =«3^  =  1  (a*  —  36)  .  , 
Nach  der  Annahme  ist  dann  allgemein 
"•-i..+i(a'-SS) 


Wir  können  also  auch 


setzen.     Dann  ist  ebenfalls 


d.  i.  nach  den  vorangehenden  Deductionen 
•.•,(l4,-|a)  +  U, 


T'  +  ^l+'i- 


Ferner  Icöimeii  wir 


eetsen.    Dann  iat  auch 
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Vierter  Abschnitt. 

SubatitutioDam 

thoden 

IV. 

oder 

u.r,(«.^io)  +  |(a« 

-36).-,          «, 

.^.- 

I»)  +  -.- 

UtV, 

»,c, 

i,  =  -i 

a  +  «,  +  v. 

Endlich  kUnnen  wir  noch 

V-j 

<•%  +  ^  (■>'  - 

Si.) 

Xg 

% 

BCtzen. 

Dann  ist  auch 

-."■(«• -1") +  §-<«' 

-  Sb)v,           u, 

i^ 

-i»)  +  ..v 

3^  = 

11,  e, 

«=  „ 

"a". 

oder 

^^ 8  «  +  «*»  +  «*  • 

Hifimacfa  sind  die  Werthe  der  drei  Wurzeln 

1        I  ■ 

*i  *=  ~  3  «  +  »1  +  "i  . 

^  -  - 1  a  +  J, «.  +  /.f , {a-l  (u,  +€,)+ 1(« -f,)l/=^, 

^ ^a-\-J,u,+J,v,-^  -  ^a-^{u,  +  v,)~\(u,-v,)y-d. 

Das  hier  entwickelte  Verfahren  von  Schlesicke  und  Grunert 
kann  als  eine  Verallgemeinerung  der  Substitution smethode  Ton 
Vieta  angesehen  werden. 

§  157.    Methode  von  Grunert*). 
In  der  Tollatandigen  kubischen  Gleichung  substit-uire  man  die 
lineare  Function 

ar  —=«  +  «  +  w . 
Es  gilt  nnn  zwischen    drei   Grössen  u,  v,  w  stets   folgende 
identische  Gleichung 

(„  +  „  +  „)._  3»  («  +  «  +  »)>  +  3  {«■-.»)(«  +  .  +  <•) 
—  (it' +  ^  +  «f  ~-  8««i«)  —  0  . 
Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  der  rorgelegten 

(«  +  »  +  «.)■  +  <l{«  +  »+»)■  +  K«  +  V  +  !(.)  +  t  -  0  , 

•)  Qrunert,  Die  allgemeine  Cardani'eche  Formel.  Grün.  Afch.  XL. 
S.  246.     186S. 
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167.    HeUkode  TOn  OniDert.  453 

80  ergebet)  aich  daraua  folgende  Bestimmung^leichuugen  für  u,  v 

u ia,    u'-vw-\h,    »'  +  <r'+K/'-3»»ii> c. 

AuB  der  ersten  nnii  zweiten  folgt 

c»  —  i  (a»  —  36) ,    3ai,K>  — —  i<i(o'— 3ii); 
aus  diesen  beiden  und  der  dritten 

^  +  uf j'j  (2i!'  —  i)ai.  +  27c) , 

Dernuach  sind  v  und  w  die  Wurzeln  der  Resolvente  VII: 

zf  +  i(2a'  -  OaJ  +  27c)a»  +  jj,  (»•  -  Sl)-  -  0  . 
Mau  findet  nnu  leicht 

und 


«.  =  -3  V'I  ]/ -  I  (2^'  _  9a6  +  27c)  -  I  >^  . 

Die  sechs  Wurzeln  der  Gleichung  in  e  sind  nun 

V,  ,     /i  «1 ,     Ji  t), , 

MI,  ,      Jj  tPi  ,    Jj  w,  . 

Da  das  Product  aus  zwei  coojugirten  Wertheo  von  e  reell,  natu  lieh 

vtc  ^  -Q  ("'*  ~  ^^) 

sein  80II,  80  sind  nur  drei  Variationen  jener  Gruppe  zulässig,  nämlich 

Demnach  sind  die  drei  Wurzelwerthe  der  vorgelegten  kubischeti 
Gleichung 
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454  Vierter  Abeohniti.    Subita  tu  tionBmettaodei].   IV. 

DrQckt  man  Alles  durdi  v  aus,  so  geht  die  Substituirte 

über  in 


welche  in  der  vorbeigehenden  Methode  von  Grunert  und  Schle- 
sicke  angewandt  wird. 

§  158.    Methode  der  AnflÖsmig  kablscher  Gleiohmtgen  durch  die 
Bildimg;  der  Olflichnng  der  Wurzelkoben  dar  sobstltiiirten  Fnnctlon*). 

£e  ist  bereits  in  §  ISö  eine  von  Hulbe  erfundene  elegante 
ÄuflöBungamethode  für  die  unvolktändige  kubische  Qleichung  ent ' 
wickelt  worden.  Dasselbe  Princiß  ^st  sich  mit  demselben  Grade 
von  Einfachheit  veral^meinem  zu  einer  AutlSsungsmethode  der 
vollständigen  Gleichung 

3?  +  aa^  +  &a:  +  c  =  0 . 

Wir  gehen  aus  toh  der  Substitution 

und  bilden  hiervon  die  Gleichung  der  Wnrzelkuben  von  «;  dieselbe 
lautet  gemäss  §  25: 

««  -  r  a;»  +  aa:«  + 1  (o»  -  9«)a:  +  ^ (o"  -  27 ««)]  iJ*  +  »'  =  0 . 

Setzt  man  im  CoefGcienten  des  zweiten  Gliedes 

i(o>-9»)-i, 

80  geht  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  Qber  in 

^  (2a»  -  9ab  +  27c) 

und  man  erhält  wieder  die  Besolvent«  YII: 

»•  +^(2»'  -  9ab  +  2^c)^  +  ^(a'  -  Uf-O. 

Weil  nun  x-\-  jO  der  Coefficient   des  *  zweiten  Gliedes    der 


*]  Mut  verg).  g  13B,  mid  Hatthieiien,  SchlfltBel  m  Heis'  Äufgabeo- 
"   Bd.  «  Böb.  Nr.  81.  VI. 
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g  IM.    Anwendnng  der  Bednoeate  (tO).  455 

Substituirten  ist,  so  iet  x-^  —  a  gleich  der  Summe  zweier  conju- 
girter  Wurzelwerthe  von  x,  deren  Produet  ZiZ^  gleich 
„_i(„«_3J) 

sein  muss.  Diese  Wurzeln  ?,  und  2,  können  auch  comples  sein 
(casus  irreductibilts).  Die  drei  Wurzel  werthe  der  voi^elegten  Gleichung 
sind  wieder 

a:,  =  —  g^o+J,Ä,  +  Jji^  , 

Xs  =  —  "ä  a  +  Jj  £,  4-  Ji  «s  ■ 

§  159.    Methode  der  AuflÖBong  einer  kobisohen  OlelDhimg  mittels 
Einfühnrng  der  Sednoente  (10)  i^~21y=0*). 
Bildet  man  aus  der  Gleichung 

y'  +  Äf  +  lA'y  +  C-O 
die  Gleichung  ihrer  Wurzelkuben 

y»  +  SC/  +  J^  (4«  +  27^*0  +  81C*)f  +  C"  =  0 

und  identiGcirt  dieselbe  mit  der  Variirten 

ä''  +  «sf*  +  ß^'  +  y  "=■  0  , 
80  genügt  dieselbe  offenbar  der  Beducente  (10) 
tt^  —  21y  =  0. 
Bildet  man  demnach  von  der  vollständigen  Gleichung 

die  Variirte  und  setzt  a,'  —  27y  =  0,  so  nimmt  diese  die  Form 

an,  wo  s  bestimmbar  ist  durch  die  {{«solvente  Va: 
9(o*  -  3h)z  +  (a*  -  27  e)  =  0  . 
Um  die  Variirte  aufzulösen,  suche  man  die  Gleichung  ihrer 
£tibikwuizeln 


*)  Die  algebnÜBchen  Metboilen  etc.  D.  §  2B.  Leipzig  1S66. 
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456  Vierter  AbeohniU.    Subatitntionamethoden.    IV. 

/  +  ^j,«+|^'j,  +  c-o. 

Zur   Berechnung   der   un bestimmten   Coefficienten   A   und    Ü 
hat  man  - 


C-i«,     Ä-yla+lyba<+12fi 
Öder 

4       1/3(2«'  —  iah  +  a7c)  ±  9  YäÜ^ 

£b  ist  folglich 

r«  4. 1  jY  _  1  f^»  -  27  et (a«°-fl«&  +  a7c):p8V3^ 

l^y-h  3- -1^    =■271.-1   —-ä't-J—  18(a«-36) 

und  weiter 

!'--j4  +  j-v'l{'^'-2't'. 
Daraus  resultirt 

I- -  jfi  -  -  i  (a  -  J'T fa?^ 27C) 

'  und 

a:  =  a;'  +  ^  . 
Neben  der  linearen  Reaolvente  Va.  ist  offenbar  noch  die  rein 
quadratische ' 

oder 

(o*~36)»i)*- 31^3  =  0     (Vb.) 
zur  Auflösung  erforderlich. 

§  160.    Methode  Ton  Sommer*). 
Von  der  kubischen  Gleichung  bilde  man  die  Yarürte  und  setze 

,      ,  ,  M+l  1+14 

Ordnet  man  die  Transformirte  nach  Potenzen  von  u,  so  er- 
hält man 


•)  Grnnert's  Arch.  XXVII.  S.  36t.  18B6. 


lyGoo^^lc 


Methode  TOn  Somioer. 

3y>. 


Diese  Gleichung  wird  rein  kubisch,  weun  man  die  mittleren 
Olieder  gleich  Null  setzt,  wenn  also  augenommen  wird 

Sy»  -  «1/"  -  ^y  +  3y  =  0  . 
,  Aus  diesen  beiden  Qleichungen  folgt  durch  successive  Addition 
und  Subtraction 

*  ß-Sy-,   r-i«»'. 

piese  beiden  Bestimmungsgleichungen  ergeben  unmittelbar  die 
Reducente  (7)  «(3  —  9^  =  0  und  führen  somit  zur  Resolvente  IVa: 
2(ö»  —  5b)s  +  (ab  -  9c)  —  0 . 
Da  nun  auch 

isi^  so  besteht  neben  der  linearen  Resolrente  IVa.  auch  immer  noch 
die  rein  quadratische  IVb: 

Ko»— 36)V  — 3A  =  0. 

Man  findet  nun  weii«r 

'     y  s'  +  'r  +  ft  +  l       '  '  K  (aj  +  oj  +  s»' 
und  aus  der  aubstituirten  Fonction  folgt 


('^«1+»       •/ ,  ]/(3i  +_«>  -Jy 
"(i-<)-S        '  '  K  (».  +  a)  +  3!/' 


woraus  man  die  Waizelwerthe  der  TorgelegteB  kubischen  Gleichung 
erhält,  nämbch 

,  _  ,        „  >^(Sr  +  ,)  +  3y  +  {'(Si  +  .)  ^ 

"  —  '  —  y  T/—-^-^^=      i,  =  • 

K(3r  +  a)  +  3J  -  VC»«  +  a)  -  Sj 

wobei  ee  gleichgtUtig  ist,  welchen  der  beiden  Werthe  von  y  man 
einsetzt    Man  kann  die  Wurzelform  anch  noch  verwandeln  in 


„Gooi^lc 


458  Vierter  Abschnitt    SubatilaUoDBmethodeD.     IV. 

' -3  ["  +  hSi+W-  Sf  (v'C3i+ a)  +  %  +  VTS+T)  -  3»)] 

Setzt  man  fDr  y  und  ir  ihre  Werthe  aus  den  Regolventea  ein, 
so  erhält  man  die  verallgemeinerte  Gardani'sche  Formel  Man  er- 
kennt in  der  Formel  die  Beziehungen  leicht  wieder,  welche  auf- 
treten, wenn  die  Reducente  (7)  in  die  Variirte  eingefflhrt  wird  oder 
diese  die  Form 

annimmt. 

§  161.    Die  Methode  der  blsohen  Sabstitntloneii*). 
Gegeben  sei  die  allgemeine  kubische  Gleichung 

aa:»  +  6a^  +  ci  +  d  -=  0  .  > 
Sind  «i  und  s^  zwei  Substitutionen   fOr  die  Unbekannte  x, 
welche  den  beiden  Gleichungen 

3a0,z,  +  b(,,  +  z,)  +  c  =  O, 
6if,iJj  +  c(«, +  «j)  +  3rf  =  0 
genügen  und  sind 

o«!^  4-  ^■^1*  +  *^^i  +  <^  "■  Vi  j 
ai,'  +  h!,'  +  e,,  +  d-v.- 
die  Fehler  der  Gleichung,  so  ist 

Yfi — y  1  y  Vi 

Um  dies  zu  erreichen,  nehmen  wir  an,  es  sei 


Es  ist  diese  Snbetituirte  ganz  dieselbe,  deren  wir  uns  schon 
zur  Auflösung  der  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades  bedienten, 
und  die  Methode  dieselbe,  welche  unter  dem  Namen  regvla  fatsomtn 
bekannt  ist.  Die  Ausdrücke  x  —  ^^  und  z  —  e^  heissen  Fehler 
der  Substitutionen,  9),  und  ip^  die  beiden  Abweichungen  (falsa, 


*)  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phyt.  XV.  S.  46.  IS70.   SohlSaael  in  Heis'  AoT- 
gabeiuaiDiiünDg  11.  %  06  b.  Nr.  81. 11.  Uao  vergl.  auch  oben  9  84,  §  101  u.  S  1&3- 
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S  IGl.    Methode  det  folsohen  SabBÜtatioDeii.  459 

arab.  al-khata'ain).  Durch  die  substitairte  Function  von  x  sucben 
vir  nun  zu  einer  Reducirteu  in  u  and  zn  einer  Resolvente  in  e 
zu  gelangen.  Dies  kann  auf  verschiedenen  Wegen  erreicht  werden. 
Man  setze  den  Werth  von  x  in  die  vorgelegte  Function  f{x) 
ein  and  ordne  nach  Potenzen  von  u;  dies  gibt 

—  [(3flV  +  2ft«i  +  c)s,  +  (6V  +  2ce^  +  3d)]u* 
+  [(3aV  -i-  2bxt  -i-  c)gt  +  (ftV  +  2ce^  +  3d)]u 

—  (0;B,*  4-  62,"  +  CA',  +  <*)  =  0  ■ 

Diese  Gleichung  wird  rein  knbiscb,  wenn  die  beiden  mittleren 
Glieder  verschwinden,  wenn  mau  also  setzt 

(3a«g»  +  2&«j  +  c)/!,  +  (bBt'  +  2c«j  +  3  d)  =  0 , 
(3aei*  -j-  2ie,  +  c)«.  +  (&«i*  +  2c?,  -f  3d)  —  0. 
Subtiahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander  und  dividirt 
durch  z,  —  «, ,  80  erhält  man 

I.    3a«ii(j+&(2, +2,)  +  c  — 0. 
Multiplicirt  man  diese  mit  «,  und  subtrahirt  sie  von  der  ersten, 
80  erhält  man 

IL    iÄ,2ä  +  c(Ät+2,)  +  3d  =  0. 
Aas  I.  und  II.   zieht  man  nun  ohne  Schwierigkeiten  die  der 
quadratischen  Govariante  entsprechende  Resolvente 

(&*  —  3ac)2*  +  (hc  —  9ad)3  +  (c*  —  36<i}  ==  0 . 
Die  Gleichung  in  u  wird 

«8  _  A!il  =  u*  —  ^  =  0 
/■(',)  9t         ' 

also 

Da  nun 

'   '<  {'»■ 

ist,  BO  folgt  daraus  das  Theorem,  dass  sich  die  beiden  Fehler  der 
Gleichung  zu  einander  verhalten,  wie  die  Kuben  der  Fehler  der 
Substitationen. 

Bezeichnet  man  wie  sonst  die  Kubikwurzeln  der  Einheit  mit 
1,  J,  und  Jf,  so  sind  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
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4()0  Vierter  ÄbBcfanitt.    SubatitutioiiBmethodcn.    IV. 

*»  =  ■!,■- T"^ — 

Beispiel.    Gegeben  sei  die  Gleichung 

Die  ßesolvente  ist 

7fl*  +  202+  12  =  0, 
und  ihre  Wuizelwerthe  «,  ^  — - ,     ^^  =  —  2  . 

Nimmt  man  den  Wurzelwerth  21  =  —  i^ ,    so    ist  der  erste 

Fehler  der  Gleichung  <pi  ^  —  ;„gö  i  "i'nmit  man  den  zweiten  Werth 

üj  =  —  2,  so  wird  der  zweite  Fehler  ?>»  = j~-  ■     Die  drei 

Wurzeln  sind  demnach 

2  7-31/T9  2  7  —  3/,  T/'S 

-    s,  =  —  V ^ — ,      ^*  "=  —  ^ T —  , 

'    1  -  |/49  1  -  Ji  y  49 

2  7—3/,  y/49 

§  162.  Ueher  verschiedene  Wurzelformen,  welche  darclt  die  Methode 
der  &lscheB  SnbstitotloneD  gewonnea  werden*). 
Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  ungemein  fruchtbar  das  in  der 
vorangehenden  Methode  angewandte  Bezoufsche  Princip  der  Sub- 
stitution fOr  die  Theorie  der  höheren  Gleichungen  ist.  Es  lassen 
sich  mittels  desselben  eine  Menge  von  symmetrischen  Wurzelformen 
und  damit  zugleich  eine  Reihe  von  Substitutionsfunctionen  herleiten. 
Wir  gehen  dabei  ans  von  der  gewöhnlichen  Form  der  vollständigen 
Gleichung 

a^  +  oa^  -\- bx -{-  c  =  0 , 
während    wir    nne    vorbehalten,    die   Resultate    der   Forschungen 


•)  VergL  §  108  und  §  162. 
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der  neueren  Algebra    an    der  Cayley'schen    ^orm   der   kubiechen 
Function  zu  demonstriren. 
Wir  Betzen  nun 


wo  V :  tc  zur  Verallgemeineruag  an  die  Stelle  von  u  gesetzt  isi 
Erbebt  man  die  erste  dieser  Gleicbungen  zur  dritten  Potenz  und 
ordnet  nach  Potenzen  der  Unbekannten,  ao  erhält  man 

J  _  3  ;.-=lM!  ^  -I-  3  '4=:A'JL' »  ^  '■'  -  «■:-.  _  0. 

1  —  u'  '  1  —  u'  I  —  m' 

Dnrcb  Yergleichung  der  homologen  Coefficienten  dieser  und 
der  ursprOo glichen  kubischen  Gleichung  erhält  man  folgende  Be- 
stimmungsgleichungen fOr  z^  und  e^: 

3        32,  +a  _  3g,' -6        z,'  +  c 

Aas  jeder  dieser  Quotientengleichungen  erhält  man  die  Resol- 
Tonte  II: 

(a'  —  36)«*  +  (oft  —  ^c)e  +  (fc'  —  3oc)  =  0 . 

Bildet  man  mittels  der  zweiten  nach  x  aufgelösten  Form  der 
Substituirten  die  Gleichung  in  ti,  so  verschwinden  die  mittleren 
Glieder  und  man  erhält  noch 

Mittels  einfacher  Verwandelungen  dieser  und  der  vorhergehenden 
Quotienteogleichungen  ergeben  sich  nun  folgende  Ausdrücke  ftlr  u, 
Ton  denen  vier  schon  von  Bretschneider  angegeben  worden  sind, 

S         Se^+a         8£i^6         ^■'_  +  _?         a^i'  +  fc^,         fc^,' +  3ea,' 
"   ""  8e,  +a""  3/,'  — fr        ?,'  +  c°^a«,»+6/;  ""  iz/ +  3cr,» 
az*-&c^         Z, •  +  a^.H-_l^,  +_£         (^,  +_?)' -  («6  -f) 
ag.*-3cg,        i.'  +  ö?,*  +  6e.  +  c        (r,  +„)»_(«(._-c) 

Diese   Ausdrücke    geben    eben  so   viele  verschiedene  symme- 
trische Ausdrücke  für  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung. 
Nimmt  man  den  ersten,  so  ist 
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.,ya. 

+  o  - 

-.,/,  y-Si, +  . 

{/Sz 

-+-.- 

-  J,  ftir+  a 

'.yt-, 

+  o- 

-^J.j/a.,  +  « 

Wir  wollen  hier  noch  einmal  die  Bedingungen  der  Realität 
der  Wurzeln  aus  der  Beschaffenheit  der  R«Bolyente  herleiten.  Aus 
derselben  folgen  die  Relationen 

2(a«  -  3&K  +  (»*  —  9c)  —  +  V'S  Ä, 
2(a»  —  36)2,  +  (ab  -  9c)  =  —  V'SA, 
und  hieraus 

Ist  demnach  D^^^O,  so  wird  g^  =  s,  und  x  =>  £,  d.  h. 
ab  —  2c 

Mnltiplicirt  man  die  oben  angegebene  Wurzelform  von  a:,  im 
Dividenden  und  Divisor  mit  1/ y  (a* — 36),  so  geht   sie  über  in 

».]/- -^  {2«' ~  906  +  a7c)  -  J  l/35;-^.|/^  i  (2«' ~  9a6  +  27c)  +  I  >/3^ 

]/ _ I  (a „. _  9 afc  +  27 c)  -  I  ySA  -  ]/-^(a»'  -  9 a6  +  27 c)  +  I  ^S»; 
eine  Form  der  Wurzel,  welche  sich  ebenfalls  durch  ihre  Symmetrie 
auszeichnet.     Sie  nimmt  für  Dg  <=  0  die  unbestimmte  Form  -  -  an. 
Für  die  Realität  der  Wurzeln  gelten  folgende  Sätze: 

a)  Ist  die  Discriminante  Dg  positiv,  also 

i)g  =  i  (06  —  9c)»  -  I  (ö*  -  36)  (6*  —  3ac)  >  0, 

80  sind  die  Wurzeln  der  Resolvente  II.  reell,  die  eine  Wurzel  der 
kubischen  Gleichung  reell,  die  beiden  andern  complez. 

b)  Ist  die  Discriminante  D^   gleich  Null,   so  hat  die  Resol- 
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Tente  zwei  gleiche  Wurzeln ;  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
Bind  sämmtlich  reell  und  zwei  unter  ihnen  einander  gleich. 

c)  Ist  die  Discriminante  D^  negativ,  ao  hat  die  EeaolTente  zwei 
complexe  Wurzeln,  die  kubische  Gleichung  dagegen  drei  reelle 
Wurzeln  {casus  irrediidibilis). 

Um  dies  noch  auf  andere  Art  als  früher  zu  beweisen,  setze 
man  die  beiden  Werthe  von  i  in  die  Function  ein  und  bezeichne 
die  Werthe  der  Function  oder  die  Fehler  der  Gleichung  beziehungs- 
weise mit  ipi  und  ipf. 

Es  wurde  im  Torhei^ebenden  Paragraphen  gefanden 


y^,  ~  j,  yq,. 

Sind  e,  und  ^  reell,  so  sind  es  auch  die  Werthe  von  9;,  ■=  /"(ü,) 
und  9,  =  /"(ä,)  und  ebenso  von  a^ .  Die  beiden  andern  Werthe 
Xf  und  Xg  dagegen  sind  comples,  wie  aus  ihren  Ausdrucken  un- 
mittelbar hervorgeht. 

Sind  £,  und  e^  complex,  also  etwa 

Ä|  ™  tp  +  vi,    ^g  =  w  —  vi , 
so  wird 

Man  setze  nun 

M+Ni-=R  (cos  d  +  »  sin  *) ; 
dann  ist  nach  dem  Moivre'schen  Satze 


y^,  =  B'  (cos 
yipi  =  S,^  f  cos 
J,  y^^M=B^  (cos 
J,  ^,™Bi(cos 
J^  y'^^  1=  JJ*  (cos 
J,  y'^  =  B^  ^cos 


^  -|~  t  sin 


;»). 


[2«  +  »)  +t8iii|[2«  +  »l), 
[2«  +  »]  —  •  sin  I  [2)1  +  »]j , 
[4«  +  »]  +  i  sin  \  \iti  +  #]) , 
[4«  +  »]  —  i  sin  3-  [4ii  +  «]) . 
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Bezeichnen  wir  die  drei  Werthe  toh  (Jlf  +  Nt) '   mit 

so  ist 

^   ^  (IC  — p»)  (m,  +H,i)  —  (m  +  t..-)(iH,  —  w,  0  _^  «en,  —  cm, 
'  ("i  +  %  0  —  {»H  —  «1 0  %         ' 

(w  —  vi)  (m,  +  n,i)  —  (to  +  PI)  (M,  -  w,!)  _  wn,  —  tu», 
^  (m, +  «,  .■)-('».-",  0         •  % 

(«■  -  Pf)  (.».  +  «,.-)  -  («  +  o,-)  (m,  -  n,.-)  _icn,-vm, 
^  "      (•».  +  «.0-('".-",0  «, 

In  dem  zweiten  Falle  sind  -also  alle  drei  Wurzeln  reell. 
Beispiel.  Aufzulösen:  i*  —  6a:*  +  llx— 6  ■=  0. 
Die  Besolrente  ist 

ai_4i  +  4y— 0, 
und  ihre  Wurzeln 

z,  und  2j  =  2  +  -  -  y —  3 . 
Demgemäss  ist 

9, -ft«,)  —  iv-'s,  v,-n',)-iv^^- 

Hieraus  ei^bt  sich 

ti*  =  y,  :  y^  =  —  1 
und 

5-^-^  =  Y—  1  =  —  yT  =  —  1  oder  —  J^  oder  —  Jj . 
Aus  dem  ersten  dieser  drei  Werthe  erhält  man 

"i  1  -  u,     "^  ~2  ~  ""      ' 

aus  dem  zweiten 

.-(-;+|v^.) 
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In  diesem  Beispiele  stösst  man  nicht  anf  die  bekannte  Schwierig- 
keit, welche  sonst  die  Wurzelausziekung  ans  complexen  Ausdrücken 
in  dem  irrednctibeln  Falle  bietet.  Dies  kommt  daher,  dass  die 
Variante  2a' —  9ab -\- 2^  c  verschwindet,  oder  was  dasselbe  ist, 
dass  die  Beduceute  (9)  I.  in  die  vo^elegte  Gleichung  eintritt. 

§  163.   Von  einigen  speciellen  Fällen  der  kubischen  Glelohong. 

Es  gibt  einige  Keducenten  der  kubischen  Gleichungen,  welche 
weder  auf  eine  lineare  noch  eine  quadratische  Besolvente  der  Vari- 
irten  fahren,  also  entweder  keine  Besolvente  überhaupt,  oder  auch 
nur  eine  neue  kubische  Besolvente  ergeben,  so  dass  sie  keine  be- 
sondere Verwendung  für  Auflösungsmethoden  finden.  Sie  sind 
aber  nichtsdestoweniger  in  ihrem  Auftreten  beachtenswerth.  Da- 
hin gehören  die  Beducenten  (9)  I.,  (9)  II.,  (11)  und  (17),  nämlich 
„,  I.  j2a^-9ab  -|-27c=0,  (11)  a>c  —  b'  =  0, 
^^     II.   I  26'  -  9afrc  +  27c*'=0,       (17)     ö6-c— 0. 

Wir  wollen  hier  einige  Theoreme  Über  dieselben  beweisen. 

1.  Theorem:  Die  Beducente  (9)  I  oder  die  kubische 
Variante  verschwindet  jedesmal,  wenn  die  Wurzeln  der 
kubischen  Gleichung,  eine  arithmetische  Progression 
bilden. 

Sind  Xj,  Xt,  x^  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
3^ -\- aa^ -\- hz -i- c  ^  0 , 
so  ist  bekanntlich  nach  dem  Satze  von  Harriot         , 
^  —  (a:^  +  Ig  +  ^a)^  -\-  {^i  ^  -i"  ^i  ^s  +  ^i  *a)*  —  x^x^x^^O. 

Wenn  nun  2Xi  =3^  +  1»,  d.  h.  die  eine  der  Wurzeln  das 
arithmetische  Mittel  der  beiden  andern  ist,  so  geht  die  Gleichung 
über  in 

a?'  — |(^s+%).'^+|E(ic*+a^)'+2a;^^B]x--2-flria;s(3:a-f  a^)  =  0. 

Aus  der  Vergleichung  dieser  mit  der  vorgelegt.en  Gleichung 
folgt 

^s  +  ^s  °=  "^  q  "  j     *8  ^3  ■=  ^  ~  o"  '^^     ifj  itg  (a^a  +  .Tj)  =  —  2c . 
Diese  drei  Gleichungen  bestehen  nur  neben  einander,  wenn 
2a'  ~  9a6-f  27c  =  0. 

2.  Theorem:    Wenn  die  Beducente  (9)1  verschwindet 

MalUiIuHB,  OnrndineT  6.  mul.  n.  inor).  Algcbn,  30 
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80  läBst  sich  die  vollBtändige  tileichung  so  varüren,  daes 
das  zweite  und  das  vierte  Glied  zugleich  yerschwindea. 

Es  soll  also  nachgewiesen  werden,  dasa  in  dem  angenommenen 
Falle  die  kubische  Gleichung  sich  auf  die  Form 

x'^  -{-  px'  =  0 
reducireil  lässt.    Man  bilde  die  Variirte 

a:'^  +  ax'*  +  ßx'  +  y  =  0 
und  setze  2a^  —  9aß  +  27y  ^  0 .    Man  erhält  dann  keine  Eesol- 
Tente,  sondern  die  Bedingung 

2a^  —  dab-^  27c  =  0. 
Daraus  folgt,  dass  man  durch  eine  lineare  Transformation  der 
Gleichung  diese  ßeducente  nicht  erfüllen  kann,  wenn  sie  nicht 
schon  an  und  für  sich  stattfindet.  Da  man  z  nicht  auf  diesem 
Wege  bestimmen  kann,  so  gehe  man  tou  der  ßeducirten  aus  und 
setze 

(3«  +  «)«-  +  («■  +  <.«•+  6.  +  »)  -  0, 
i'"  +  (3»"  +  2o«  +  i)i'  —  0 . 
Aus  beiden  Grleichungen  folgt 

'^;-Jt'— °  -3»'  +  2«'  + ». 

und   Trenn  man  auf  der  linken  Seite  die  Division   ausführt,    den 
Rest  2o'  —  9ah  +  27c  =  0  setzt, 

I  p  +  1  oa  -  -J-  (2a«  -  95)1  -  3«»  +  2as  +  6, 
oder 

.•+ta,  +  f^(a'  +  »b)-0. 
Die  Wurzelwerthe  sind 

e^  und  «, ^a±^y5{a^~Sb), 

Substituirt  mau  dies  in  eine  der  Partialgleichungen,  z.  B. 
x"  +  (Sä*  +  2a«  +  b)x'  =  0, 
so  ist 

:c/  =  0,     x^'  und  x,'  =  ±\y\(a*-ab). 
Daraus  folgt 
a^  und  a^  ■=  —  ö"  o  ib  8  VK'^'  — 36),     a^-=— -g"- 
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3.  Theorem.    Wenn  die  kubische  Variante 

einer  durcb  eine  quadratische  Substitntion 

«»  +  vz  +  y  =  0 

variirten  kubischen  Gleichnng  verschwindet,  so  wird  auch 
die  kubische  Covariante  Cs.3{x)  gleich  Null. 

Auf  dies  Theorem,  welches  sich  aus  den  in  §  143  (9)  I.  ange- 
stellten Betrachtungen  ei^bt,  werden  wir  bei  der  Anwendung 
quadratischer  Transformationen.  (§  172)  zurückkommen.  Wir  be- 
schränken uns  hier  auf  die  Bemerkung,  dass  die  Resolvente  nicht 
quadratisch,  sondern  wieder  kubisch  ist. 

4.  Theorem.     Die  kubische  Retrovariante 

(9)  n.     2is_9a6c+27c* 
verschwindet  jedesmal,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 
eine  harmonische  Progression  bilden. 

Angenommen  also,  es  sei  a^  ■=  — ^- ,  so  geht  die  Gleichung 

^  —  (="^1  +  ^  +  ^)a^  +  (="^1*8  +  a'i^  +  XtX3)x  —  XfXfXs  =  0 
über  in 

Aus  der  Gleichsetzung  der  homologen  CoefScienten  folgt 

Xt+x,  '        "2^  '      Xt  +x. 

Diese  drei  Gleichungen  können  nur  nebeneinander  bestehen, 
wenn 

2M-9o6c  +  27c'  — 0 
ist,  d.  h.  wenn  die  kubische  Retrovariante  verschwindet 

5.  Theorem,  Die  Reducente  (11)  verschwindet,  wenn 
die  drei  Wurzeln  eine  geometrische  Progression  bilden. 

Angenonunen  also,  es  sei  x,  ^  yx^^,  so  ergeben  sich  folgende 
Relationen  für  die  drei  Wurzeln: 
a^  +  (aij  +  a^)  =  —  a,    Xj{Xi  +  a^j)  +  a;,*  =i  6,    a;,^  ■=  —  c. 
Setzt  man  x^  -{-  x^  ^  —  (a  +  *i)  io  die  zweite  Gleichung  ein, 
so  entsttiht 

Xi  ( —  o  —  a:,)  +  a:,*  -=  —  ax,  =  b, 
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nud  aus  der  Verbiudang  dieser  GleichuBg  mit  der  dritten 

6.  Theorem.  Wenn  die  Reducente  (11)  versohwindet, 
so  lässt  sich  die  Gleichung  immer  auf  eine  reciprolce 
Gleichung  rednciren. 

Es  sei  gegeben 

ar'-i-ax'-i-hx  +  c^O. 
Man  bilde  die  Variirte  und  setze  e^y  —  ß*  ^  0 .     Man  erhält 
dann  die  kubische  Kesolvente 

(l>«3  —  9(i6  +  27c)ir'  +  fa*  —  da^h  +  27ac  -  96*)^* 

4-  a{a'b  +  9ac  —  6 6*)r  4-  (a^c  ■—  P)  —  0 . 
Der  erst«  und  der  dritte  Coefßcient  sind  Coefficienten  der  kubischen 
CoYariante  und  es  folgt  aus   der  Gleichung,  dass    die  allgemeine 
Gleichung  nur  durch  Auflösung  einer  kubischen  Resolvente  auf  eine 
rectproke  gebracht  werden  kann. 
Um  die  Gleichung 

aJ'4.  aa^  +  bx-i-  Ä* :  n'  -=  0 
aufzulösen,  setze  man  x=     y,  woraus  resultirt 

y'+"lV'  +  T!l+^""- 
Die  Wurzelwerthe  sind 

'  y,  j      )/«'  -  3i  ±  (/«'  +  6 

Demgemäss  sind  die  Wurzelwerthe  der  vorgelegten  Gleichung 

^ b     ^A^!'  V"^^''-  ?_1''''_+^ 

7.  Theorem.  Die  Geminante  Gj  verschwindet  jedesmal, 
wenn  zwei  Wurzeln  gleich  und  von  entgegengesetzten 
Vorzeichen  sind. 

Angenommen  es  sei  «^  =  —  *i  oder  a;,  +  3"u  =  0,  so  geht  die 
kubische  Gleichung 

x^  -\-  (IX-  -\-hx  •\-  c 
■=  ar*  —  (a;,  -|-  3;^  +  x^x'  +  {XiX^  +  x^x.^  -f-  3-ja:[").r  —  .r,a:^j-.,  =  0 
Über  in 

r*  —  x^x-^  +  x^x..  .  X  —  x^x^X3  =  0 . 
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Aus  der  Vergleichung  homologer  Coefficieotea  folgt 

3^  n=  —  Oj      x^Xi  =  6,      X^X^Xf  =  ~  c. 
Mithin  ist  ab  —  c  ^=0. 

8.  Theorem.  Wenn  die  Reducente  (17)  Yerachwindet 
so  läset  sich  die  rollständige  Gleichung  so  vsriiren,  dass 
das  letzte  Glied  verschwiadet. 

Bildet  man  die  Yarürte  und  setzt  das  Absolutglied 
ü'  +  a^'-f  &Z  +  C  — 0, 
so  erhält  man  wegen  €■=  ab 

i^  +  as'  +  bz  +  ab=0, 
oder 

(»  +  o){«'  +  6j-0. 
Daraus  folgt 

Zi-=  —  a,    üj  und  *»'='  +  V — b. 
Die  Redacirte  ist  demgemäss  im  ersten  Falle, 

x'^  —  2ax-*  +  (a*  +  b)x  =  ü 
also 

Xi'  =  0 ,    Xi   und  a^'  "=  o  +  V' —  ''  i 
im  zweiten  Falle 

a;'»  +  (fl  +  3  Y-  l)  X*  —  2(6  +  a  V^f)  x'  =  0, 
also  _ 

a:,'-=0,     a^'  =  q=2V— ~fc,     x^'  =^  —  a  +  Y—b. 

§  164.    Hetliode  der  Aaflfisimg  mlttelB  hannoiÜBcher  Proportion. 

Man  suche  zwei  Grössen«  und  b  zu  bestimmen,  zu  denen  die 

Unbekannte  x  die  mittlere  harmoniscbe  Proportionale  bildet,  also 

u:  e  =  (a  —  x):{x  —  x),     oder    x  =      i'  • 
Subatituirt  man  diesen  Ausdruck  ffir  x  in  die  Gleichung 

a^  +  ax^  -}- bx  -i-  c  =^  0 , 

so  erhält  man  folgende  nach  Potenzen  von  u  geordnete  Gleichung 

(8j»  +  4a«»  +  2bg  +  c)  «»  +  (4o2»  +  4bz*  -^  Sc«)«' 

+  i2b^  +  3c^)  ti  +  es"  =  0. 

Durch  Einführung  der  Reducente  (6)  et'  —  3^  <*=  0  erhält  man  die 

Resolveute  U  in  der  modificirten  Form 

(a*  —  36)  «»  +  ■-  (ab  -  Uc)  z  + -^(b' -  3ac)  ~0  . 
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Die  Crleichung  in  u  wird  so  auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen 
Grösse  reducirt,  wodurch  u  and  g  gefunden  werden;  mittels  der 
Substituirten  also  auch  x. 

§  165.    Eine  andere  Methode  der  Anflösnng  daToh  ein 
harmonisches  Mittel. 
Man  suche  zwei  Gr&ssen  u  und  e  zu  bestimmen,  von  der  Art, 
daas   die  eine  derselben  z.  B.  «  die  mittlere  harmonische  Propor- 
tionale zwischen  s  und  der  gesuchten  Wurzel  x  wird.    Es  sei  also 

x:z  =  (x~u):(u-g} 
oder 

Substituirt  man  den  Werth  Ton  x  in  die  Gleichung 

«»  -I-  da:»  +  &;r  +  c  =  0, 
so  resultirt  folgende  nach  Potenzen  von  u  geordnete  Gleichung 
{^  —  az*  +  bg  —  c)v?-\-  i2a^  —  ihg'  +  6cs)  «» 

+  (2&S»  —  12c«*)  H-^-Qcg'^  0, 
oder,  nach  g  geordnet^ 

(m*  +  2a«*  +  46«  +  8c)  2*  —  (au"  +  4bu*  +  12cu)  »» 

-f  (6h«  +  öcu")  «  —  cu*  =  0. 
Fuhrt  man  die  Reducente  (6)  a*  —  3^  •=  0  in  die  erste  ein,   so 
findet  man,  dase  die  Bestimmui^.der  Wuizelwerthe  der  voi^elegten 
Gleichung  abhangig  von  der  AuflSaui^  der  quadratischen  Resol- 
vente II 

(a'  —  3b)g'-  {ab  —  9c)  ^  +  (ft*  —  3ac)  —  0 
und  einer  kubischen  Gleichung,  welche  sich  auf  den  Kubus  einer 
zweitheiligen  Grösse  bringen  lässt. 

§  166.   Methode  der  Attflöaimg  mittels  einer  disharmonischen 
Proportion. 
Es  sei 

•     ^,.,     »de,    ._<•  +  '?'. 

Substituirt  mau  den  Wertli  tod  x  in  die  Tollständige  kubische 
Gleichung  und  ordnet  die  Trausformirte  nach  u,  so  resultirt 
(«•  +  2ai'  +  ibs  +  8c)  »•  +  (3«*  +  iaif  +  4i.«")  »■ 
+  (3««  +  2<i»')«  +  «'— 0. 
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Dorcli  EinfUhrung  der  Beducente  (6)  a^  ~  Bß  =  0,  erhalt  m&n  die 
Resolveute 

(a*  -  36)  z''  +  2(oi  —  9c)  «  +  4(6»  —  Zac)  =  0, 
Bo  daes  die  weitere  Bestimmung  von  x  keine   weiteren  Schwierig- 
keiten darbietet 

g  167.    Methode  die  Imbtsche  Gleichung  durch  die  Bildung  der 
Oleicbimg  ihrer  dnadratworzeln  anMlSsen. 
Wir  gehen  aus  von  der  Bemerkung,  dass  aus  der  Reducente  (6) 
Hich  noch  die  Reducente  (12)  a'  —  2c^ß  —  I2ay  +  j3"  =  0  her- 
leiten lässt 
Eb  sei 

u'  -\-  Au'  -\-  ^  Ä*u  +  B  -=0, 

welche  Gleichung  sich  auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grosse 
reducireu  und  deswegen  leicht  auflösen  läsat.  Es  ist  also  auch 
direct  lösbar  die  Gleichung  ihrer  Worzelquadrate 

««  -  -^  A*u*  -\-j(A*-  IS  AITju'  -B'  =  0, 
oder  kurz 

„'3  +  «V'-f  ,S'«'  +  /  =  0. 
Hieraus  folgt  offenbar 

(«'»  -  ß^y  -  12tt'y'  =  «'*  —  2a'^ßr  —  12a'y'  +  ^»  =.  0. 
Dies  fQhrt  zu   der  folgenden  Auflösungsmethode   der  allgemeinen 
kubischen  Gleichung  a^  +  ax^  +  6«  +  c  =  0 , 

Man  bilde  mittels  der  Substitution  x' —  {x'  -f-  «)  =  0  die  Va- 
riirte  und  verfahre  umgekehrt,  indem  man  aus  der  Variirten  die 
Gleichung  bestimmt,  deren  Wurzeln  die  Quadratwurzeln  von  x'  dar- 
stellen. Zu  diesem  Zwecke  ftihren  wir  die  Eedueente  (12)  ein, 
woraus  sich  die  Besolvente  XI,  nämlich 

(o*— 36)r*+-i-(2o'-5o6-9c)^  +  jg(a*-2o*6-12(Ä;  +  6»)— 0 
ergibt    Es  bleibt  nun  YiP  zu  bestimmen  aus 

also  ist 
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Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  dose  jede  kubische  Gleichuoj; 

von  der  Form 

_»    I       -Sil       1    "*  —  a«'Ö  +  ''*        n 
s^-^ax'-{-bx-\:- 12^^—  =  0 

eiue  ßeducirte,  also  eine  direct  lösbare  Gleichung  ist. 
Es  ist  nämlich  die  Gleichung  ihrer  Quadratwurzeln 

x^  -t  V— ia  .  X  -  "-^^ - 

welche  sich  auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse  reduciren  lässt. 


§  168.   Methode  der  flleichniig  der  quadrirten  Differenzen. 
Gegeben  sei 

f{x)  =  ar>  +  aar«  -I-  6a:  +  c  =  0. 
Man  bilde  hiervon  die  derivirten  Functionen 

rix}^3x^-\-2ax-\-b,    r(a;)  =  2{3a;  +  a) 
und  eliminire  x  aus  f(x)  =  0  und 

3a:«  +  2ax  +  [6  +  (Sa;  +  a)  y  +  y*]  =  0. 
Es  wird  demnach  eine  quadratische  Function  der  Unbekannten 
Bubstituirt  Da  dies  aber  wieder  eine  voUetündige  kubische  Gleichung 
geben  würde,  so  muss  man  erst  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate 
der  Variirten  bilden.  Man  setze  deshalb  {x  —  e)*  —  «  ^  0  und 
eliminire  u  aus 

„3  _  (a»  _  2/3)  u*  +  (ß*  —  2Ky)  tt  —  y*  =  0 
oder 

,,'  +  a,u'  +  ß,u  +  r,-0, 
und 

3»'  +  2«,«  +  Ift  +  (3«  +  „,)  j,  +  ,>]  =  0.  ' 
Dio  Finalgleicliimg  hat  die  Form 

•  f  +  Af  +  Bf  +  C-O. 

Schreibt  man  die  quadratische  Gleichung  in  folgender  Form 

«'  +  i  (3»  +  2«,)  •<  +  l  (:/'  +  -,y  +  A)  =  0 , 

SO  erhält  man  mit  Anwendung  der  Methode  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Theilers 

!,•  -  2(V  -  3ft)  f  +  (»,'  -  3|S,)'  /  +  Ä.  ,  _  0, 
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g  168.    Methode  der  qnadrirten  Difierenzen.  473 

wo  Da,  j  die  Diacriminante  der  kubischen  Gleichung  in  u  bezeichnet. 
Setzt  man  nun  oc,*  —  3^,  =0,  so  er^bt  sich  daraus  die  Resol- 
vente IX.: 

Ca»-36)e*  +  i(2a'-7a&+9c)2+-J-(a*-4a»6+6ac+i*)-=0, 
und  die  Gleichung  in  y  wird  rein  kubisch,  nämlich 

»■  +  s(".'-2'n)'-o. 

Hieraus  fo^  zunächst 

nnd 

y,  und  y,  —  ±  ]/—  I  vT  fc«.*  -  27  y,) . 

Aus  den  Gleichungen  f.e*]  =  0  und  [w*]  =  0  kann  alsdaun  x 
berechnet  werden. 

Die  Gleichung  y"  -\-  Ay*  -i-  By^  +  C  =  0  hat  mehrere  be- 
merkenswerthe  Eigenschaften.    Einmal  ist 


■V¥, 


Sodann,  wenn  if  ^^  uv  und  m  +  w  ^  Ya^^  -r-  3^,  gesetzt  wird, 
findet  man 

-  ViT^Sß,  [(».■-3A)'--9j(«,--3ftM'-3«,r,)+4(«i^i  -an)'] 

—  y«,'— 3/!,[(«,'— 3A)'— 'D.,,1  • 

Aus  der  Gleichung  in  y  folgt  noch,  dags  D^^  0  eine  Beducente 
der  kubischen  Gleichungen  sein  mues,  weil  man  für  D„,  3  .»  0  erhält 

s'-»,'-3A, 

weil  sich  also  sonst  durch  eine  lineare  Transformation  das  Äbsolut- 
glied  fortschaffen  Hesse,  was  doch  ohne  die  Auflösung  einer  anderen 
kubischen  ßesolvente  nicht  möglich  ist.  Aus  diesem  Grunde  musa 
die  Gleichung  D,,^  s  =  0  eine  vollständige  kubische  Gleichung  in  e 
geben. 
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§  169.   Die  Methode  der  gleielieD  Wurzeln. 

Eioe  kubische  Gleichung  wird  eine  Reducirte,  wenn  sie  zwei 
gleiche  Wurzeln  hat.  Ea  liegt  der  Gedanke  nahe,  eine  solche  Va- 
riation oder  Transformation  der  vorgelegten  Gleichung  aufzusucheUj 
dasB  die  transformirte  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  erhalt.  Man 
erkennt  leicht,  dass  dies  durch  eine  lineare  Transformation  nicht 
gelii^en  kann,  wol  aber  durch  eine  quadratische  Variation. 

Man  bilde  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Varürten, 
setze  also 

(x  —  ey  —  u-^x*-  2sx  +  (««-,()  =  0 . 

Die  Transformirte  sei 

/■(«)-«'  +  «,«>  +  ft«  +  l',-0, 

wo  «1  ■=  —  (a*  —  2ß) ,  /Jj  =  (3*  —  2  a y ,  y^  =  —  y*  zu  setzen  ist 
Die  DeriTirte  ist 

r(»)-3«'  +  2«,«  +  ft-0. 

Man  suche  nun  den  gröasten  gemeinechaftUcheo  Theiler  von  /(u) 
und  /"(u).    Derselbe  hat  die  Form 

2(.,  -  3ft)«  -  (4»,'  -  16«.  A  +  27,0 

und  liefert  gleich  Null  gesetzt  den  Werth  der  gleichen  Wurzeln 
von  w  unter  der  Voraussetzung,  daas  der  Rest  der  Dirision  ver- 
schwindet.   Dieser  ist 

«...  -  T  («.A  -  9n)'  -  'i  («.■  -  3A)  tf,"  -  s«,!-,). 

Dieser  Ausdruck  gleich  Kuli  gesetzt,  fQhrt  wie  oben  bemerkt  auf 
eine  kubische  Resolvente  in  s,  deren  Wurzeln  2,,  «,,  z^  die  arith- 
metischen Mittel  der  Wurzeln  a;, ,  ar, ,  a^  sind. 
Es  ist  nämlich 

M,  =  «2    oder    y«^  =  +  y*^  • 
Wählt  man  das  obere  Vorzeichen,  so  erhält  man  nur  die  Identität 

Äi  —  «,  =  a:,  —  fs^\ 
wählt  man  dagegen  das  untere  Vorzeichen,  so   erhält  man  nach- 
einander die  Variationen 
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yu^='~~yü^,    a;, —  ?,=.  — (ai(  —  z,),     ^1  =  yI«, +  «,), 

V^=  — V^,    a^-^ (a^g  — «j).  :«!■=  Y(=^  +  %)■ 
Ill  der  That  ist  die  &aglic)ie  ReBolvente 

«»  +  a«*  +  -[  (a*  +  i)a  +  1  (ofr  -  c)  =  0. 

Varürt  man  sie  mit  £,  also  ' 

e'^  +  Az'^  +  Be'  +  C-'O, 
und  führt  Jie  Reduceute  (8)  B*  —  ZAC=(>  ein,  so  erhält  man 
die  Besolvente  IX.  in  £,  nämlich 

(a»— 3ft)£*  +  |-(2«»-7o6+9c)g+]-(a*-4a*6+6ac+fc»)-.0. 

Mittels  dieser  lassen  sich  die  Wurzeln  der  Gleichung  in  g'  be- 
rechnen und  damit  auch  z.  Alsdann  sind  die  drei  Wurzeln  der 
voi^legten  Gleichung 

a^i  =  »1  +  «a  —  «s ) 

■    a^  =  «1  —  r^  +  «3 , 
a^— —  «1  -f  «i  +  «3- 
Man  übersieht  leicht,   dass   diese'  Methode   mit  der  der   variirten 
Gleichimg  der  Wuirzelsummen  identisch  ist 

§  170.  Methode  der  Sulffititntlon   qnadratisoher  FunotloneE  unter 
Anwendimg  des  EllmlnatlonsTer&lirens  von  Enler,  Lacroix 
und  Polsson*). 
G^eben  sei  die  vollständige  Gleichung 

/•(a:)  —  ar»  +  03;?  +  6a;  +  c  =  0. 
Man  substituire  jetzt  die  quadratische  Function 
a^  +  «a:  +  M  ^  0. 
Um  die  Finalgleichung  zu  erbalten,  setze  man  nach  einander 

■)  Lacroii,  El^.  d'algäbre  11.    §  10.    PariB  1799. 

FoiBBOn,  Häm.  aar  rälimination  daDB  les  qucstious  algäbdgaesj  cab.  11 

du  Jonrn.  poljt.    Paris  ISO!. 
Eatter,  Die  Resoltauto  zweier  algebraischen  Gleichangen.    I.   Putbas 
1876.    Man  «eigl.  oben  §  120. 
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die  beiden  Wurzeln  x^  und  x^  der  Substituirten  in  die  Haupt- 
gleicliung  ein  und  multiplicire  die  beiden  Polynome.  Die  Coeffi- 
cienten  des  Producta  sind  symmetrische  Functionen  der  Unbekannten 
und  lassen  sich  vermittelB  der  CoefBcient£n  ihrer  Gleichung  be- 
stimmen.   Es  sei 

ir,  -f  a^  =  Si ,     a:,*  +  V  *=  "^üf     '"i*  +  %*  =  -^si 
dann  ist  wegen  a;,a^  ^  m: 
/■(^i)  f(^,)  -  «"  +  <S,  +  «)«'  +  K-S,  +  aS,  +  &)  tt 

%  +  ciSs  +  aS,  +  bSt  +  c)  =  0. 

Nun  ist 

folglich 

»"—[av  —  ia*-  2fc)]«*+[iv'  — (06  — 3c)k+(6*  — 2ac)]M 

—  c  (ti'  —  ov*  -(-6t)  —  c)  =  0 .     " 
Setzt  man  v  ^  —  2z  und   führt  die  Keduceute  (6)  a*  —  3ß  ==•  0 
ein,  80  erhält  man  die  Resolvente  IX.: 

(a»-36)«*-|-^(2o*— 7a6-|-9c>  +  |(a*  — 4a*6  +  6ac-|-;.*)=0. 

Man  findet  so  v  und  u  und  mittels  dieser  Werthe  x  aus  der  sub- 
stituirten Function.  Dieselbe  liefert  also  im  Ganzen  sechs  Werthe 
für  7,  unter  denen'  aber  nur  drei  wahre  Wurzeln,  die  andern  drei 
fremde  Lösungen  sind,  indem  von  den  beiden  Ausdrücken 

immer  nur  der  eine  Gültigkeit  hat,  der  andere  aber  einer  verwandten 
Gleichung  angehört. 

Statt  die  Wurzeln  x,  und  x^  der  quadratischen  Gleichung  in 
die  kubische  f(x')  =  0  einzusetzen,  kann  man  auch  die  Wurzeln 
X,,  Xt,  X3  der  Gleichung  f{x)^0  in  die  quadratische  x^-^vx-\-u^O 
introduciren,  also  setzen 

^1  +  %  +  ^s  =  5,  =  —  a , 

X,-  -j-  1/  -f-  X:^^  ™  Ä';  =  ß'  —  26 ,  u.  s.  w. 
Man  entvrickele  darauf  das  Product 

{X^*  +  VX,  -H  h)  (x^^  +  VX^  +  U)  (X^*  -f  VXj  -}-  m)  =  0 
und  bilde  die  kubische  Gleichung  in  uundv,  welche  mit  der  oben 
wnen  übereinstimmen  wird. 
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§  171.   Eine  andere  Elimiiiationsmettiode  mittels  symmetriBCher 

FniiGtioiieii  der  Wurzeln. 

Aas  der  gegebenen  Gleichung  f{x)  =*  0  und  der  Sutstituirten 

X-  ^  vx  -\-  u^Q  läast  sich  die  WuraelgrÖsse  x  noch  auf  eine  andere 

Art  elJminiren,    Betrachtet  man  v  als  constant  und  «  als  variabel, 

so  ist 

tt  =  _  (va:  +  a;«),    £(«) vE(x)  ~  SisF), 

u*  =  wV  +  •ivx'  +  3^,     i'CM*)  =5  v'Zix')  -\-  2r2:(^)  +  2:{3*), 

U"  ^  —  {l^x'^  +  3wV  +  ^V3?  +  2^, 

E{u'')  =  -  v^i:(a^)  -  3i>*2;(a:*)  —  3t.£(3^)  —  £(3^) . 

Hieraus  folgt 

£{u)  «  o»  -  {a'  -  2b), 

2;(M')  =  {o*-26)v*-2{a''-3o6  +  3c)f  +  (a*-4«'ö+4ac  +  2fc*), 

2;(«»)  -=  (a'  -  3ah  +  3c)i>'  -  3(a*  —  4a*6  +  4ac  +  21")^^- 
■i-  3(a^  —  5a»t  +  Sah*  +  5«'c  —  bhc)v 
—  [(a*  —  3o&  +  3c)*  -  2(6'  -  3ahc  +  3c^)]. 

Baraus  leite  man  die  Gleichung 

,f  +  ««'  +  ß«  +  r-o. 

ab,  und  zwar  die  Coefficienten  a,  ß,  y  mittels  der  Kewton'schen 
Formeln 

—  u  =  E{u),  tr  —  2ß  =  E{ii*),  -(a»— 3a/*  +  3j')  — AXm"). 
Man  erhält  auf  diesem  Wege  dieselbe  Gleichung  in  u  und  v,  wie 
in  der  vorhei^ehenden  Methode.  Die  Substitution  einer  quadratischen 
Function  ist  eine  Erfindung  von  Tschirnhausen,  das  Eliminations- 
verfabren  kann  jedoch  ein  sehr  verschiedenes  sein,  wie  aus  dem 
vorangehenden  und  dem  nachfolgenden  Paragraphen  ersichtlich  ist 

§  172.   Rednction  der  vollständigen  kahisohen  flleicliniig  auf  eine 
rein  kubische  nach  Tschirnhaasen  mittels  der  Eliminatlonsmetliode 
von  Euler  und  Bäzont,  verbessert  von  Sylvester  and  Hesse*). 
Um  die  Unbekannte  x  aus  den  beiden  Gleichungen 

fix)  =  3:^  +  oa^s  +  6j;  +  c  =  0     • 

•)  HeBae,  Crelle'a  Joarn.    Bd.  87.    18M. 
Sylvester,  Phil.  Mag.  XVI.    1840. 
Tortolini,  AuD.  di  Mai  Roma  1858. 
Eatter,  Frogi.  von  Pntbua  1876. 
Hau  vergl.   auch   oben  §  12  und  §  44.     Zeitschr.  fQr  Hatb.  n.  PhjB.  IV. 
S.  82. 1859,  und  Schliissel  zu  H eis' Aufgabensammlung.  II.  Bil.  §95 b.  Nr. Hl. VII. 
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und 


F{x)  -=  a;*  +  VÄ  +  u  =  0 
zu  eliminirett  gab  Euler  im  Jahre  1764  folgendes  Verfahren   an. 
Ea  sei  x^  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Polynome  und 
3?  -^  aa^  -^bx  -\-  c  =  {x  -  x,){x'  -{-  Äx  +  B), 
3?  -\-vx-\-u-^{x-Xi)(x+V). 
Hieraus  folgt 
(a;«  -I-  «x  +  h)  (a? -\- äx -\- B)  =  Ix  +  V)  {a^ -\- ax* -\- hx -\- r). 
Durch  Ausführung  der  Multiplication  und  Gleichsetzung  der  homo- 
logen CoeMcieoten  der  Unbekannten  erhält  man  eine  Reihe  linearer 
Gleichungen,  deren  Bildungagesetz  leicht  zu  übersehen  ist: 
-V—    Ä  +a+r    =0, 

^u  —  vA  —  B    ^b  ^aV-=0, 
~uA  —  vB-\-c  -\-bV=0, 
—  uB  +cF  =  0. 

Aus   diesen   vier  Gleichungen   lassen  sich  die  drei  Grossen  A,  B 
und  V  eliminiren,  so  dass  man  erhält 

[V,  M,  o,  b,  c]  =  0. 
Diese  linearen  Bestimmungsgleichungen  sind  aun  von  Sylvester 
und  Hesse  zur  Bildung  einer  Determinante  benutzt  FOgt  man 
noch  zur  ersten  und  vierten  Verticalreihe  die  Grössen  C  und  D  als 
Factoren  (gleich  der  Einheit)  hinzu  und  zur  Yervollständigung  der 
Gruppe  noch  die  fünfte  Beihe 

-C— 0^  —  05 +  i3  +  0F-=0, 
so  erhält  man  die  Determinante 

10    0    0     1  0     1     a    6     c 

1     o    6     c     0 

0    0     1«« 

0     1    «     «    0 

M     0     0 

Um  diese  Determinantenform  der  Resultante  zu  erhalten,  multiplicirt 
Hesse  die  beiden  Gleichungen 

f{xy^x'-\-ax'  +  bx-\-c~=0, 
F{x)^x*  +  vx  +  u  =  0, 
der  Reihe  nach,  und  zwar  f(x)  mit  x,  x^,  F{x)  mit  x,  a^,  a;*  and 


0    0    0     1 

10     1a 

V     1    a    b 

,= 

U     V      b     c 

0    u    c     0 
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schreibt  sie  so  unter  einander,  <]ass  die  homologen  Glieder  nnter- 
einander  zu  stehen  kommen,  wie  folgt 

a^  -f-  aj?  -^-hx^  -{-  cx'='Q, 
ar"  +  ax\  +  &ar'  -f  cx^  =  0, 

a:*  +  «a*  -|-  «a;  =  0, 
s^  +  va?  +  ux*  =  0, 

3^-\-v3^  +  tta?  ^  =0. 

In  diesen  Gleichungen  betrachtet  Hesse  die  verschiedenen  Po- 
tenzen von  X  als  lineare  Unbekannte  und  erhält  durch  Auflösung 
der  80  entstandenen  linearen  Gleichungen  die  obige  Determinante. 
Da  mehrere  Glieder  gleich  Null  sind,  so  kann  man  die  Determi- 
nante abkürzen,  d.  b.  die  Anzahl  der  Gleichunged  und  der  Imearen 
Unbekannten  durch  Elimination  verringern*).    Setzt  man 

x^%„:^~%^,a?'='i„a^-l„^  =  l,, 
so   erhält   man    durch  Elimination   von  |,  und  1^  statt   16  nur  9 
Elemente 

$4+  "15+  «l»  =  0, 

«Si  +  («  -  6  +  av)  I,  +  («H  -  c)  6,  ==  0 , 
«£,  +  (a«  -  c)  fe  +  {bu-cv)^,  =  0. 

Die  Determinante  ist 


-i  +  av 
u  —  c , 


=  0, 


oder  auch 


1, 


i  —  M  ,  c  ^O, 

au  —  c,    bu  —  ev 
und  die  Finalgleichui^  nach  Potenzen  von  tt  geordnet, 
u'  —  [a(v  -  o)  +  26]  u'  +  [b(v'  ~av-^b)  +  c(3v  -  2a)]  n 
—  c(w*  —  ai>*  +  &v  —  c)  —  0 . 
Ordnet  man  nach  v,  so  erhält  man 

et;»  —  (6«  -  ac)  v'  +  [«(«*  —  6«)  +  c(3m  +  6)]  t; 
-  [w'  -  (o*  -  26)  «*  +  (6*  -  2ac)  «  -  c*3  =.  0 . 
In  dieser  Gleichung  hat  das  Absolutglied  die  Form  der  Gleichung 
der  Wurzelquadrate  von  /"(«)  ■-■  0 . 


•)  Methode  v 


I^Kont  g  46  oben. 
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Mac  kann  nun  noch  eine  zweite  ^llkürliche  Grösse  in  die 
Gleichung  einführen,  indem  man  tc  —  ^  an  die  Stelle  von  u  setzt, 
also  substitnirt 

F{x)-x'  +  v!,  +  u:-)-0. 
Ordnet   man   die   neue  Traneformirte   nach   Potenzen   TOn   y,   so 
erhält  mau 

y'-[5w^a(v-a)—2b]f+[iw^-{2av-2a'-\-4}>)w-{-b(v''~m'j'b) 
+  <3d  -  2a)]y-  [w^—  (av-a'-i-2l)w''+[b(f-ac-\-b)  ^-  c(3r  -  2«)  ]  w 
—  c(t>'  —  av'  -j-hv  —  c)l  =  0. 

FOhrt  mau  nun  die  Keducente  (6)  a^  —  ^ß  =0  in  die  u  -  Gleichung 
ein,  so  erhält  man  die  Resolvente 

(o»  —  3fc)«ä  —  (2o»  —  7(i&  +  9c)»;  +  («*  — 4o»i  +  rKic  +  6*)=-0,, 
die  in  die  Reeolvente  IX.  übergeht,  wenn  man  —  2ir  an  die  Stelle 
Ton  V  setzt.  Die  Gleichung  in  u  läsat  sich  dann  auf  den  Kubus 
einer  zweitheiligen  Grösse  reduciren.  Führt  man  die  ßeducente  (6) 
in  die  r- Gleichung  ein,  so  erhält  man  die  Resolvente 

(t*  —  Sdc)«*  +  {ab  —  9c)eu  +  (a*  —  3?<)c*=.0, 
welche  in  die  Resolveute  II.  übei^eht,  wenn  z  an  die  Stelle  von 
c  :  u  gesetzt  wird. 

Die  Gleichung  in  y  aber  verwandelt  sich  in  eine  rein  kubische, 
wenn  man  die  GoefEiGieuten  der  beiden  mittleren  Glieder  gleich  Null 
setzt;  also 

3u  —  av  +  a^  —  2b  =  0, 
fne"  —  2avw'^bv^+  2(a'  —  2b)w  -  (ab  —  3c)v  +  {b'  —  2ac)  =  0. 
Eliminirt   man  w,   so    erhält   man  dieselbe  Resolvente  in  v,  wie 
.vorhin;  eliminirt  man  v,  so  erhält  man 

Das  Absolutglied  dieser  Resolvente  ist  die  Reducente  (16). 

.  Bei  quadratischen  Substitutionen  ist  zu  beachten,  dass  jedes- 
mal nur  eine  der  beiden  Wurzeln  von  F{x)  =  0  Gültigkeit  hat^ 
weil  sonst  ja  mittels  der  quadratischen  Resolvente  in  v  die  Unbe- 
kannte X  direct  bestimmt  werden  könnte.  Denn  es  müsste  sein 

"i  =  —  (J^i  +  ^),    i-i  =  —  (a^i  +  2:3)     oder    —  (k,  +  a^) ; 
mithin  die  Gleichung  in  v  vom  dritten  Grade  und 


i/Goo^^lc 


173.    Snlwtitatiaii  Eweier  linearer  Fanctionen. 


,  2a' —  Tai  +  9c 


".Vj  ~=  xi' -^  b  ■=  - 


-  JaH  +  6:ac  +  6* 


An  der  v  -  Gleichung  läast  sich  nun  noch  ein  in  §  163  aufgestelltes 
Theorem  beweisen.    Daa  dritte  Theorem  lautet: 

Wenn  die  kubische  Variante  2a'  —  9aß  +  21y  einer  durch 
eine  quadratische  Substitution  3^-{-vx-\-c:  g'^O  varürten  kubi- 
schen Gleichung  verschwindet,  so  wird  auch  die  kubische  Covariante 
C^,s(«)  gleich  Null. 

Wenn  man  nämlich  in  die  v- Gleichung  die  Reducente  (Ö) 
2aä_9a/J  +  27y  =  0 
introducirt  und  c  :  2  an  die  Stelle  von  u  setzt,  so  erhält  mau 
Cs.sW  =  (Sa"  —  9fl6  +  27c)ä*  +  3(a'b  +  9ae  —  6b^s' 

—  S(ah^  +  9bc  -  6a»c)ß  —  (2i»  —  9o6c  +  27 c^  =  0 . 

§  173.   Methode  der  Substitatlon  zweier  linearer  Fanotloiieii  der 

ÜDbekannten. 

Die  Substitution  der  quadratischen  Function 

a:*  +  «j!  +  M  =  0 

lässt  sich  ofiFenbar  auf  diejenige  zweier  linearer  zurOckfUhren.    Es 

seien  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Function  e  -\-  y  und 

e  —  y,  also 

a?  +  vx  +  u  =  {x-e-y)(x-B-\-y)^0, 
so  gibt  dies  die  SubsÜtuirte 

a?  —  2sx+ie*--y*)^0. 

Die  Tschimhausen-Euler'sche  Transformation  ergab  die  Gleichung 

„s  _  [a(v  —  a)+  2b]  w»  +  [b{i^  —  ow  +  6)  +  c(3v  —  2«)]  « 

—  c{tfi  —  av'  -^  6«  —  e)  =  0 . 

Setzt  man  — 2jsr  an  die  Stelle  von  v,  a*  —  y*  an  die  von  «,   so 

erhält  man   die  Transformirte  für  die  beiden  linearen  Functionen 

x—(_g±y)  =  0. 
Entwickelt  man  dieselbe  nach  Potenzen  von  y,  so  erhält  man 
y"-[3e*+2a;B+(o»— 2fc)]/+[3«*  +  4ae»+2aV+2(ffl6-3p)^ 
+  (b*  -  2ac)]y^  ~  [e'  +  ae*  -\-  bs  -\-  cf  -=0. 

MattUaMD,  QnudiQB«  d.  ut.  u.  mod.  Alsabn.  31 
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Diese  Gleichung  läset  aich  in  die  Differenz  zweier  Quadrate 
lf-(3l'  +  2az+b)yf  -  l(S!+a)y'  +  (2'  +  ai'+bl  +  c)]'-0 
oder  in  das  Product 

[jf*  +  (35  +  a)y*  +  (3^^  +  2a.  +  b)y  +  (f  +  «."  +  6^  +  c)]X 
[ys  _  (3^  +  a)f  +  (3«'  +  2az  +  t)i/  -  {^^  +  a2*+ftz+c)]  =  0 
Terwandeln.  Setzt  man  jedes  der  Polynome  gleich  Null,  so  liefert 
mit  Anwendung  der  Reducente  (8)  ß^  —  Say  =  0  das  eine  Poly- 
nom die  negativen  Wurzelwerthe  des  andern  und  man  hat 

^^1  =  ^  +  9,  Zt=z  ~  y. 
Da  n  zwei  Werthe  und  y  deren  drei  hat,  so  würde  man  im 
Ganzen  zwölf  verschiedene  Wurzeln  erhalten.  Sie  genügen  nicht 
alle  der  gegebenen  Gleichung,  sondern  ein  Wurzelwerth  der  quadra- 
tischen Function  in  z.  Di^egen  sind  beide  Werthe  von  z  und 
sämmtliche  Wurzeln  einer  der  Gleichungen  in  y  gSltig,  nämlich 
der  ersten  für  die  Substitution,  x  ■=  e  -\-  y  und  der  zweiten  für  die 
Substitution  x  ^  z  —  y .  Unter  diesen  sechs  Wurzeln  sind  dann 
je  zwei  einander  gleich. 

§  174.   Metbode  der  Snbstltatioii  einer  rein  quadratischen  Fonction. 
In  die  Gleichung  x^  +  oa^  -\-hx  -\-  c  =  0  setze  man  ein 

3;._(„  +  ,)_0. 

Man  eliminire  x  aus  beiden  Gleichungen,  was  am  einfachsten  da- 
durch geschieht,  dase  man  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der 
voi^elegten  Gleichung  bildet  und  dann  x^  ^u  ■\-  z  subatituirt   Die 
Besultante  ist 
li"  +  [3z  -  {_a'  —  2i)]  H*  +  [3«*  -  2(a^  -  26)2  +  {h*  -  2ac)'\  u 

-f.  [js  _  (o*  _  2fr)  z''  -i-  (i*  —  2ac)z  —  c*J  =  0. 
Fuhrt  man  die  Reducente  (8)    ß*  —  Zay  =  0  ein,   so   erhält  man 
die  Kesolvente 
(a*  —  4a'fr  +  6oc  —  b^)z^  —  {a'b^  —  2a^c  +  4fl6c  —  26»  —  Sc*)« 

+  (ö*c»  -  4o6*c  -f  Qhc'  +  6*5  =  0. 
Die  Coefficienten  des  ersten  und  letzten  Gliedes  sind  die  Heducenten 
(13)  und  (15).    Die  Methode  liefert  sechs  Wurzeb,  von  denen  drei 
fremde  AuflSsungen  sind. 
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§  175.  Methode  der  Anflösniig  dnrcli  Substitiitioii  einer  rein 
kablBchen  Fonction. 
Wir  gehen  ans  von  der  unvoUständigeQ  Gleichung 
a^  -\-  px  -\-  q  =  0 
und  aubstituiren 

Subtrahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander,  so  erhält  miin 

px-\-(q-\-x'-\-si)=-0 
oder 

P 
Setzt  man  diesen  Werth  von  x  in   die  vorgelegte  Gleichung  ein, 
und  ordnet  nach  Potenzen  der  Unbekannten,  so  reeultirt 

^-.  +  3(.  +  q)x'  +  3  [(«  +  3)>  +  i  y»]  j;-  +  [(,+  3)>  +y',]  _0 
oder  kurz 

x'^  +  «*'*  +  ^3:'  +  J'  =  0 . 
Mittels  Einführiing  der  Reducente  (8)    ß^  —  Say  =-  0  erhält  man 
die  Reaolvente 

«"-«»-Itf  +  es*)-», 

also 

Nach  der  Methode  von  Cockle  ist  nun 
x'  = 


unter  folgenden  Voraussetzungen: 
ÜarauB  folgt 

«-(«  +  s)  +  lrTl 
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Hieraus  findet  man  weiter 

(^  +  9)'  +  Y  P" 

and 

Setzt  man  im  Divisor  von  x    den  Factor  ye-^-q  heraus,  so  winl 


(/«Ts  /(• + »)■  +  yi  p' 

■[/(»  +  5)'  -  |/|p'&  +  !)•  +  (/ -J  f" 


Folglich  ist 
x'  +  e  =  s^ 


—,+lffi+ Wi'+ « i-* + 1^1«  -  il/?+ Äi>'] 


welches  die  Cardani'ache  Formel  ist 

§  176.   Hetbode  der  3nl>8titatioa  einer  zweiten  vollstfindigen 
kablsolien  Fanotion  der  nnbekannten. 
Es  sei 

f(x)  =^  3^ -^  aa? -\- bx  +  c  =  0, 
und 

F{x)  =  0^  +  vx''  +  UX  —  c  =  0. 
Addirt  man  die  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man 

»'  +  |(«  +  «)«  +  i(»  +  »)-o. 
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Subtrahirt  mau  diea«11>eii  toq  einander,  so  ei^bt  sich  daraus 

'    a  —  V       '    a  —  v 
Durch  ElinuuatioD  von  x  aus  diesen    beiden  quadratischen 
Gleichungen  gelangt  man  zur  Finalgleicbni^  in  u: 
„3  _  (at,  _  a=  +  6)«»  +  [b(v'  —  2av  +  o*)  +  2c(ßv  —  a)  +  h^u 
—  [cv' — (6*— ac)t!*+(aö*— a^c~46c)u — (o*c — 6oiic-ffr'+8c*}]^0. 

Bei  Einführung  der  Redncente  (6)   a*  —  3(3  =  0  erhält  man,  nach- 
dem man  v  -{-  a=  —  4e  gesetzt  hat,  die  Resolvente  IX: 

Aus  den  beiden  quadratischen  Gleichungen  in  x  folgt  weiter 

^_2»a:  +  |(6  +  »)-0 
und 


sei.  +  »)z  +  a(b  +  w)  +  2e 
82*  +  ia^  +  (b-«.)        • 

Da  die  Reducirte  in  u  auf  den  Kubus  einer  dreitheiligen  Grösse 
gebracht  werden  kann,  so  können  aus  zwei  Werthen  von  u  und  e 
die  Wurzeln  x„  x^,  x^  berechnet  werden. 

§  177.   Eine  andere  Methode  der  Substitution  eluer  kubischen 

Function. 

Gegeben  sei  x^  +  ay^  +  6a:  +  c  »^  0 .  Man  substituire 


Entwickelt  man  die  Substitnirte  nach  Potenzen  von  x,  also 

so  ergeben  sich  aus  der  Vergleichung  homologer  Coefficienten  dieser 
nnd  der  vorgelegten  Gleich UI^;  folgende  zweiBestimmungsgleichungen 
für  «1  und  j^: 
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,        _        2a.'  —  9ab  +  a7e 
^i-\-1» 3Ca'~86)       ' 

Demgemäss  sind  z^  iind  e^  die  beiden  WurzelD  der  Resolvente  X: 

(a*  -  U)z^  +  -J-  (2a'  -  9a&  +  27c)?  +  i-  («s^  —  3fr)*  =  0  , 
und  die  geauchten  Wurzelwerthe 

.. — I » - 1:|;^^  -  - 1 » +  v'i;:^  (fi;  +  l'.l) , 


,,Y7.-j,,,V'. 


-i'  +  y^A-r.h+jM- 


§  178.   M«tliodii>on  Paure»). 
Dieselbe  bestellt  in  der  Substitution  einer  der  Fimctionen  von 
Bretschneider  (§  152),  nämlich 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  x  und  ver- 
gleicht die  homologen  Coefficienten  dieser  und  der  aa&ulösenden 
Gleichung  f(x)  =  0 ,  so  kommt  man  auf  die  Reeolvrate  H : 

(a*  —  3fc)2'  +  {ah  —  Qc)e  +  (6'  —  3oc)  =  0. 
Aus  der  Substituirten  folgt  dann  leicht  die  bekannte  Wurzelform 

wo  an  die  Stelle  von  yX  nach  der  Beihe  zu  setzen  ist  1 ,  Jj  und  tTg . 
In  Berdcksichtigung  des  Umatandes,  dasB 

(a  +  3^,)  (a  +  3e,)  =  a'  —  36 
ist,  wird 
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g  179.    Substitution  Imbiaclier  Functionen.  48? 

Da  nun 

..,  -   •-,  -   Y  «-+3,,'       X,--  ',  *-  •'■   K  i  + 87,' 

iat,  80  ergeben  sich  hieraus  Doch  folgende  Relationen  fQr  die  drei 
gesuchten  Wurzeln,  oder  venu  man  will  fOr  die  Fehler  der  Sub- 
stitutionen, 


§  179.  Methode  der  Snbstltiitiaii  TeracMedeiLer  anderer  kubisohen 
Fmotioneii. 

Die  Resultate  der  Oiscussion  in  §  162'  fBhren  uns  zu  yer- 
schiedenen  kubischen  Substitutionen,  wodurch  die  Wurzelwerthe 
auf  symmetrische  Formen  gebracht  werden. 

a)  Man  substituire 

\x  -  ',)         ','  +  0 
und  entwickele  nach  Potenzen  von  Xy  wie  folgt: 

^_3t'!»i'''-;-''^"'---V+3''''-'"'-t'-^."'--'J»+»-U. 
Zy  —e,  '  z,  — a, 

Ist  die  Toi^legte  Gleichung 

a^  +  ««*  +  &«  +  c  -»  0 , 

so  ist  die  Bedingung  der  Identität 

«(«1*  -  «/)  +  ^üMli*  -  «s*)  -  3cC«i  -  ^a)  =-  0. 
Weil  nun  im  Allgemeinen  j?^  nicht  gleich  e^  ist,  so   dividire 
man  diese  Gleichung  durch  e,  —  z^,  worane  resultirt 

I.    a(£,  +  «()»  -I-  «,«t[3{Ä,  +  ?^}  —  ä]  —  3c  =  0. 
Ferner  {blgt  aus  der  Gleichung  in  x 

i.(^,3  -  n/)  -  W»t*(fi  —  H)  +  3c(2/  -  5,")  =  0  , 
und  nachdem  man  durch  ^^  —  z^  dividirt  bat 

II.    6(«,  +  e,)«  —  *,Ä,(3«iÄj  +  6)  +  3c(äj  +  r.)  =  0. 
Eliminirt  man  c  aus  I.  und  II.,  so  erhält  man 

m.    32i2j+o(a, +£,)  +  6  — 0.    • 
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MultipHcirt  man  III.  mit  s^  -\-  e^  und  subtrahirt  L,  so  erhält  man 

IV.    az^üi  +  6(z,  +  2j)  +  3c  =  0. 
Aus  m.  und  IV.  folgen  dann  die  Beziehungen 

_i_      =  _  "i*  —  ^g  _  fc'  —  Sac 

Demnach  sind  g^  und  e^  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen 
Resolvente  II.:  , 

(«'  —  36)**  +  (ab  -  dc)ii  +  (6*  —  3ac)  =  0. 
Die  Wurzelform  ist  also 

b)  Schneller  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  aubstituirt 


(^ 


■  0. 


Entwickelt  man  diese  Substituirte  in  die  Gleichung 

SO  erhält  man  ohne  Weiteres 

I.    3*j£,  +  aCi, +«,)  +  &  =  0, 
und 

II.     as,  B^  +  6(«,  +  £,)  +  3c  =  0 . 
c)  Bezeichnen  wir  die  gegebene  Gleichung  mit  f{x)  =  0  und 
substitniren 

so  wird 


Daraus  folgt  zunächst  das  System 

(3«,  +  o)«.,)  -  (8«,  +  o)«»,)  -  0, 
(3.,'  -  6)/-(.,)  -  (3»,-  -  i) /■(,,)  _  0, 
^(V  +  c)«.,)-    («,'  +  »)«.,) -0, 
und  hieraus  die  beiden  DetermiDanten 

13«,  +0,    3«,  +  »  [  _  n      18».  +  ».  3»i  +  »  I 
3»,' -  ».   3»,' -  i  1  1».'  +  «,     '1'+« 
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Entwickelt  man  dieselben,  so  resultiit  wiederum  die  Reaol- 
rente  IL  und 


oder  kurz 

ic,  = - 


%  180.   Hetliode  der  Faotorenzerlegniig  eines  binären  kablBohen 
Polynoms  von  Heilermana*). 
Um  die  kubische  Function 

-    I.    f{x,  y)  =  aa;»  +  Ua^y  +  Sexy»  +  dy^ 
in  lineare  Pactoren  zu  zerlegen,  also  die  kubiscbe  Gleichung  Cay- 
ley'scher  Form 

■»(;)"  +  3»(f)"+8  =  (f)  +  *  =  0 

au&ulöaen,  substituirt  Heilermann 

U.     x^tt^  +  ßri,    y  =  yg  +  d)j. 
Dies  gibt  die  Transformirte 
nx,  y)  -  [acf  +  3S»V  +  3wc'  +  |J/]S' 

+  3[(ii«'  +  26«).  +  cy)ß  +  (Ja»  +  2eav  +  ifWVri 

+  i\iaß?  +  2i()«  +  c«")«  +  (6/)'  +  2cßS  +  dS')r\%,i' 

+  [(!()'■+  ihlfS  +  UßS'  +  (Wirf  —  0. 

Seist  man  die  beiden  mittleren  Glieder  gleicli  Null,  so  entr 

stellen  daraus  fQr  die  unbestimmten  GrSsaen  u,ß,y,d  die  beiden 

Beetimmungegleichnngen 

l(aa<  +  nay  +  cr')ß  +  (S«'  +  2cay  +  dr')S  —  0, 
U«/''  +  2S/iä  +  c«*)«  +  (*(>•  +  2cß!  +  dS^r  —  0. 
Aus  diesen  folgen  durch  Elimination  der  ersten  und  letzten 
Glieder  die  Gleichungen 

laaß{ail-ßr)  +  b(a'l  +  ßrK':l-ßy)  +  i:yl(i'>-ßr)  —  '>, 
\b(iß{<ti  -  ßy)  +  ciaS  +  ßyXisS  -  ßy)  +  dyS(aS-  ßy)  =  0; 

*)  Heilermann,   Zerlegan|[   der   homogenen   quadratiichen,   kubischen 
und  biqoadratieohen  Functionen  zweier  Teränderlicben.  g.  s.  Trier  1865. 
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Man  siebt  sogleich,  dass  die  Relation  aS  —  ßy  =  0,  welcbe 
den  beiden  letzten  Gleicbongea  genügt,  nicht  die  Bedingungen 
enthält,  welche  die  Gleichungen  III.  ausdrücken;  folglich  erhält 
man  durch  Diriaion  mit  ad  —  ßy  aus  IV.  die  Gleichungen 

\aaß  +  Haä  +  ßy)-{-cY8^0, 
'  \baß  +  c(a8  +  ßy)  +  dyS^  0 . 

Aus  diesen  ei^ht  sich  weiter 

i{h*  —  ac)a*  +  {bc  -  ad)ay  +  (c*  -  bdjy'  =  0, 
\(h^  -  ac)ß^  +  {bc  —  ad)ßd  +  (c»  -  6d)<**  =  C- 

Hiernach  sind  nun  a  :  y  und  ß  :  6  Wurzeln  der  quadratischen 
ResoWente 

wenn  zur  Abkürzung 

(6»  —  ac)  =  Ä,    (bc  -  ad)  =  2B,    (c*  -  frrf)  =  C 
gesetzt  wird.    Ea  müssen  aber  für  a:y  und  ß  :  S  die  verBchiedenen 
Wurzelwerthe  s^   und  s^   der  Gleichung   VII.   genommen    werden, 
weil  nur  dadurch  den  Gleichun^n  V.  genügt  wird.    Nach  §  121 
ist  also 

c+B-^y%  c+B+^yw, 

mjj   P  _ . — __  ^ 

A  +  B+lVi),     .        *  ä  +  B-^Vd, 

C  +  B  +  ^yW,  C+B-^VT, 


ä  +  B-^Vd,  *'  A  +  B  +  l^Vl>,' 

wo  Dg  nach  unserer  Bezeichnung  die  Discriminante  der  kubischen 
Function  f{x,  y)  bedeutet. 

Hierdurch  sind  die  CoetScienten  a,  ß,  y,  S  zwar  nicht  toU- 
stiindig  bestimmt,  aber  gerade  die  Verbindungen  derselben,  welche 
in  der  kubischen  Function  vorkommen.  Denn  setzt  man  die  durch 
Umkehrung  der  Gleichungen  H.  erhaltenen  Werthe 


—  yx  +  ay 

a3-ßr 

ie  Function  ein,  so  erhält  man 
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IX.   fix,,)'-  (»«»  +  3i«V  +  3«y'  +  <(/)  (^J)' 

+  {aß'  +  3iOM  +  3c^d'  +  dS')  (^-J^^^y. 

In  dieser  Darstellung  enthült  Dividend  und  Divisor  eines  jeden 
Gliedes  drei  Dimensionen  Ton  a  nod  y,  sowie  von  ß  und  S,  su 
daaa  alle  darin  vorkommenden  Coefficientcn  a,  ß,  y,  d  auf  die 
Quotienten  a  :  y  und  ß  :  d  zurückgeführt  werden  können.  Aus  dem- 
selben Grunde  ist  nun  auch  gestattet,  die  Gleichungen  YIII.  zu  er- 
setzen durch 

^    \a^V%  +  2B+2C,    ß^VD<,±2B±2G, 
'  \y  =  V^^±2B±2A,    S==V^t^2B  +  2A. 

Bezeichnet  man  noch  mit/(o,  y)  wAfifi,  S)  dieWerthe,  welche 
die  Function  f{x,  y)  anmiimmt,  wenn  a  und  y  im  ersten,  ß  und  S 
im  andern  Falle  statt  x  und  y  gesetzt  werden,  so  ist  durch 

««,  y)  -  /•(«.  r)  (^:^'+f(m  (^i^^f )■ 

die  Function  f{x,  y)  dargestellt  als  Summe  Zweier  Kuben  und  lässt 
sich  also  unmittelbar  in  drei  Factoren  zerlegen.   Es  ist  nämlich 

Durch  die  GtfiichuDgen  X.  nehmen  die  oft  vorkommenden 
YerbmduQgen  der  GrSssen  a,  ß,  y,  d  folgende  Werthe  an: 

,„ß 4C(^  +  2B+0,    j-d iÄ(Ä  +  2B  +  C), 

Xn.  ««— 2(2B+Vlf,)U+2«+C),/J,.— 2(2B+Vl7,)U+2B+t'), 
^a/l+ßy—SB{Ä+^B  +  C),    iil—ßy—±iy%<A+2B+Cj.      . 
In  diesen  Ausdrücken  ist 

A  +  2B+C-={b  +  cy~(a  +  t){c  +  <l), 

D,  —  (ad  —  bc)'  -  4(6"  —  ae)  (c"  -  bd). 
Nachdem  nun  durch  die  Gleichungen  X.  und  XI.  die  Function 
n^,y)-{a,b,e,J)\z,,jy 
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in  ihre  liitearen  Factoi«n  zerlegt  ist,  rnüaseo  n^h  die  Fälle,  iu 
welchen  die  allgemeine  Entwickelong  eine  wesentliche  Abänderung 
erleidet,  beBOudera  untersucht  werden. 
Wenn 

^  +  25  +  C  =  (6  +  c)»  -  (ö  +  6)  (c  +  d)  =  0 
wird,  80  nehmen  die  Wurzeln  der  GleichuBg  VII.  nicht  die  unter 
VIII,  angegebene  Form  an,  sondern  es  ist  gemäss  g  121  (9) 

Ae'-^2Be  +  C=  (Ae  -C)(e-  1); 
folglich 

—  =  -T  and  -X  ^  1 :        oder     —  =•  1    und    4^  =  -i  • 
y         j4  o  '  y  d         A 

Statt  der  Werthe  X.  ist  also  in  diesem  Falle  in  die  Zerlegung 
XI.  zu  setzen 


xni.  '       "•-^'    ^-''    '  =  ^'    '-'' 


I  oder  a  =-  1 ,       ß  =  C,      y  =  1 ,       6  =  Ä. 

Noch  wichtiger  ist  der  Fall,   in  welchem   die  Discriminante 
der  Gleichung  VIL"  oder  der  Function  f{x,y)  verschwindet,  also 

XIV.    Ds=-aV-36V  +  4o<^  +  46'(i- 6a6cd  =  0 
wird,  wenn  also  die  Gleichung  VII,,  durch  welche  a :  y  und  ß  :  d 
bestimmt   werden,   zwei   gleiche   Wurzeln   hat.     Die   Werthe    der 
beiden  Quotient«n  gehen  dadurch  Qber  in 


und  die  Bestimmungegleichungen  m.  werden  einander  gleich,  in- 
dem sie  beide  die  Form 

XVI.    /■(«,  y)  =  öa'  +  36aV  +  Scay'  +  rfy'  =  0 
annehmen.    Diese  Gleichung  enthält  nun  auch  die  Wurzel  XV. 
zweimal;  folglich  ist 

f  («,  >■)  -  (f  «  +  3 )-)  (^o"  +  2-8«»'  +  C)'"), 
und  ebenso 

XVn.    f(x,y)-(^z  +  i,yAi'  +  2B,y  +  Cy') 
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Aas  der  Zerlegung  der  Fonctioo  f{x,  y)  ergibt  sich  nun  auch 
ohne  Weiteres  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichung 
OS»  +  Z1}3?y  +  Uxy^  +  dy»  =  0  . 
Nach  XL  ist  nämlich 


und  zwar  werden  hierdurch  alle  drei  Wurzeln  dargestellt,  wenn 
die  Grössen  ^fia,  y)  und  ^fiß,  S)  dreideut^  genommen  werden. 
Man  kann  dieser  Formel  zur  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen 
noch  einige  andere  hemerkenswerthe  Formen  geben.  Es  ist  näm- 
lich zunächst 

/■(«,  y)  =  {aa}  +  26«/  +  cy'')tt  +  (Ja»  +  2cay  +  dy^y, 
und  wegen  der  ersten  Gleichung  in  III.  ist  weiter 

rt«,  r)  -  '-^-^  (««'  +  Zi"?  +  «/) 

-  -  ^^^  (ha'  +  2c«r  +  df) 

-  °-^^  K»«  +  *>■)«  +  (i«  +  »r)ri 

-  -  '^^^  [{»«  +  «)■)«  +  (««  +  dr)y] . 
Nimmt  man  nun  noch  die  Gleichungen  Y.,  nämlich 

(aa  +  hy)ß  +  (fca  +  cy)*  =  0, 
und 

(&«  +  CY)ß  +  {ca  -\-dy)d  =  0, 
zu  Hälfe,  80   erhält  man  fQr  /"(«,  y)  und  in  ähnlicher  Weise  für 
fiß,  S)  folgende  Ausdrücke: 

^^^  j«",r)-("-^)'(««+6)')— ^^^*(i»+<y)- (=t&)'(c+rf,), 

^\m>)-\-^)\<^ß+'>') — '-=^'w+=*)-(-^*)'w+<iä). 

Durch  Emfa]iruiig  dieser  Werthe  verwandelt  sich  die  Formel 
XVm.  in 

XX     -  _  f '»P  +  <")  -  Vi'."  +  iy) 
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Nuß  ist  aber  weiter  nach  den  Formeln  XII.: 

a(eß  +  di) 2{A  +  2E  +  C)(icC  ^2dB  +  dVb,) 

2(A  +  2}i  +  C)  (2c«  —  Ucd  +  od»  +  dVD,)  ; 

ß(ea+'dr) 2(A  +  2E+C)  (2cC—  2dB  +  dVT),) 

2^Ä  +  2I1  +  C)  (21?  -Ued  +  ad'±  d  VI),)  ; 

r(aß  +  ba)  =  —2(Ä  +  2B  +  V)  {2b  A  -  2aB +  aVTSl 

2{A  +  2B+U){2V~  Habe  +  a'd  ±aVD,)  ; 

S(aa  +  br) 2(^+2B  +  C)  (26^  -  2aB  +  01^5) 

2(.^  +  2B  +  C)  (2S"  -  3abe  +  a'd  +  a  VBj)  . 

In  diesen  Ausdrücken  treten  die  Vsriant«  Fj  und  die  Retro- 
vartante  Vs,  s  auf,  und  )n  Folge  dieser  Gleiclmngen  ist 

XXI    '  ..    ('"■.■+''^)'-"'''i.»-'"^' 

{v,+.vw.f-(v.-.vyf 

Wenn  man  in  XVIII.  die  ersten  Ausdrücke  för  f{a,  y)  und 
f(ß,S)  einsetzt,  so  erhält  man: 


XXII.    i  -  -  ^—  -.  -'-, 5^  ~  -A 


Nun  ist 
fulglich 
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-  -  ir + -*"  (°  f + '')'+  ^'  (" '  +  'f J  ■ 

Setzt  man  hierin  die  Werthe  von  a :  y  und  ^ :  S  ein,  so  re- 
snltirt 

™"-  ;— ^[s+v'J  i^.+i<.)^+V^|n-i»Va]. 

Diese  Formel,  aus  welcher  die  Cardani'sclLe  hervorgeht^ 
vrenn  a==l,  Ä'—'O,  c— =-j-j),  d  =  g  gesetzt  wird,  steht  gegen 
die  unter  XVIII.,  XIX.  und  XXI.  angegebenen  dadurch  zurück, 
dass  sie  die  CoefBcieuten  a  und  d,  h  und  e  nicht  symmetrisch 
enthält.  Ihr  entspricht  eine  andere,  welche  in  derselben  Weise 
aus  XXin.  abgeleitet  werden  kann,  nämlich 

xxi¥.  i — i[«+V'[n.+i<jVA+V^|r...-id»'a]. 

§  181.  üeboT  den  Znsanunenhang  der  vorangehenden  Methode  mit 
der  von  Bretsohneider  erfundenen*). 
Die  Methode  von  Heilermann  hängt  im  Princip  mit  der 
Kuerst  von  Bretschneider  angegebenen  Methode  zusammen.  Das 
Princip  der  Substitution  rührt  ursprünglich  von  B^zout  her,  welches 
darin  besteht,  dass  man  setzt 

X  ■=   '  _  '  -   oder    x  •=   '     _   '    , 
und  hierauf  läset  sich  auch  die  Substitution  der  beiden  Functionen 

X'=a%-\-pfi,      j,  =  yH-d,, 
reduciren.    Um  den  Zusammenhang  dieser  Methoden  ins  Klare  zu 
stellen,  transformiren  wir  die  Deductionen  des  vorangehenden  Para- 
graphen in  den  wesentlichsten  Puncten   auf  die  einfachere  Form 

/"(a;)  ■=  a;»  +  aa^  +  ÖS  +  c  =  0 . 

•)  Man  vergl.  §  103,  3  iDä,  g  IGl  und  g  162. 
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Die  beiden  Substitutionen  lassen  sich  vereinigen  zu 


"     ri  +  «5 

Setzt  man  weiter 

-',,    7- 

SO  resultirt 

X  =  -.  — "  -   und  —zr~g   "^  •*  ■ 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  fEir  a;  in  f{x),  so   erhält 
man  die  nach  Potenzen  von  u  geordnete  Gleichung 

r(«)(«-l)'-/'('.)»"-[(3».'  +  2<".  +  ')«.+(«».'+2i«,+  3«)l»' 
+  C{3»,'+2«»,  +  l)«,  +  (a.,-+24«.  +  3c)]i.-/-(«.). 

Setzt  man  die  Coefficienten  der  beiden  mittleren  Glieder  gleich 
Null,  so   erhält  man  für  2,   und   £,   die  Bestiramungagleichnngen 
(3V  +  2ae^  +  6)2,  +  (o^  +  26«^  +  3c)  =  0, 
{3ü,*  +  2ae^  +  &>g  +  {ai*  +  26^,  +  3c)  =0. 
EUminirt  man  die  ersten  und  letzten  Glieder,  eo  ergibt  sich 
,oj5,«j(«,  —  «j)  -{-  i(«i  +  *'»)(»i  —  f^t)  +  3c(«{  —  üj)  ™  0, 
und 

3^,2,  (*,  —  ifj)  +  o  (2,  +  «,)  («j  —  et)  +  6(£,  —  «,)  =  0 . 

DiTidirt  man  diese  Gleichungen  durch  «,  —  e^,  so  rednciren 

sie  sich  auf  die  Resolventen  von  Bretschneider,  nSnUich 

o«,^,  +  6(«i  +  z^  +  3c  =  0, 

3»,£I,  +o(2i  -1-  2,}  -I-  6  =-  0, 

so  dass  j;,  und  e^  die  beidrai  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

(o»  -  Uy  +  (06  -  9c)«  •+  (6*  -  Zac)  =■  0^ 
sein  müssen.    Indem  Heilermann  diese  kurz  mit 

Ae'  +  Bz+C=Ü 
bezeichnet,  bildet  er  daraus  die  bekannte  WurzelForm,  die  wir  in 
g  104  discutirt  haben,  nämlich 

aC-f-  B  ±  v'äÄ 


B,  und  gt=  ■  


worin 
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D^  =  -J  [ah  -  9cy  —  ~  (a*  -  3ft)(ft^  -  3«c), 

also  die  DiscriminaDte  Yon  f{x)  bedeutet 
Die  redncirte  kubische  Panction  ist  nun 

/■(«)(,.- 1)' -««,)«■ -/-(i,). 

Da  femer 
ist,  so  geht  die  Function  f(x)  Bber  iu 

m  -  «»■)  (|z-j)'  -  /•(«,)  0;->;)'. 

Dieselbe  ist  dargestellt  als  die  Differenz  zweier  Eubeu  und 
läsat  sich  deshalb  in  drei  lineare  Pactoren  zerlegen,  nämlich 

><  [1^  ■'■■  »'«5  -  l^f  ■'•  v^] 

Hieraas  ergibt  sich  nun  ohne  Weiteres  die  Auflösung  der 
bubiachen  Gleichung 

f{x)  =  3r'~\-ax'  +  bx  +  c^0. 
Es  ist 

}/m  -  }/l  y'TW) 

Dieses  ist  die  zuerst  von  Heilermann  angegebene  Wurzel- 
form;  wir  haben  sie  bereite  in  §  161  durch  die  Methode  der  falschen 
Substitution  hergeleitet. 

Im  Folgenden  leitet  Heilermann  noch  eine  andere  neue 
Wurzelforn)  der  kubischen  Gleichungen  ab.    Es  ist 

/■(^..  =  l   (3^/  +  2o^,  +  b)2,  +  l  (flV  +  2^  +  3c) , 
und  wegen  der  ersten  Bestimmungsgleichung  fSr  «,  und  z^ 
}  (3»,'  +  2a!,  +  4).,  +  [  (oi/  +m,+  3c)-0, 
folglich 

A«i)  =  |(^, -r,)(3V  +  2«^,+  ft)' ''^''  («V  +  26^,  +  3c), 

HkUblciHii,  GrnndinBe  d.  mnl.  n.  irod,  Algebra.  H2 
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oder 

''■^''  '(""■  + ')'.  +  "«» +  ^'^i- 

Zieht  man  noch  die  froheren  BesidmmungsgleichimgeQ 

al,l,  +  b{z,  +  !,)  +  Sr- -  0  , 

3.;s,  +  a(,,+i,)  +  b    -0 
zu  Hülfe,  indem  man  ihnen  die  Fonn 

(o»,  +  6j«,  +  {J«,  +  3c;  —  0  , 

(3..,  +  a)i,  +  (ai,  +  b)   —0 
gibt,  so  erhält  man  fQr  /'(z^)  und  entaprecbend  auch  fQr  /*{«,)  die 
folgenden  AusdrQcke 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  gelangt  man  zu  der  neuen 
Wuraelform 

_  KmhTS)  -  {'^  K (K-,  +S0) 

ys«, +  »-1/11/3.,  +. 

Durch  Einsetzung  der  Werthe  Ton   z,  und  r^  leitet  Heiler- 
mann hieraus  weiter  ah  die  exacte  Wurzelform 

l/_^(2S.-9»Sc  +  !7<')-^l/n);-]/-^(21'-9«l,»+27c')  +  y>'S". 

")/-i(2»--9.1+ä7c)_|)/8lJ;-(/-i(2»--?«S  +  27c)  +  |t'3;<. 

und  dies  ist  die  Terallgemeinerte  Cardani'sche  Formel  in  symmetii- 
si'lien>  Gewände. 

Setzt  man  nun  in  die  allgemeine  Wurzelform 
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die  ersten  Werthe  vou  /'(^i)  and  /"(«i.)  ein,  so  erhält  man  die  erate 
Wurzelform  vou  Bretschneider,^äuilich 

Baraus  ergibt  sich  durch  eine  einfache  Transformation 

1(1  J-^i'^'  +_a)V'3z,>rt-(3?. +^(v3'iT") 

3      ''  »/ »/ — ~ ' 

und  anter  Berücksicht^nng  des  Umstandes,  daas 
(3?j  +  a)(3i'ä  +  n)  =  a*  —  36 
ist^  findet  man 

-  -  I  [o  +  T/^f^^l*  ({'3«,  +  «  +  1^'+'«)  ]  ■ 

Setzt  man  noch  die  Werthe  von  ü,  und  e^  ein,  so  erhält  man 
die  Terallgemeinerte  Cardani'sche  Formel 


~  [a  -  |7^1  (2o»  --  Qab  +  27c)  ~  §  l^SA 


Ü 


+ 1^-  -1  (2'f  -  9<.6«  +  27»»)  +  "jV.^ä]  ■ 

Es  ist  nicht  zu  läugnen,  daes  durch  die  Arbeit  Ton  Heilermann 
mehrere  neue  Gesichtspuncte  fQr  die  Auflösung  der  kubischen 
Formen  gewonnen  sind,  welche  uns  eine  Aussicht  auf  andere 
Wurzelformen  eröffnen. 

Nach  unsem  Deductionen  in  §  162  finden  wir  nunmehr  fol- 
gende Ausdrücke  für  die  Functionen  /■(2,)  und  f{Zi) : 
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/■(.,)_  (.,-«,)'(..  + 1 «)  -  t^^'r  ('■'-  i ') 

Aus  diesen  sieben  FormeD  lassen  sich  offenbar  so  viele  ver- 
schiedene Wurzelformen  der  bübischen  Gleichung  f(x)  =  0  her- 
leiten, als  die  Anzahl  der  Variationen  von  sieben  Elementen  mit 
Wiederholungen  beträgt,  nämlich  49, 

Variationen  mit  Wiederholungen  derselben  Form  Bind 

r.y'.'JZ,»  — ö  — 2,  /»ysV  — fc 

^ 2, yj.^  +_c - .-, y  iv v  +  e     ■* 

^r.f^iCfl^. +  6)-».  >/  1_V'^.(«^.  +  b) 
V'z]  (<"!,  +b)~y'l  f^  (ä^  +  6) 

>■■'-,  («^, '  -  3c)  --  ]/  1  ^r,  {'<7,'  -  3c) 

*)  Man  vergl.  Spitz,  Znr  ÄnB.  der  kubischen  Gleichungen.  Gron.  Arcli. 
XXXII.  S.  435.  1869;  ferner  Zeitacbr.  f.  Math.  u.  Phya.  XV.  S.  45.  1870;  nod 
Scblüasel  zaHeis'  Aafgabengamml.  Bd.  Tl.  g  9eb.  Nr.  31.  II.  1878. 
••)    Die  algebrfuschen  Methoden  etc.  S.  26.  Leipzig  1866. 

DiqijzeanyGoO'^lc 


§  181.    ZuBammenhaDg  der  Uethodeo.  501 

Setzt  man  zwei  verschiedene  Ausdrücke  für  f{z^)  und  f{z^  in 
die  allgemeine  Wurzelform 

in  Dividenden  und  Divieor  ein,  3o  erhält  man  die  Yariationen  ohne 
Wiederholungen,  wobei  die  Anzahl  der  Formen  sich  noch  dadurch 
Termehren  läast,  dass  man  die  Ausdrucke  einer  der  beiden  Functionen 
/■(üi)  oder  /"(«j)  in  Dividenden  und  Divisor  mit  einander  vertauscht 
Wir  setzen  einige  dieser  gemischten  symmetrischen  Wurzel- 
tormen  her: 

y3/,'-6-yi  Vs*,'  -b 


=  _  f'*,'(_<",  +1)-  /l  A '(<"«,  +^) 

f  3«,  +  «  -  l^r  i!^3z,  +  a 
^  y't,  {bz,  +  s  c)  -  V'  1  V'b,  (ba,  -M^  *) 


1'^  +  Z,  >^3 5,  +  « -  f  1  1^3*7+  a 

y'si,'  -6  -  VT  Vat,*-b 

^'  V^n  «,  '  -  3  c  +  l/37^»~^t «, 

U.   S.    W.     U,    8.    W 

Man  ersieht  aus  diesen  wenigen  Beispielen,  dass  sich  kaum 
eine  grössere  Mannigfaltigkeit  der  Wurzelformen  denken  lässt,  als 
wie  sie  uns  bei  der  Auflösung  der  kubischen  tileichungen  dar- 
geboten werden. 


*)  Diese  Wuizelform  ist  eine  tod  Eeitermann  aogegebene. 
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§  182.    AnalytiBclt-seometTisclLe  Disons^oii  des  Bezoat'soben 
PriBoips  von  Spitz.*) 
Es  seien 

i'\l.i)-o.   ai,i)-o 

die  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte,  so  reducirt  sich  die  Auffindung 
ihrer  vier  Durchgclmittspuucte  auf  die  Auflösung  einer  kubischen 
Gleichung.  Da  es  aber  gestattet  sein  wird,  zwei  beliebige  Kegel- 
schnitte der  Schaar 

F-\-xf=0 
zu  wählen,  welche  jene  vier  Durchschnittspuncte  gemeinschaftlich 
haben,  so  Uegt  die  Frage  nahe,  ob  sich  dieselben  nicht  so    be- 
stimmen lassen,   dass   jene   kubische   Gleichung   in   x'  eine   rein 
kubische  werde. 

Die  den  zwei  Kegelschnitten  F^O  und  /"  =  0  entsprechende 
Gleichung  in  ix  sei 

x^  -\-  a  x'  -\-  l)x  -^  c  ^  0  , 
wo  a,  b,  c  bestimmbare  Functionen  der  Constanten  jener  beiden 
Kegelschnitte  sind. 

Es  seien  nun 

F+r,/'=0  und  2''+«g/'=0 
die  Gleichungen  zweier  anderer  Kegelschnitte   der  Schaar  und  die 
Werthe  von  x,  welche  eben  diesen  Kegelschnitten  zukommen,  durch 
t(  bezeichnet,  so  ist  zunächst  u  so  zu  bestimmen,  dass 

das  System  zweier  Geraden  darstellt.  Diese  Gleichung  lässt  sich 
auch  schreiben 

und  da 

r+xj=(* 
das  System  zweier  Geraden  ist,  so  musa  offenbar 

»ein.     Demnach  wird  die   Gleichung  in  u  erhalten,  wenn  man  in 
•)  Grün.  Arch.  XXXII.  435.  1869. 
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die  Gleichung  [j?]  ="  0  den  vorstehenden  Werth  von  x  einfahrt, 
die  Brflche  fortschafft  und  nach  u  ordnet.  Dies  gibt  die  Kesol- 
vente  11 : 

(a*  -  31)2-  +  (ab  ~dc)ei-  (h^  -  3ac)  ^  0  , 
wenn  die  Gleichung  in  u  sich  reduciren  soll  auf 

Spitz   fügt  folgendes  Zahlenbeispiel    hinzu.     Aufisulösen    die 
Gleichung 

a^—  3x*  -\-Gx  —  S  =  0. 
Man  findet  daraus  die  KeBolveute 

-     »•  —  6«  +  4  =  0  ;     x(,  und  2,  =-  3  +  V^  . 
Femer  ist 


.-f 


:0V6 


=  y9  +  4V5, 


-40  4-  20  yi 

woraus  sich  der  Wurzelwerth  a:,  ^  2  ergibt. 

§  183.    Methode  der  Introdaotion  d«T  InTarianten  In  die  Wurzel- 
form  der  kuMgchen  Gleiolmng  von  Blerzy*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

ax^ +  Sbx' -\-dcx -\-d  =  0. 
Die  Gleichung  wird  zunächst  in  eine  andere  verwandelt,  in 
welcher  das  zweite  Glied  fehlt.    Nach  der  Formel  in  §  17  ist 

o-YW  -  («»  +  *)■  +  (")  («c  -  b'Kax  +  6)— 

+  Q  (a'd  -  Sähe  +  2f)(oi  +  i)— 

+  (»)  ("'"  —  *'"•''"*  +  Soi'c  —  3!.')(««  +  ')""' 

+ 

Gemäss  den  itir  die  Variuiien  und  InTarianten  eingeführten 
Bezeichnimgen  ist  (§  53) 
„c-W--  r,-J,,,, 
a'd  -  Sähe +2V-r,—  Va'T),  -  4  Jj. ,  —  Va'J,, ,  -  4Jä, , , 

a'e  —  4a'ld  +  6ab'c  —  3b' F,  —  a'J,,,  —  3J1, . 

^Bleriy,  InTarianta.    Nonv,  Ann.  de  Mttthöm.  XVIII.  p,  489.  185». 
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Es  ist  demnach 

a^{ax^  +  Bhx^  +  Sex  +  (f) 
=  iax  +  /'}'  +  3/s,i  (aa'  +  6)  +V'äVs,4  —~iJ~G  • 
Das  doppelte  Vorzeichen  des  Kadic&ls  ist  ohne  Bedeutung,  da 
es  in  der  Wurzelform  zum  Quadrat  erhoben  wird. 

Es  ist  nun  nach  der  Äufl&snngsmethode  von  Vieta 

f+PV  +  'I-^^, 
und 

v-y  ^^i+VM+y-lq-yit,  ^'-U'+^y'- 

In  dem  vorgelegten  Falle  ist  deshalb  die  Resolvente 
«"  +  V'aVj,»  —  iJS,t  .l'  -Ji.,—0, 

lolglich  ist 


:}^~yf-^j-\--^^ü  -"YJj^ 


(ie)it  mau  aus  von  der  Methode  von  Lagrange,  die  Oar- 
dani'sche  Formel  zu  Terallgemeinern  (§  144) ,  und  ersetzt  die 
Gleichung 

durch  das  System 

s-ll.-P  +  '.+',), 

s"  +  (21»  -<)1'Q  +  2in)r<  +  (i»  —  •i<tf  =  0 , 
so  erhält  man  analog  für  die  vorgelegte  Gleichung  - 

nj;'  +  3te»  +  3<i +  (/  —  (> 
die  Resolvente 

aV'  +  •2iya'J,.t  -  iJl,, .  aV  —  2TJi',,  —  0 , 
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und 

„.^,         -ya^J^-i'Jl'^±ayi~t 
27'  ""^^  ~2  ■    -— - 

Man  gelangt  auf  diesem  Wege  alao  zu  derselben  Wurzelform. 

§  184.    Methode  von  Tortollni*). 
Die  vorgelegte  Gleichung  sei 

ax'  +  Ux-  +  5<x  +  rf  =.  0  . 
Man  substitaire 

wx^  -f"  *'^  "I"  '^  —  y  "=  0  . 
Mau  kann  nun  mit  Anwendung  der  Methode  dea  gr&ssten  ge- 
] nein schafUi eben  Theilers  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eine  neue 
kubische  Gleichung  in  y  bilden,   welche  durch  eine  pausende  Be- 
stimmung  der   drei  unbestimmten   Coefficienten  w,  v  und  «  auf- 
lösbar wird.    Dadurch  wird  auch  x  aus  der  quadratischen  Gleichung 
(oder  aus  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler)  bestimmbar. 
Sind  ii^end  zwei  Gleichungen  tob  der  Form 
Aar'   +  Bx^  +  Cx   +  D  =  0  , 
^  V  +  £  V  +  C'x  -I-  ü'  =  0 , 
gegeben,  so  ist  die  Resultant« 

IP  +  MU*  -  (HN  +  2KL)  U  +  {K^H  —  MNH  +  UN)  =  0 , 
worin 

U=A'D-AD',    H=A'B~AB',    K  =  B'D~Biy, 
L  =  A'C  -AC,     M=B'C~BC',    N-^C'J)  -GIT. 
Für   die  beiden   gegebenen  Gleichungen  ist  ^  =  a  ,   X'  >=  0 
und  U=  —  aJ)'  =  a(y  —  «) ;  folglich 
a*(ij  —  uy  +  3[abv  —  (3t*  —  2ac)tv}iij  —  «)" 

-f  3[acü»  ~  (36c  -  a(r)vw  +  (3c*  —  2hd)w*\(y  —  n) 
+  d\av''  —  Sbv^w  +  3c««'''  —  dur']  =  0, 
und  wenn  man  hach  Potenzen  von  y  ordnet, 

y^^3Ff  +  nQy-\-It  =  0, 
wo  P,  Q  und  li  beziehungsweise  Functionen  ersten,   zweiten  und' 
dritten  Grades  von  w,  v  und  u  sind.  ^. 

Nimmt  man  an  P^^  Q  =  0,  so   hat  man  zwei  Gleichungen 

*)  Ann.  di  matem.  I.  p.  SlO,  Roma  1858.    Man  vergl.  anch  %  ITS  oben. 
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mit  zwei   Unbekannten,    wenn  «1  =  1   gesetzt  wird.     Mul   beliält 
alsdann  die  rein  kubiache  Gleichung 

y»  +  ü  =  0. 

Nimmt  man  aber  w  ^  1  nnd  u  =>  0  ,  so  wird  die  vollstöodige 
Gleichung 

flV  +  3f afrr  -  (3^^  -  2ac)]y*  +  Slacv*  -  {Sbc  -  adjv 

+  (3^*  —  2l(!)]y  +  </[af*  —  dhv^  +  Zcv  -  d]  =  0  . 
Wir  können  in  diesem  Falle  so  Aber  v  disponiren,  dass  1^  ^  Q 
wird.    Dann  ist  die  Resotvente 

a^h*  —  ac)v^  —  a(66'  —  Tale  +  a^d)c 
+  (ah^  +  2a*hti  ~  \2ah-c  +  9(.*)  =  0  . 
Die  Gleicbung  in  y  lasst  sich  nun  in  den  Kubus  einer  zwei- 
theiligen Grösse  verwandeln,  nämlich 

[a^y  4-  alv  —  36'  +  2acf  =  (ahv  —  36*  +  2acf 
-  a*d{av^  —  36p>'  +  3cr  —  d) . 
£a  ist  dabei 

6b'  ~  7ubc  +  a'd  +  a  V^J 

,    ,    6b' ~labc  +  a^d  +  aYl\  „ 

^    + aa^'^-ar ^  -  y  =  0, 

und 

^  —(abc—3b*+'iae)+V~i  ]/(aftp— aft'+gfic)" -fl*rf(ap'— 3&p'+3cf-  >n 

§  185.    Die  Symmetrien  der  Besolventeii  nnd  der  Wtuzelformen 
_  mit  Benatznng  der  Varianten  and  Co  Varianten. 
Geht  man  aus  von  der  Cajley'schen  Form 
f{x)  =  ax"  +  36a:'  +  3ca:  +  d  « (o,  b,  c,  d)lx,  If  =  0 
und  setzt 


ordnet  die  Transformirte  nach  Potenzen  von  v  und  läset  die  beiden 
mittleren  Glieder  verschwinden,  so  erhält  man  die  Bestimmungs- 
gleichungen 

n'i--, +  H'. +  ^,)  +  »-n, 
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oder  kurz 

a»  +  t(f  -f-  c  =  0  , 

&«  +  cff  +  r?  =  0, 
und  die  rein  kubische  Form 

«YW -<■•/■(»,) -0. 

Die  FartialresolTenten  sind 

{ac  —  If)«  +  (ad  -  Ic)  —  a ,    . 
(ac  -  V)x  -  (bd  -  c")  =  0  , 
{bd-c')^+(ad-bc)  —  0, 
Die  Kesolvente  in  »  ist  für  sich  Bymmetrisch,  die  Resolventen 
in  a  und  —  invers  symmetrisch. 
Setzt  man 

0  — 2X,    «  — G",    2'—B, 

wo  A,  G  nnd  S  beziehungsweise  das  arithmetische,   geometrische 

und  harmonische  Mittel  Ton  «,  und  e^  hezeichnen,  so  erhält  mau 

folgende  Formen  fiir  die  PartialresolventeD: 

2(«c  -b')Ä+  (ad-  bc)  —  0, 
(<ic-6')0«+  (<;•  — tfl— 0, 
(bc  -  adjH  +  2{,i'  -  bd)  —  0  . 

Die  eiste  und  dritte  Gleichung  sind  unsymmetrische  Corarianten 

der  kubischen  Functionen 

(a,b,e,d)\Ä,  1)"  und  (a,b,c,d)XB,  !)". 
Führt  man  die  Varianten  und  Contravarisnten  ein,  und  setzt 

tc  —  od  —  2  (/, , 
so  erhält  man 

r,A  +v,  —0, 
r,o'-  r,,j-o, 
[',;/+  n,.  — 0. 

Dividirt  man  die  letzte  Gleichung  durch  H,  so  bilden  die  erste  und 
letzte  zusammen  eine  Symmetrie 

V,A+  f/,  —0, 

Ci  +  nj-2-0. 
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A<Idirt  man  dieselben,  ao  entateht 

Subtraliirt  mau  und  BeiitÄH=G*,  so  tesultirt  wieder  die  zweit« 
Uleichang. 

Eb  sind  nun  £,  und  2^  die  Wurzeln  der  Resolvent« 
{ac  —  Ä-)  z-  +  {ad  -  bc)  z  +  (hd  —  c-.>  =  0 , 
oder  kurz 

V^z^  +  2l\s  +  F:,a  =  0. 
Dieselbe  lässt  sich  auch  in  Detenninantenform  so  schreiben: 
+    az+.b,     hz  +  c  _^ 

bz  -\-  c ,    ee  -\-  d   -L. 
Die  Wurzelwerthe  von  z  lassen  sich  nun  darstellen  in  folgender 
Hymmetrie: 

Da  nun  auch  die  Wurzelform 

symmetrisch  ist,  so  wird  durch  die  Substitution  der  Werthe  von 
2,  und  e^  die  Symmetrie  auch  nicht  gestört. 

Wir  haben  hier  diese  Symmetrien  ausführlicher  entwickelt, 
da  einige  Auflösongsmethoden  der  biquadratischen  Gleichungen 
ebenfalls  interessante  Homologien  darbieten. 

§  186.    Methode  der  Introduction  der  knbiaclieii  Covariaite.  —  Die 
*  aUj^meine  Wurzelform. 

Wir  haben  in  §  155  eine  Methode  entwickelt,  welche  dadurch 
merkwürdig  ist,  dass  die  beiden  Covarianten  der  kubischen  Function 
/'(/)  als  Coefäcienten  der  transformirten  Gleichung  auftreten.  Wir 
wollen  dieselbe  hier  auch  noch  auf  die  Cayley'sche  Form  des 
Polynoms  f(z}  Übertragen. 
Gegeben  sei  also 

fix)  =  aar*  -}-  Zbx*  +  'dcx  -{-<l  =  0. 
Mau  Bubstituire 

ax  ^  - 
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"  +  -*-/■' W         ' 


WO  f{z)  MD.Af"{z)  die  beiden  Derivirten  von /"(?),  CVs(^)  »liß  cste 
Derivirte  der  quadratischen  Covariante  von  f{z)  bezeichnet,  e  aber 
eine  ganz  willkürliche  Grösse  ist. 

Entwickelt  man   die   transformirte  Gleichung  nach  Potenzen 
von  u,  so  erhält  man 

i.'  +  3a,,W«-fi..(r)-0, 

WO 

(73.,(?)  =  {ac  -  h^)s'  +  {ad  -  hc)z  -f-  {hd  -V), 
Ci.i(z)  =  {26=  -  3o6c  +  a^cCjz^  +  ;j(''V  +  aörf  —  2ai?)z'-      , 
-  3(Äc^  +  acd  —  2i'rf)2  -  (2r»  —  Sterf  +  «(Z^) 

2u  setzen  ist.    Die  Gleichung  in  u  kann   nach  der  (Jardani'schen 

Formel  aufgelöst  werden;  sie  gibt 


«-V\  c.. ,  u)  +  \  Vrl. ,  w  +  ici. ,  («) 
+ 1^ j a.,(..) -  ;/«.,«  +  4r;,,(«) . 

Nun  ist 
folglich 

« -  yi  ft, .  w  +  j  f(')  vd,  +  y\  ft. .  w  - 1  rw  v^A . 

Setüt  man  diesen  Werth  in  die  Substituirte  ein,  so  erhält  man  di 
allgemeine  Wurzelform,  in  welcher  s  willkürlich  bleibt. 
Nimmt  man  in  einem  speciellen  Falle  an 

Ca,  j  (s)  ~  0 ,     (ReaolYente  II  y) 
so  wird 

■  oi. . w  -  va .  « -  yT •  V(\>  (')  -  Vi  ym  Va  . 

folglich 
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■wo  an  die  Stelle  von  z  einer  der  beiden  Wurzelwerthe  der  Eesolvente 
einzusetzen  iat. 

§  187.    MetiLode  mlttelfi  Integ^tion  der  Di£reTeiizialg:leicliiuig  der 
FunctlQü  f{x). 

Charakteriatisch  für  diese  Methode  ist  der  Umstand,  dass  in  ihr 
keine  Reaolvente  znr  Anwendung  kommt.  In  §  142,  IV.  haben  wir 
zwischen  der  Function 

f{x)  =  a3^-{-  Us?  -\-Zcx-\-d 
und  ihrer  Derivirten 

/-(a;)  =  3(ax*  +  2?»3;  +  r) 
folgende  Relation  angestellt: 

27  {a*p{x)  -  2  YJ{x)  +  Ä)  =  fpix)  -  9  yj*{x) . 
Ist  f{x)  =  0,  30  wird 

ar{x)~^v^r*ix)  =  2ii\, 

oder  wenn  man  der  Torgel^ten  Gleichung  die  Form 

gibt,  so  erhält  man 

1^  =  -  3(aa^  +  26a;  +  c)  . /•(*), 

und 

fa{ai*  +  2hx  +  c)  -  3(Z«^  -  «Ol  (sf)*  ==  ^A- 

Zieht  man  auf  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  aus,  so  erhält  man 
durch  Transposition 

dx ^ _8d^_ 

yafflx''  +  2bx  +  c)  —  3(6'  —  ac)  8  V^ 

Von  dieser  Gleichung  ist  dann  dae  Integral  zu  suchen. 

Setzt  man  ßir  die  Discrimioante  ihren  Werth  ein,  also 

J   >'«(<w'+2&iB+c)^(t'— "^  ~      J   3V'^'d'-f2(2&'— ~3ni'c)rf+c'(4nc— Sb*) 

SO  erhält  man 

\  log  aat  [2a'x  +  2afc  +  2a  yä(a^+2hx  +  c)  -  3(t*  —  ac)] 
=  —  ^^  log  «at  hia'tl  —  Zahc  +  2}P)  +  2a  VJ)^  +  C . 
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Die  CoDstante  C  wird  bestimmt  dnrcli  die  Erwägung,  das»  x 
und  d  zugleich  verachwinäen  nüseeii.    Deshalb  ist  auch 

-i  log  nat  [2ab  +  2a  YAac  ~  36*1 

= l„  lognat  r4&*  — 6ö6e+2ac)/4He  — 3fc»1  +C, 

folglich  nach  Weglassung  der  Logarithmensymbole 

b  +  ytae  —  3b' 
==  l/ät'—  Sabe  +  acYiär^^Tb' 
26»  —  Zabe  ■+  a'd  +  Va'D,  ' 
oder 

ax  +  b  +  ya(aä^  +  2bx  +  c)  — "  3(t*~— "o^") 

'    (86'—  aabc-j-  a*d)  +  Va'5^ 
Multiplicirt  man  unter  der  Kubikwurzel  Dividend  und  Divisor  mit 

(26'—  Sabc  +  ahl)  -  ia^\, 
80  erhält  man 

oa:  +  6  +  Yaifl^  +  26T+  c)  — ~3(6»^-^f) 

Bezeichnet  man   die  rechte  Seite  der  Kürze  wegen  mit  u  Y\ 
und  transponirt,  so  ei^bt  sich 

aa;  +  6  =  «y'l  -  ya{ax^  +  2fca;  +  cj  ~  3(fc*  —  ac). 
Man  erhebe  jetzt  beiderseits  zum  Quadrat;  dies  gibt  nach  Auf- 
hebung gleicher  Glieder 

4(t»  -  ac)  =  H»f  r*  -  gMv'l  Va{ax«"-i-"2ta;  +  f^)^J.{*''  — '«O 
und  wegen  der  Relation 

^a^as^  -f  2*3;  +  cj  —  3{(i*  —  ac)  =  m  i/V  —  (na:  +  6), 
4(i<*  —  flc)  =  2«  vT  {ax  +  t)  -  h'  v^l ' , 
oder 
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Setzt  man  ftjr  u  wieder  seineB  früheren  Werth  ein,  ao  erhält  man 

§  188.  Methode  von  Gayley  and  Clebsch*}. 
Die  hier  folgende  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades 
ist  zuerst  in  den  wesentlichsten  Punkten  von  Cayley  gegeben 
worden.  Es  wird  sich  aber  empfehlen,  zunächst  der  Darstellung 
von  Clebsch  zu  folgen  und  in  seine  Formeln  die  tod  uns  ange- 
nommenen Bezeichnungen  einzuführen.  Clebsch  geht  aas  von  der 
Form 

^^  =  -2(v'+  l  Itr)- 

Nach  der  von  uns  in  §  143,  7.  eingeftihrten  Bezeichnungsweise  ist 

wo  (h,i  die  quadratische  Covariant«  von  f{x)  oder  /",  Cs,s  die 
kubische  und  Dj  die  Discriminante  bedeutet  Die  rechte  Seite 
kann  in  zwei  Factoren  zerlegt  werden,  also  ist 

(:\. . l  [f-yp,  +  ft,.]  [-  /Vb;  +  6i.,]  ■ 

Auf  der  linten  Seit«  steht  der  Kubus  einer  Form  zweit«n  Grades, 
rechts  das  Product  zweier  kubischer  Formen.  Im  Allgemeinen  haben 
die  beiden  letzten  keinen  Factor  gemein;  daher  muss  jeder  der 
kubischen  Ausdrücke  rechts  an  und  fQr  sich  ein  vollständiger  Kubus 
sein,  d.  h.  man  musa  zwei  lineare  Factore  |,  ^  so  bestimmen  kön- 
nen, dass 


wird.  Die  Functionen  ^  und  ij  sind  hierdurch  bis  auf  die  Kubik- 
wurzeln der  Einheit  völlig  bestimmt.  Wenn  eine  kubische  Form 
gegeben  ist,  von  der  bekannt  ist,  dass  sie  der  Kubus  einer  linearen 
Function  ist,  also 

•)  Cayley,  Fifth  memoir  upon  QuaDtici.    Pbil.  Trans,  vol.  148.  1858, 
Clebgch,  AnflösuDg  der  kubischen  Gleichungen.    In  seiner:  Tfaeorie 
(lec  binären  algebraischen  Formen.    §  3ä.    Leipzig,  1^72. 
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ttx*  -|-  3ßx^y  +  ^yxtf^  +  dy^  =  (0,3;  +  «^s)*) 
so  findet  man  die  CoefficienteD  der  linearen  Function,  indem  man 
beiderseits  die  Coefficienten  einander  gleich  setzt: 


Man  erhält  a,  durch  die  Kubikwurzel  aus  a,  Aann  a^  rational  durch 
diese  und  ß  ausgedrDckt;  die  übrigen  Gleichungen  müssen  dann 
von  selbst  erfQltt  sein. 

Hat  man  die  beiden  linearen  Functionen  %,  1)  aus  ihren 
Gleichungen  bestimmt,  so  folgt,  indem  man  Alles  durch  diese 
ausdrückt, 

fVr.-i'-n', 
o.,s-i'  +  i% 
c... ir,. 

Bei  der  Darstellung  von  Cs.  i  ist  eine  Kubikwurzel  zu  ziehen  und 
daher  könnte  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit  rechts  als  Factor  hin- 
zugefügt werden;  indessen  kann  man  sie  ersparen,  indem  mau  die 
bei  der  Bestimmung  von  ij  auftretende  Kubikwurzel  gehSrig  be- 
stimmt denkt.  Die  bei  %  auftretende  ist  dann  noch  immer  beliebig, 
aber  sonst  ohne  Einfluss. 

Die  Toranatehenden  drei  Gleichungen  in  6  und  ij  geben  nun 
sofort  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichung 

f=  (a,  h,  c,  d){x,  yf  =  Q, 
vorausgesetzt,   dass  die  Discriminante   von   Null   verschieden  ist. 
Denn  diese  Gleichung  kann  dann  ersetzt  werden  durch  die  Gleichung 

0  -  (Vd,  -  ({>  -  ,')  -  (i  - 1)  (I  -  J,i)  (I  -  J.i)  • 

Die  drei  Wurzelwerthe  von  f^O  findet  man  aus  den  drei  linearen 
Gleichungen 

1-     ^  =  0, 

5-^,1  =  0, 
und  f  ist  durch  die  folgende  Identität  in  seine  drei  linearen  Fac- 
toren  zerlegt: 

Miublaom,  Oniudcage  d.  mnl.  n.  mod.  Algebra.  33 
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•-.v^ 


+  fVB^      -  l/c,,,-fVi, 


»^_^.V^ 


+  fV^'         ^  lAa.,-/"]^! 


Man  sielit,  dass  die  Auflösung  der  kubischen  GleicbuBg  sieb 
wesentlich  auf  die  Aufsuchung  der  linearen  Factoren  $  und  i}  der 
quadratischen  Form  C,,t  stützt,  oder  auf  die  Zerlegung  von  C^^ 
in  seine  kubischen  Factoren,  d.  h.  auf  die  Auflösung  der  GleichuI^; 

Sind  die  Coe^cienten  von  f  reell  und  D,  positiv,  so  sind  g  und  ij 
reell,  also  von  den  drei  linearen  Factoren  von  f  einer  reell,  die 
andern  wegen  J^  und  J^  conjugirt  complex.  Wenn  dagegen  Dg 
negativ  ist,  so  werden  i  und  rj  selbst  conjugirt  complex,  etwa 

ond  die  linearen  Factoren  von  /"  K  Dg  werden  also  die  Factoren  von 

(y  +  g  yiTi).  _  (p  _  5  yCTT).  _  2  y-ITT  (äj,'5  -  g>), 
d.  h,    abgesehen    von    dem    Factor '  y —  1    gleich    q,   q-^-pYS, 
—  g  +  p  1/3 ,  folglich  reell.    Bei  reellen  Coefficienten  hat  deshalb, 
wie  wiederholt   bemerkt  worden  ist,  die  kubische  Gleichung  drei 
reelle  Wurzeln  bei  negativer  Discriminante,  nur  eine  bei  positiver. 

§  189.    Anwendung  der  typischen  DarstellmigeQ  aaf  die  AnflÖsong 
kabisoher  Olelchongen*). 
Wenn  man  ausgeht  von  den  Substitutionen 

so  haben  diese  die  Eigenschaft)  die  Function  von  ihrem  zweiten  Tenn 
«u  befreien. 


•)  Clebach,  Theorie  der   bin.  algebr.  Fonoeu  §  87.    Man   vergl.   »nch 
%  123  nod  §  166  oben. 
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Gegeben  Bei 

f{',y)  —  (»,  i, «.  "^»i »)', 

so  ist 

»  —  3, 

(?^^      —3(aV+2S«,«, +  «,■), 

®)., ,  ■"  '''•'■'  +  ^"'''  +  '*''''■ 
Es  ist  dann 

f{:c,y).f  (,„,,)  _  !•  +  30... (<„.,)£,•  +  C^.fe,^),-. 
In  §  186  sini]  wir  bereits  demselben  Ansdrack  begegnet 

Diese  Oleichnng  wird  für  f(x,  y)  na  0  : 

und  kann  durch  die  Cardani'sche  Formel  gelöst  werden. 
Mac  erhält  dann 

i^-y^.A+'yV.B, 

und  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung 

A'  +  B" Ci, («„»,), 

AB  —  —  C,,, (»,,»,). 
Daher  sind  A^  und  B'  die  Wuraeln  der  Gleichung 

'f+ Ci.il',, ;)'!  -&!>(»!,«.)  — 0, 
und  es  wird  sein 

A' fft.,  +  iyft'7+4C,'„ 


B' T  "^^  ■  -  y  ^''i'  +  *'^'' 

Es  ist  nun  abet 

ft!.  +  4C,S  — Are»,,»,), 

folglich  die  beiden  Relationen 

^•_i(-ft,, +  /■(»„«.)  VF.), 

nebst  der  Bedingung 

AB Cj,,, 
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welche  die  Wahl  der  Kubikwurzel  von  B'  an  die  von  ^1'  knüpft, 
gegeben;  sodann  aber  findet  man 

ri  3  s,y  —  x,x  '  '     '  •' 

woraus  endlich  der  .Wurzelwerth  —  ge^nden  wird. 

Diese  Lösung  gibt  eine  uneni^iche  Anzahl  gleichberechtigter 
Auflösungen,  welche  nur  durch  die  Wahl  des  willkfirlichen  Para- 
meters ~  von  einander  veraehieden  sind. 

Eine  specielle  Darstellung  der  Auflösung  erhält  man,  indem 
man  fUr  die  e  eines  der  Wertbepoare  «,  und  ^^  setzt,  für  welche 
Ca,  s(^i  1  ^g)  verschwindet.  Die  Gleichung  in  |  und  ij  verwandelt  eich 
dann  in  eine  rein  kubische  und  man  hat  daher 

i=-vTv'a:;. 

Die  Lösung  der  kubischen  Gleichung  nimmt  dann  die  beiden 
Formen  an: 

Diese  allgemeine  Wurzelform,  wie  die  in  §  186  abgeleiteten, 
bilden  ein  merkwürdiges  Analogen  zu  der  allgemeinen  Wurzelform 
der  quadratischen  Gleichungen,  welt^e  in  %  104  und  .§  123  ge- 
geben worden  ist,  und  welche  ebenfalls  zwei  willkürliche  Grössen 
einschliesBt.  Löst  man  die  erste  der  beiden  specialisirten  Gleichungen 
nach  X :  y  auf,  so  resultirt 

wo  ^1  und  Zt  beetimmt  werden  durch  - 
C».i(».,  «.)  —  (««  —  V)i^'  +  (ad  —  he)i,s,  +  (bd  -  cy,'  —  0. 
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§  190.  Die  Aoflöenng  der  kablBehea  Gleicliaiigeii  nnd  die  Aos- 
drttoke,  welcbe  dabei  auftreten,  von  Eisenstein*). 
Fflr  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  dritteo  Grade  muss 
man  zwei  neue  Functionen  ^(l)  und  ^(il)  einfuhren,  welche  re- 
spective  durch  9^  ^  0  und  ^'  =  0  bestimmt  werden.  Die  Function 
<p{).)  hat  für  jedes  A  zwei  Werthe  +  fO.),  während  die  andere 
^(d)  drei  Werthe  annimmt,  die  sich  durch  einen  derselben  auf 
folgende  Weise  ausdrücken  lassen: 

wo  J  an  die  Stelle  von  -5-  [~  1  +  9'  (~  3)]  gesetzt  ist 
Bezeichnet  man  der  Kürze  halber 
F,  =  &*  — ac, 
Vs^Sh'  -Sabc+ahl, 
Ds  =  fl^d*  -  3ftV  +  4ae*  +  4dV  -  Qahcd, 
so  sind  die  Wurzelwerthe  der  allgemeinen  kubischen  Gleichung 
aar^  +  36«»  +  3ca:  +  rf  =  0  : 
^[-&+^(«) +  ,/.(/?}] 

ist   und    die    zusammengehörigen   Werthe   der   beiden   Functionen 
iti{a)  und  ili(ß)  vollkommen  bestimmt  werden  durch  die  Gleichung 
^(a)  i)(ß)  =  Fg  =  6*  —  ac . 
Die  Aufgabe  nun,  eine  allgemeine  kubische  Gleichung  aufzu- 
lösen, ist  identisch  mit  derjenigen,  die  homogene  Function 

0  =  aa^  +  Ua^y  +  3ca;y*  +  df 
in  ihre  drei  linearen  Factoren  zu  zerlegen.    Diese  Spaltung  kann 
man  auf  zweifache  Weise  ausftihren,  je  nachdem  man  nämlich  in 
in  der  Gleichung 

0a»Ü 

•)  Crelle's  Joum.  Bd.  XXVU.    S.  81  u.  31».    1844. 
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entweder  x  oder  y  als  die  Hanptiuibekaniite  anaielit.  Im  enten 
Fslle  findet  man,  dass  a*<I>  in  das  Prodnct  dreier  Factoren  zer- 
fällt, von  denen  jeder  die  Form 

««+  [b+y'lr.+iaVD,  +  l/'i  r, - iaVS]  y 

hat,  und  wo  die  Wertbe  der  Kubikwurzeln  so  zu  nehmen  sind, 
dass  ihr  Product  gleich 

F,  =  t»  —  ac 
wird.    Im  zweiten  Falle  erhält  man   die  Zerlegung  von  (2^ .  <P  in 
das  Product  dreier  linearer  Factoren  von  der  Form 

wo  das  Product  der  Kubikwurzeln  gleich 
r;,,  —  c'-hd 
sein  muBS. 

Die  Ausdrücke,  welche  stets  bei  den  Discassionen  der  kubischen 
Formen  auftreten,  sind  gewisse  Functionen  der  Coefficieuten  a,  b,  c,  d 
und  zwar  folgende 

A-r,  —  V  —  ae, 
B—  W,  —  bc^ad, 
0—r,,,  —  <?-bd, 
a,  —  r,  —  2V  -  Sabc  +  a'd, 
S,  —  W,  —  h'e  +  ahd  -  iaf, 
c,  —  W;  —  Je"  +  acd  -  iVd, 
rf,  _  r,, ,  —  2c"  —  3ieii  +  oJ', 
J)„D,  —  (ad  —  Icf  —  4(ac  -  i")  lj>d  -  (f) . 
Die  drei  Foimen 

<b  —  a^  +  ^b^y  +  3ca;y*  +  d^ , 

«, <i,i»  -  St,!*»  +  Sciiy'  +  d^f 11,.%, 

F-Äif+Bxy+Cy' C, ,, 

hängen  auf  das  Iimigste  mit  einander  zusanunen.    Wenn  man  näm- 
lich auf  alle  drei  die  liuearen  Substitutionen 
X'^ix'  +  ny\ 
S  —  vx'  +  ty', 
hIbo 

x'  =  ?fL^^y       «'  _=  ^y.szJ!'' 

iü-fv'         '         it-l" 
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anwendet  und  den  Nenner  (Modal)  Ip  —  (iv  gleich  der  Einheit 
annimmt,  so  nimmt  man  das  merkwürdige  Verhalten  wahr,  dass 
zwischen  den  Coe^cienten  der  drei  neuen  Formen  <&',  ■]>,'  und 
F"  in  x',  !f'  genau  dieselben  Relationen  stattfinden,  wie  zwischen 
denen  von  9,  (Pj  und  F*). 

Der  Ausdruck  D^,  welchen  man  Determinante  (Discriminante) 
von  0  nennen  kann,  ist  zugleich  Determinante  von  F.  Die  Deter- 
minante von  d^j  ist  dann  !>,'**).  Bemerkenewerth  sind  die  folgen- 
den identiBchen  Gleichungen:  - 

47/=  Xj"  — a*A,    iV',^  =  Ks/s  -  d*Ä, 

V,  n.,  =  c^r,  -  cb  w^  +  b'v't,  i, 

Fi*3  =  ,I'V^-  cd  W^  +  c»r»,  j, 

cK,  —  t  w^a  +  oyi,3  =  rfK;  —  c  r,  +  6ri.3  =  0, 

Wg  =  cVt  -on.s  =  2cr,  -bW,~bWi~2aV't.3, 
iri=  — rfr,  +  iFi,j=~2rfFj  +  c>K,=  -cW,+26ri.s, 

V'ys^-dW^+'äcrt,,. 

g  191.    Heber  eine  merkTÜrdige  Analogie  zwischen  den  Worzel- 
formen  der  qoadratiaolien  nnd  knbisclien  Gleiolmiigen. 
Ausser  den  bekannten  Wurzelformen 

und 

ezistiren  noch  zwei  andere  der  quadratischen  und  kubischen  Gleichung, 
welche  eine  auffallende  Homologie  offenbaren. 

Wenn  man  in  §  150  ausgebt  von  der  Function 

{a,h,c,d){x,yy'  —  0, 
so  erhält  man 


*)  Man  vergl.  Ueber  die  Covaiiaaten.   §  66  oben. 
••)  Man  vergl.  g  63  oben. 
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^ 'b^  +  c  +  s  >/i  v^=^,(i^  +T) 

'J  a^  +  b- y'i  >/=^;^^+"(.) 

unter  der  Bedinguag 

(ßc  —  6*)s*  +  (ad  —  bc)e  +  (6d  —  c*)  =  0 . 
In  §  104  gingen  wir  &ua  von  der  Form 

(fl,&,c'P(x,  i)*=d 

und  erhielten 

wo  ?  eine  willkürliche  Grösse  bezeichnet. 

Die  Wnrzelfonn  der  kubisch^  Gleicliung  lässt  sich  auch  aus- 
drucken durch 

1  /  0Y 


{^\,_-^'.VA^...(ß),_j 


unter  der  Bedingung 

(ac  —  h*)e*  +  (od  —  bcjz.z,  +  (örf  —  tr')«^»  =  0 . 
Bildet  man   die   Productengleichung  und   schafft   die   Kubik- 
wurzel nach  einer  Seite,  so  erhalt  man 


-f^^..®;:- 


Demnach  haben  die  Substitutionen 

«=-:[KS).,..,+KÄ).;.,]' 

die   Eigenechaft,  die  Function   von  den  beiden  mittleren  Gliedern 
zu  befreien,  für  den  Fall,  dass 

iät.    Es  ist  nämlich,  wenn 

i-=H,     -  =U,    "^^z 
1  y  ^: 

gesetzt  wird, 
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/•(r)«'  +  30,, ,(/)»'  +  3(ai  +  6)G,,(»)i. 
+  |«(2!>'  —  3alc  +a'i}z'  +  3{i'  —  aVc  -  a'c'  +  a'hdjs' 
+  Uiffc  +  ald  -  2ai?)t  +  {Vd  -  oc')]  —  0; 
und  nirCi,,{»)  — 0, 

/■(')!'  + J'W'l'-O- 
F{z)  =  0  ist,  wie  §  163,  Theor,  6  gezeigt  worden,  die  kubische 
Resolvente,   welche  der  Reducente  (II)  «ji'  —  ^'d=0  entspricht. 
Löst  man  die  Gleichung  [|,  ij]^  ^  0  auf,  so  erhält  mao 

folglich  ist  unter  deraelhen  Vorauaäetzuiig 

FW-- A,,(»<  +  i.)/-»--/,,,  jc.,,+  [-Jr»]'j . 

Mit  BerUcksichtigutig  der   Deductionen    in    §   180   lässt  sich 
also  die  Wurzel  3er  kubischen  Gleichung 

auf  folgende  drei  Arten  schreiben: 


) :  n; 


'  .       1(1).  .  +'.K>'5r^>' 

§  192.    Methode  von  Cayley*). 
Bei  der  Analyse  der  „Cubics"  kommen  folgende  Au8<lrUcke  in 
Betracht: 


*)  Cayley,  A  fffth  Memoir  upon  (Jamtica.   Phil.  Troas.  voL  148.  p.l41 
London  1856. 
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a':,!l)-(<;l>,c,d%,s)', 

C,,,  —  (aa-b',     i  (ad  -  U) ,    bd  -  A (x,v)  , 

Ia'd—3abe+2f^ 
-(<ibd  —  2a<f  +  b'e)\^,      ., 
-{acd-2b'd+b,')\     ^'•"l' 
~{ii<e-Sbcd+2<?)\ 

2,  —  oV  -  6abcd  +  iaif  +  iVd  -  3i>V. 
Die  eiste  Function  ist  die  Cubic,  die  zweite  die  quadratische 
Covariante  oder  die  Hesse'sclie  Function,  die  dritte  die  kubische 
CoTariante,  die  vierte  die  Discriminante.    Es  findet  zwisclien  diesen 
Functionen  die  Beziehung 

CJ,  — —  4Cä.,  + A/"" 
statt    Die  Hesse'sche  Function  lässt  sich  unter  der  Form 

{ax  +  bg){cx  +  dp)  —  (Jbx  +  eyf 
darstellen;  ausserdem  aber  auch  als  Determinante,  nämlich 

f  —yx 

C,,,—  a  b 

b  c      d 

Die  kubische  Covariant«  lässt  sich  schreiben  unt«r  der  Form 
C,,  —  —  \2{ae—V)x  +  (ad  -  bc)ylQ>if  +  2cxy  +  dy') 
+  [(od  —  bc)x  +  2(bd  —  if)y\{ax'  +  2bx!i  +  cf), 
d.  i.  als  die  Jacobi'scbe  Function  von  der  Oubic  und  der  Hesse'schen; 
femer  unter  der  Form 

d.  i.  als  Erectante  der  Discriminante. 

Die  Discriminante  negativ  genommen,  läast  sich  darstellen 
4(ac  -  6»)  (6d  -  c»)  -  (ad  -  hc)* , 
d.  ).   als   Discriminante  der  quadratischen  Govariante.    Ferner  er- 
hält man 

{a,h,c,d^h!^  +  2c3;i/  +  rfy*,  —  ax?  —  2lxy  —  cff  —  -/".CVs. 

Diese  G-leichung  drückt  aus,  dass  eine  Transmutante  der  Cubic 

gleich  dem  Frodncte  aus  der  Cubic  und  der  kubischen  Covariante  ist 
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Die  GleichuDg 

IP).-l(l?).-i(l?).-(l^)K-)TÄ=./^ 

drückt   aua,    dass   die   zweit«  Evectante   der  Diecriminante  gleich 
dem  Quadrate  der  Cubic  ist.    Endlich  die  Gleichung 

+  P2^     {^^\     /ü^^     {^i^\ 

Jbdaj'    \ib')'  l^StScj'      \cbdd) 


\ddda)'     \dddb}'      \cddc)'      \J^) 


'21'D* 


1  + 

drflekt  ans,  dass  die  Determiuauf«  gebildet  aus  den  zweiten  parti- 
ellen Differenzialqaotienten  der  Diseriminante,  das  Quadrat  der 
Discriminante  ergibt. 

Von  Interesse  sind  noch  die  Covarianten  der  zusammengesetzten 
Form  af  —  ßCi,a.   Es  sind  die  folgenden  Ausdrucke: 
quadratische  Covariante : 
CkM-  ßC,>)  =  (1,0,-  S,)^o,rt'ft,.  -  (a'-^'A)»..! 
kubische  Coviiriaiite : 
•C,,,(o/--^C,.,) 

-(o, |b„o,- i.')(«,^)V-(i,o,-|^,o)(«,^)'G,, 
-(.■-^'A)(-«c.,.  +  ?Ä/-)i 

Discriminiiiite: 

!),(«/•— /SC',. s)—(l,0,—ifi„  0,^V«,|SYB,  —  («'-^'ä,)'B,. 

In  den  Bpecielleii  Fällen,  wo  o  =  0,  /3  =  1  ist,  gehen  die 
Fonnen  über  in 

ä,,(c,,,) AC,, 

c;.,{c,.,)--D^.f, 

D,(C,,)  —  D,'. 
Wir  gehen  jetzt  an  die  AuflSsung  der  Cnbic  in  ihre  linearen 
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FactoreQ.  Dies  kann  am  einfachsten  bewerkstelligt  werden  mittels 
der  Gleichung 

ci.z-B,r-~iv;.,. 

Dieselbe  zeigt,  dass  jeder  der  Ausdrücke 

ein  vollständiger  Kubus  sein  muss,  und  dass  folglich  die  Kubik- 
wurzel aus  einem  jeden  dieser  Ausdrücke  eine  lineare  Function 
von  X  und  y  sein  wird.     Der  Ausdruck 


y-l  fe. . + fVD,)  -  y{  {c, .  -  rvn,) 

ist  demnach  eine  lineare  Function  von  x  und  y  und  er  verschwindet 
für  /"=  0;  er  ist  also  ein  linearer  Factor  der  Cubic. 

Stellt  man  die  Cubic  nun  durch  ihre  Wurzeln  dar,  also 
f(x,y)  =  a{x  —  ar,i/)(a:  —  x^y^x  —  x^y) , 
so  kann  man  schreiben 


yife^-/-VÄ)-]7^fc..-/'>o>,) 

=  —  ja(J,  ~  JJ(a^  —  a^)(x  — a:,j/) . 

Diese  Behauptung  lässt  sich  beweisen  mittels  der  Ausdrücke, 
welche  die  Covarianten  annehmen,  wenn  man  die  Wurzelwerthe 
3^1 1  3^ ;  a^j  einführt. 

Man  kann  der  Cubic  eine  sogenannte  kanonische  Form 
geben,  d.h.  eine  symmetrische  Form,  in  der  sie  auf  die  geringste 
Anzahl  von  Gliedern  reducirt  erscheint. 

Da  die  Ausdrücke 

vollständige  Kuben  sind,  so  kann  man  setzen 

Folglicli 
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Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

V  =  {Xg—X,){X~-X^if), 

w  =  (x^  —  X3)  {x  —  x^y), 
so  ist 

und 

a.,  =  -  ^  («*+«»  +  «;^  =  "l-  {VW  +  wu  +  «t-)  , 

C,..  =  -f^{v-w){w-u){M-v), 

A  =  —  1^  (a;,  —  a:8)»(a:,  -  *8)Ma^  -  a:,)*  - 

Auf  diese  Weise  sind  die  Govarianten  auf  die  einfachsten 
Ausdrücke  reducirt.  Indessen  kann  dies  auch  auf  folgende  Art 
geschehen : 

.     C,  _- 5^  ife -!,)•(. -!,,)• 

\{&x^x^x^—x^*—XtX^*—x^x^—x^x^—x^*Xi-x^^x^ ,  j  (ay/)* 

X,^X^'-\-Xt'Xa^-i-Xg'Xi^—Xi*X^—XiX^\—XiX^*  ' 

x[{xj-\-JiXt  +  JiX,)x+(x3Xi+JiXsXi  +  JiX,x^)y]; 

"  —  '^'[(^a^i  —  %  —  «s)^;  +  (2a;ja;3  —  a^a:,  —  «1«^)^] 
X  [C2a^  —  3^3  —  a:,)^:  +  (2a^3;,  —  x,Xf  —  XiXf,)y\ 
x[(2a:j  — a;, —  a:ä)a:4-(2a;,a^  — a^iTa  — a^aijyl . 

Ee  ist  zu  benierkeii,  dase 

welche  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  vorbeigehenden  Aus- 
drücken Ton  Ca,t  und  (7g. 3  in  denselben  Grössen  und  der  Gleichung 
u  -\-  V  '\-w  =  <i  die  Gleichung  verificirt,  welche  die  drei  Covarianten 
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f,C'3,i,V3,3  mit  einander  verbindet.    In  der  That  gilt  die  identische 
Gleichung 

(v  —  tvy{w  —  m)'(u  —  ti)*  =  —  4(m  +  r  +  w)*«t)«j 
+  («+»  +  w)*(«»c  +  w«  +  «lO*  +  18("  +  v  +  w)  X 

{vw  +  tffi«  -j-  «i^Mfw  —  4{vtv  4"  WM  -J-  ur)'  —  27M*i'"^ff*  . 
Es  ist  nun 

27a-»a.s  -=  —  («-  w)(w  -  h)(m  -  v) , 
'  27a-YV'l),  =  3(J,  —  j;)uvw  ; 
daraus  folgt 

-  27  a-« .  j  (g,.  -  /-VA^)  -  [(»,  +  J,»,  +  J,ii:,)a; 

+  (*i»i  +  Ji«j»i  +  Ji«i«i)!']' , 

-  27  a-' .  i  fc.>  +  /'^)  -[(*■+  J.«.  +  J.«.)» 

+  (^^  +  Ji'.a^i  +  ■'.*i«i)»]'  • 
Somit  ist  bewiesen,  dass  man  einen  linearen  Factor  ausdrflelien 
kann  durch  die  Gleichnng 

=  —  3  a(J,  -  J^ixi  —  Xt){x  —  Xyy) .  ' 

Die  Tonmgehenden  Formehi  zeigen,  dass  jeder  Factor  der  kubi- 
schen CoTariante  den  drei  Factoren  der  kubischen  Function /"  ha r- 
moniäch  zugeordnet  ist;  und  femer,  dass  die  Factoren  der  Cubic 
und  der  kubischen  Covariante  zusammen  eine  Involution  bilden, 
welche  als  ^Zugeordnete  die  Factoren  der  quadratischen  Coväriante 
besitzen*).  In  der  That,  die  Hannonikale  von  x  — x,y  in  Bezug 
auf  (x  —  Xgf/)  (x  —  Xgy)  ist 

(2x  —  x^  —  x^)x  -f  {2xjXs  — a:j3;,  —  «,av)y , 
welches  ein  Factor  der  kubischen  Covariante  ist. 

Das  Froduct  des  Paares  harmonischer  Factoren  ist 
(2xi  —  Xj~  «,)a:*  +  2(a^ij  —  a:t*)a:y  —  a:,(2a^«s  —  a,«,  —  XiX,)y*. 

Multiplicirt  man  dasselbe  mit  x^  —  Xg  und  nimmt  die  Summe 
der  analogen  Äusdrflcke,  so  verschwindet  entweder  diese  Summe, 
oder  auch  es  bilden  die  drei  Paare  eine  Involution.  Daas  die  quadrati- 
sche Covariante  die  Zugeordneten  der  Involution  liefere,  täast'sich 

*)  Hau  vergl.  die  id  |  143,  S  an^eatellten  Theoreme  und  Beweise. 
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leicht  foIgendermasBeu  erweisen.    Die  letzte  quadratieche  Function 
kann  man  auch  Bchreiben 

welcher  Ausdruck  sich  verwandeln  lässt  in 

oder  mit  Vernacbl&ssigtu^  des  Factors  3a~' , 

(J  +  ax^ ,    c  —  bx, ,    d  +  cxi)  {x,  y)* , 
welcher  Ausdruck  in  harmonischer  Beziehung  zn  der  quadratischen 
Covariante 

(ac-h',     I  (ad  —  bc) ,     bd  —  i^f{x,  y)* 

steht.    Dasselbe  gilt  von  den  beiden  übrigen  Factoren;  sie  sind 
Harmonikaien  mit  der  Hesse'schen  Function  Cs.s. 

Wenn  zwei  Wurzeln  einander  gleich  sind,  so  ist 
/•=o(a;-a:,y)'Ca:-«jy), 

•     Ä  =  0 . 

Wenn  alle  drei  Wurzeln  einander  gleich  sind,  so  wird 

f=a{x-x,yy^ 

Cs,8  =  0,      Ci,t=-0,     i>3  =  0. 

Zur  Erläuterung  der  Methode  von  Cayley  fügen  wir  noch 
ein  numerisches  Beispiel  hinzu. 

Zahlenbeispiel.    Es  sei  der  lineare  Factor  von 
/■  =  4«^  +  Qx'y  +  ISxy^  +  17y»  *) 
zu  bestimmen.     Man  hat  ß^  =  1600  und 

Cs.a  =  llOa^  -  QOx'y  -  GSOxf  —  610 f  . 
Daraus  folgt 

*)  Salmon,  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  linearen  TronBformation. 
Deutsch  von  Fiedler  g  186  n.  t96. 

Lefons  d'alg^bre  snpärieure.  Traduito  pnr  Bazin.  §  16S.  Paris  1868. 
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demgemäsB  ist 

facsi  +  ,) +726  (I  +  3») 

ein  line&rer  Factor. 

Um  f  auf  die  kaaoDtsche  Fonn 

r-x'+y 

zu  reduciren;  hat  man  mit  Berücksichtigung  der  obigeu  Äiuidracke 
5(3a:  +  y)»  =  40X% 
25(3: +  3^)»  =  40  P, 
folglich 

/■_i(8ät  +  >,)-+|(»  +  3j)>. 

Hieraus  ergeben  sich  ebenfalls  die'Wurzeln  von /"«sO  in  Form 
der  linearen  Gleichung 

(33T  +  y)  +  >a  •  H  (ar  +  3y)  -  0  . 

§  103.    Andere  Methoden,  eine  binäre  knblsotae  Fnnotion  auf  die 
kanonische  Form  za  rednoiren. 

Die  Reduction  der  Form  (a,  b,c,  ä)  {x,  y)'  auf  die  kanonische Pomi 

unterliegt  keinen  besonderen  Schwierigkeiten;  denn  die  letztere  ist 
äquivalent  mit 

und  enthält  implicite  vier  Constanten,  ist  also  eben  so  allgemein 
wie  die  erstere.  Entwickelt  man  die  Form  X^  +  I"*  nach  Potenzen 
von  Zf  y,  und  setzt  die  Coefficienten  homologer  Glieder  einander 
gleich,  so  erhält  man  die  Bestimmungsgleicbungeu 

a»  +  K,=  =  a ,      «*^  +  a/^,  =  h  , 
aß' +  a,ß,' -=  c,     ^»  +  ^,»  =  d. 
Eb  sei  nun 

(«i  +  /iS,)(«,i  +  ^,y)-(A,     Ia„     aSIx.v)', 
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aiso 

A^  =  aa,,    J.1  =aj3, +«,(3,     A^  =  ßßi; 
aladauD  gelten  folgende  Gleichungen: 

ac  -  b' =  Aaiaß^  -  a,ßy , 
ad  ~  bc  =  A^(aß^  —  Uißf  , 
bd  —  e^  =  At{aß,  -a^ßf.  ' 
Hieraus  folgt 

bd  —  e*        A.         e,ä 

Ss  sind  also  —  and  —  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
(flc  -  b')z'  -  (ad  -  bc)z  +  (bd  —  c^*)  =  0 , 
und  ^  =  a^j ,     ^1  —  a,2(,     Sabstituiren  wir  diese  Werthe  in  die 
linearen  Substitutionen  ax  -}-  ßy  und  a^x  -j-  ß,y ,  so  wird 

X  ■=  «{a;  +  n^y) ,     r  =  «,(3:  +  s^y)  , 
und  weiter 

ß*  -}-  Kl'  =  a , 

folglich 

i/ä7.'--(i  ,  l/aü,'— d 


Hierdurch  sind  die  Functionen  X  tmd  Y  bestimmt.     Wenden 
wir  diese  Deductionen  auf  dasselbe  Zahlenbeispiel  an;  also 

4a;»  +  9i*  +  18a:  +  17  =  0, 
so  ist  tf  ■=  I  und  die  HUlfsgleichung  (Besolvente) 

^_3ie+l  =  0;      ^,  =  3,     3,  =  J- 
Demgemäss  ist 

a.  =  l2,     P.  =  2;     «==-^-.     P-^-ä-i 
und  die  kanonische  Form 

/■-i(3»+l)'  +  i(.  +  3)'. 

HulUiicucn,  Cinudiflg«  d.  Mit.  n.  mod.  AlgEbrn.  .^4 
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Man  kaon  nun  auch  die  Wurzel  der  voi^elegten  Gleichung  in 
AusdrDcken  von  e,  und  e^  wiedergeben;  es  ist 

^ f. f a^.'  -d  +  Vi  .  t,y^^l 

y'aV-'^  +  v'iv'oV"^ 

Man  erhält  aus  dieser  allgemeinen  Wnizelform  die  Werthe 
der  einzelnen  Wurzeln  :ri,x,,x^,  wenn  man  nacheinander  1,  J,,  J^ 
an  die  Stelle  von  }^  treten  läest. 

Salmon  beweist  das  Theorem,  daes  eine  binäre  kubische  Form 
immer  auf  die  Summe  von  zwei  kubischen  Auedrücken 

X»+  r»  oder  ^2»  +  Z)r» 
reducirbar  sei  auf  folgende  Art  (1.  c.  §  166), 

Durch  die  linearen  Transformationen 

wird 

aa^  +  Sfea^y  +  3cxy'  +  dy» 
=  AX^  +  3BX*r+  3CXr*  +  DY'. 
Nach  der  Definition  einer  Covariaute  und  für  die  Hesse'sehe 
speciell  ist 

(ac  —  6*)a;*  +  {ad  -  hc)xy  +  (fcd  —  c*)«/» 
=  {ÄC  -  &)X?  +  {AB  —  BC)XY-\-  {BD  —  C*)  F*  . 
Wenn  nun  B  und  C  in  der  Transformirten  verschwinden,  so 
nimmt  diese  Covariaute  die  einfachste  Form 

ADXY 
an  und  man  erkennt  leicht,  daes  für  X  und   Y  die  beiden  linearen 
Factoren  zu   wählen  sein  werden,  in   welche   die  Covariante  sich 
zerlegen  läset     Nach  dem  Früheren  ist  nämlich 

Cs.i  =— —  ■^a'[{Xi-\-JiXt-{-JjXs)x-^{xtXi-\-J,XsX^-^JiXiX^)t/] 
X  [(^  +  •'i^»  +  ffi"^)^  +  {^^  +  J^x^Xi  +  J^x^x^y^ 
Diese  Factoren  werden  also  durch  Auflösung  einer  quadrati- 
schen Gleichung  gefunden.     Vergleicht  man   dann  die   voi^elegte 
kubische  Form  mit 

AX''+DY>, 
80   erhält  man  A  und  I)  durch  Vergleichong   homologer   CoefS- 
cienten.     Ist  nämlich 
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Bo  ist 

A(r,x  +  S,yY  +  D(r,x  +  ä,yy 
=  aa^  -\-  Zha^y  -\-  Zcxy*  +  dy*  . 
Die  BeBtimmuug^leichut^en  aind  alsdann 

Cn'V  ~  yJ^i'')^  =  n'«'  —  *.'«  > 
ö*!**!*  —  ys'^i'M  -"  V«  —  n^^ ; 

woraus  folgt 

D       _r,'d  — V« 

Zahlenbeiapiel.  Ss  soll  die  Form  4j^  +  93^-\-  \Sx  +  17 
oder  (4,  3,  6,  17}  (x,  l'f  auf  die  Icanoniache  Form 

ÄS'  +  DY^ 
gebracht  werden. 

Die  quadratisclie  Covariante  ist 

15««  + 50a:  +  15  =  5(a:  +  3)(33;  +  1). 

Die  Bestimmnngsgleicfaungen  für  A  und  D  aind  demnach 

^  +  27D  — 4,     27^  +  0=17; 

D:^  =  l:5. 

Die  kanonische  Form  ist  demgemäss 

nnd  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

4a:» +  9«»+  18a;  +  17  =  0 
bestimmt  durch  die  lineare  Gleichung 

(Sa:  +  1)  +  V^  .  V^  (a:  +  3)  =  0  , 
wo  an  die  Stelle  toq  yl  nacheinander 

1,    J. T  +  |V=3,     J. i-iV=^ 

ZU  setzen  ist. 

Salmon  macht  weiter  die  Bemerkung,  dass  nicht  jede  kubische 
Form  durch  reelle  Transformation  in  die  kanonische  Form  über- 
geführt werden  könne,  welche  einen  reellen  Factor  und  zwei  com- 
plexe  Factoren  habe  und  also  nicht  mit  einer  kubischen  Form 
von  drei  reellen  Factoren  identisch  sein  könne. 
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Die  Discriminante  der  quadratischeti  Covariaute,  nämlicli 

{ac  —  b*)(bd  -  O  -  |(«d  -  hcy ^D^, 

ist  nur  durch  das  Vorzeichen  und  einen  constanten  Factor  von  der  der 
kuhischen  Form  selbst  verschieden.  Ist  die  letztere  positiv,  so  hat 
die  Covariante  zwei  reelle  Factoren  und  die  kubische  Form  nur 
einen  reellen  und  zwei  complexe  Factoten;  ist  sie  negativ,  so  hat 
die  Covariante  complese  und  die  kubische  Form  lauter  reelle 
Factoren.  Wenn  die  Discriminante  verschwindet,  so  haben  beide 
zwei  gleiche  Factoren  and  es  ISsst  sich  leicht  nachweisen,  dass  die 
Hesse' sehe  Form  von  X*  Y  gleich  X*  ist.  Es  ergibt  sich  übrigens 
aus  der  Bildtmg  der  quadratischen  Covariante  fQr  n^ip  leicht,  dass 
ein  quadratischer  Factor  einer  binären  Form  auch  ein  quadratischer 
Factor  ihrer  Hesse'schen  Covariante  ist. 

Endlich  ist  sn  beachten,  dass  eine  kubische  binäre  Form  mit  einem 
quadratischen  Factor  nicht  auf  die  obige  kanonische  Form  reducir- 
bar  ist.  Man  rnnss  ffir  den  Fall  eine  andere  wählen,  z.  B.  die 
Form  X*  Y. 

§  194.    Hetliode  der  AnflöBung  einer  kubiBohen  Oleichong  mittflls 
einer  TranBfonn&tlon  zweiter  Ordnung*). 
Die  folgende  Methode  gründet  sich   auf  die  Bemerkung,  dass 
die  Summe  der   beiden   linearen  Factoren    der  quadratischen  Co- 
variante der  Gleichung 

(«,  6,  c,  d)lx,  \f  =  0 
einen  linearen  Factor  der  kubischen  Covariante  gibt.   NachCajley 
ist  i^mlich 


x'. 

lHx,  +  J^,+ 

J,x,)i  +  {x,x,+ 

JtX^Xi 

+j,x,x,)^: 

und 

-Aft 

.,- 

^[{2i:, 

—  X,- 

-x,n  +  (2x,x,- 

~x,x. 

-  Il».)1] 

X 

f[(2«. 

—  X,- 

-xM  +  [2x,x.- 

-1,1,- 

-x,',)n] 

X 

i[(2»-. 

—  Xi  — 

-x,)l  +  (2x^x,- 

■X,Xf 

-  XtxM  ■ 

*)  Han  vergl.  Cajley,  Kote  sur  la  transformation  de  TBOhirahai 
Crelle's  Jotini.  LT11I.  8.  269.  1861;  sowie  g  189. 
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Bezeichnet  man  die  beiden  Factoren  yon  d.t  mit  fp  und  Vi 
die  drei  Factoren  von  —  Cs,t  mit  <P,  9^,  S,  bo  findet  man 
?>  +  ;''=*, 

tfiip  -\-  Jiii  —  S. 

Ist  nun  einer  der  Factoren  <p  und  ^  gleich  Null,  d.  h.  die  Co- 
Variante  Oa.t^O  (Resolvente) ,  so  erhalt  man  ffir  den  Fall,  dass 
V  verschwindet, 

and 

Man  gelangt  nun  auf  folgende  Art  zu  einer  Transformation 
zweiter  Ordnung.    Setzt  man  x^  allgemein  gleich  x,  so  ist 

y_,f  +  «,_(„«  +  (,)|_(e  +  |), 

-  (ax  +  i){  +  (ai"  +  3bx  +  2c)r,. 
Um  X  aus  dieser  Substitution  und  der  voi^elegten  Gleichung 
zu  eliminiren,  setze  man  der  Reihe  nach 

j  =  (ax  +  6)1  +  (oa*  +  5bx  +  2c)»; , 
yx  =  {ax^  -\-  bx)^  —  (ex  +  'Ol , 
yx'—-  (26a^  +  Sex  +  (?)?-  {ex'  +  da:))) . 
Hieraus    ergibt  sich  folgendes  Sjcstem    von   Gleichungen,  ge- 
ordnet nach  Potenzen  von  x: 

0  —  (6|  +  2cT]  -  y)  +  x(a^  +  Ufj)       +  x*iafj)  , 
0  =        -dn  +  x{hl  ~c7i-y)-\-  x\ai) , 

0  =        —  rf|  +  a:(-  3cS  —  d»?)  4-  x\—  2b%  -  crj  -  y) . 

Die  Transformirte  in  y  ist  demnach 
y  —  b^  —  2cf} ,        —  ag  —  äbrj ,  —  aij  I 

dl],     y^b^  +  cfj,  -Ol     =0, 

dg,  3c|  +  di),    J/+266  +  C1I  I 

and  nach  Potenzen  von  t/  geordnet: 

Iod*  —  3ahc  +  26' ,  I 
ahd  —  20»"  +h'e,    -->i     «      n 


-  oip  +  Mcii  —  2«" , 
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Verschwindet  nun  die  Covariante  ft  >,  so  ist  -  eine  Wurzel 
derselben,  und  man  hat 

Andererseits  ist 

jjj;  —  £  ' 

folglich 

wodurch   die  vollständige  Auflösung   der  kubischen  Gleichung  ge- 
geben ist. 

§  195.  Ueber  die  Gleicliimg  der  qoadrirteii  Differenzen  der  Worzeln 
einer  knbisclien  Oleichang  von  Cayley*). 

Die  Methode  der  Herstellung  der  Gleichung  der  quadrirten 
Differenzen  der  Wurzeln  einer  kubischen  Gleichung  bietet  eine 
EigenthümUchkeit  dar,  welche  nicht  bei  den  Gleichungen  höherer 
Ordnung  auftritt,  die  nämlich,  dass  wir  zuerst  die  Gleichung  der 
Differenzen  der  in  cyclischer  Folge  geordneten  Wurzeln  bilden  und 
daraus  die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  ableiten  können. 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

(a,  b,  c,  d)  {x,  ly  =  a{x  —  x^){x  —  x^)  (x  —  x^  . 
Die  Function 

FVn  -  ix,  -  x^)\ 

gleich   Null  gesetzt,  liefert  für  die  Wurzel  ij  der  Gleichung   der 
Wurzeldifferenzen  in  cyclischer  Reihenfolge  die  Werthe 

x^  —  x^,    Xf  —  all  ,    Xi  —  Jj , 
und    hat   nur   zwei    Werthe    fflr   ii^end   eine   Verwechselung   der 
Wurzeln,  nämlich 

n-n  -(:«,-  ^,)}  '  und    F[n  ~  {X,  -  x,)} . 
Der  zweite  Werth  wird  gefunden  aus  dem  ersten  durch  einen 
Zeichenwechsel    des   ganzen    Ausdruckes    oder    auch    durch    einen 

*)  Quarterly  Journal  of  Mathematica.  Vol.  III.  p.  307.  London  1S60. 
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Zeichenwedisel  der  Glieder  der  geraden  Potenzen  vob  ij.     Wir 
können  demnach  schreiben 

wo  P  und  Q  symmetrische  Fanetionen  der  Wtirzeln  sind  und 

i^(Ä,  ^,  ^)  =  (^i  —  ^)(xt  —  ^^(.x^  —  «l) 
eine  Function,  deren  Quadrat  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln 
ist,  sich  also  durch  die  Coefficienten  a,  h,  c,  d  ausdrQckeu  lässt. 
Wir  finden  nun 

P  -  ,»  +  ,  [£(«,«,)  -  Sfe-)]  -i  [a'rf  +  ^{ac-h')r,\, 


Folglich  ist 

.  und  enteprechend 

FU  +  (x,  -  x,)-\  -  i  [«■,'  +  9(0«  -  6'),  +  V-  27 B.]  • 
Multiphcirt  man  diese  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  man 

Hl'  -  (*.  -  ».)']  -^  [(«'1*  +  'J(»c  -  !■■)•)','  +  27  B,]  . 
Die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  ist  demnach 
(a*))»  +  9(ac  —  6*)}')j*  +  27  i),  =  0 , 
oder  nach  Potenzen  von  i;  entwickelt, 

(i*ij«  +  18oVi,aV  +  81.^.27,'  +  27Ä  =  0  . 
Da  J^  und  J,   die  zwei  complexen  Enbikwurzeln  der  Einheit 
bezeichnen,  so  ist  (tT,  —  Jj)*  =  —  3,  und  schreiben  wir  in 

-FW— (a^j-a:^)] 
nun    -j   _."j"\  statt  ij,  so  nimmt  die  Gleichung  die  folgende  ein- 
fachere Form  an: 

F  [,  -|o(J,  -  J,)fe  -^)]  -  .l"  -  3  J,.,,  -  oKZ^  . 
Ist  die  gegebene  Function  U  binär,  also 
U—(a,h,c,i^i:,y)', 
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und    Cs,i   die   Eesse'sche  Covariante,   ao   ist  jene   Gleichung   ein 
specieller  Fall  (nämlich  für  a:  =  1 ,    y  =  0)  von  der  Gleichung 

F\n-la{J,-J,)(x-x,y)'j  =  ri'-3C,,tr}~  uYlT,  . 

Diese  Gleichung  erhält  man  auch  ans  der  Gleichung 

l  a(J,  —  J^){3^  —  X,)  (a:  —  ay) , 

wo  Cs,s  die  kubische  Covariante  ist'). 
Schreibt  man  nämlich  einstweilen 

SO  findet  man 

ij'  =.  X  —  r  -  3  i/XiV , 

oder 

.,'  +  3,>/xr-(x- i-j-o. 


yxi-_]7l[C,,,-!fD,] 


ist,  und  wegen  der  am  angeführten   Orte  von  Cayley  gegebenen 
Helation 

U'D^  -  CS,,  =  4C|,3 
Übergeht  in 

fxy d.i. 

Ausserdem  ist 

X  -  Y=  uVd^  , 
so  dass  man  erhält 

eine  Gleichung,  welcher  Genüge  geschieht  durch 

Da  die  andern  beiden  Wurzeln  von  derselben  Form  sind,  so 
ist  die  kubische  Function  in  t}  gleich 


*)  Cayley,  Fifth  Memoir  on  Qnantica,  Phil,  Trww,  T.  14S,  p.  «3.  18ft8. 
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-F  [i  -  i  »C^,  -  JM'.  -  «,)  C»  ~ «:, »)]  , 

wodurch  das  Theorem  bewiesen  ist. 

Wir  fQgen  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Differenzen-- 
gleichung  hinzu.     Aus  der  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen 

geht  hervor,  dass  die  Wurzeln  derselben  nur  dann  säutiatlich  reell 
sind,  wenn  die  Discriminante  i),  negativ  ist 
Nach  der  Gardani'schen  Formel  ist 


und  wegen 

«•D,-iJi,,—  V,\ 


Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  also  sämmtlich  reell,  wenn 
K  — 3/)j  reell,  d.  h.  I)^  negativ  ist.  Ist  aber  D^  positiv,  so  kann 
mau  den  Factor  Y—  1  heraussetzen  und  die  allgemeine  Wurzel- 
form  wird 

welche  eine  rein  imaginäre  und  zwei  oomplexe  Wurzeln  hat. 
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§  196.    Ueber  eine  merkwürdige  kabische  01elobaiig,  deren  Wniseln 
sämmtlloli  reell  sind*). 
Tbeorem.     Die  kubische  Gleicbung 

a-l,         Ä,  g      : 

Ä,         Ä-i,  f        =0 

9>  f,  e—k\ 

hat  lauter  reelle  Wurzeln. 

Um  dies  zn  beweisen,  zeige  man,  dass  die  vorgelegte  Gleichung 
(„  _  A)(i  _  i)(c  _  A)  -  (a  -  J.)r  -  (6  -  X)g* 
-  (c  —  k)h*  +  2fgh  =  0 
zu  begrenzenden  Gleichungen  der  Wurzeln**)  die  drei  quadratischen 
Gleichungen  hat,  welche  entstehen,  wenn  zwei  der  Grössen  /,  g,  h 
verschwinden. 

Seien  a  und  ß  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(i  -  a){X  —  ft)  _  Ä*  =  0  , 
welche  entsteht,  wenn  f^g=^0  gesetzt  wird.    Die  Wurzeln  sind 

«  und  ^  =  i(a+6)+|y(a-6)'  +  4Ä*. 
a  ist  grösser  als  a  und  b,  ß  kleiner.    Wenn  man    nun  fOr  X 
in  der  vorgelegten  Gleichung  die  Werthe  +  oo,  a,  ^,  —  oo  ein- 
setzt, so  ei^ben  sich  nacheinander  die  Resultat« 

Es  liegen  also  gemäss  §  7  drei  reelle  Wurzeln  der  voi^elegten 
Gleichung  zwischen  diesen  Grenzwerthen  der  Function;  die  eine  ist 
>  ff,  die  zweite  liegt  zwischen  a  und  ß,  die  dritte  ist  <  ß. 

§  197.    Formeln  von  Tonng,  zwei  Wurzeln  einer  kubischen 
01eichang  auBSndrüoken,  wenn  die  dritte  gegeben  Ist***). 
Young  gibt  die  folgenden  Formeln  för  zwei  Wurzeln  x^  und 
a^,  der  kubischen  Gleichung 

3^  +  px  -\-  q '^  0 , 

*)  Hymers,  Theorie  of  algebraical  eqnationB.  p.  66.    Cambridge  1810. 
MansioD.Elämeritsdelathdoriedead^tontdDanta.  BnizelleB  et  Hone  1876. 
Gerono,  N.  aan.  math.  XXXI.  p.  306.  1872. 

G.  Banei,  louio.  f.  die  reine  und  an^^ewaadte  Mathem.  Tl.  Bd.  S.  40, 
S.  Gfinther,  Lehrbuch  der  Determiaanten.  S.  16a.    Erlangen  1877. 
**)  HjmerB,  A  treatise  on  the  theory  of  algebraical  equatione.  §  62. 
•**)  Young,  The  analysiB  and  Solution  of  cubic  aod  biquadratic  equations, 
London  1842.    Man  vergleiche  auch  Lobatto,  Note  Bur  lee  racines  d'nne 
äquation  du  troisi^me  degri.  Joum.  Math.  IX.  p.  177.  Paris  1844. 
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i  die  dritte  a^  bekannt  ist: 


,  1,1  V'273*  +  4p'   / — 7 

^  ""'^ ^  =  - T *' ± y fet+H)  1^  1  ■ 


Dieae  Ponneln  lassen  sich  folgend» 
Nacli  der  Cardani'schen  Formet  ist 

wenn  gesetzt  wird 

Die  beiden  andern  Wurzeln  sind 

X,  und  3:3 |[^,  +  (j,_^)|/:r3]. 

Um  (/  —  3  zu  erhalten  ala  Fnnction  von  x,,  p  und  q,  bilde 
man  die  Gleichungen 


Weiter  ist 


r-^iy  +  2!"; 


folglich  auch 


y? 


und 


y        Z  „B  2j)x,  4-3  g        ' 

Demnach  ist  der  gesuchte  Werth  von 


Diese  Formel  lässt  sich   nun   Yerallgemeinem  fQr  die  voll- 
ständige Gleichung 

ar'  +  oa;*  +  6a;  +  c-=0. 
Es  sei  a:  +      o  i=  a;' ,  folglich 
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x'  -  I  («*  -  Si)x'  +  i  (2oS  -  9ab  +  27  c)  =  0  . 

Setzt  mau  die  Coefficienten  dieser  transformirtea  Gleichung  au 
die  Stelle  von  p  und  q,  so  erhält  man 

und  wenn  man  an  die  Stelle-  von  x'  wieder  Xj  einführt, 

X,  und  ^,  =  _-L^.  +  _a  +  3(-r_-,^,-^-'^„^~^J  . 

§  198.    Die  01eiclinng  der  qna4rirten  Differenzen  and  die  Be- 
dingungen der  Realität  der  Warzeln  nach  Lägrange*). 
Gebt  man  aus  von  der  Form 

{a,  b,  c,  4l'>,  1)'  =  0 , 
so  ist  die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen: 

aV  +  18aV,,g2*  +  81  Jl,»«' +  27Ä  =  0  • 
Wenn  alle  drei  Wurzeln  reell  sein  sollen,  so  muss  die  Gleichung 
lauter  Zeichenwecbsel  haben,  also  sein: 

(1)    J,,,  =  ac-6»<0, 
und 

flg  =  (bc  —  adf  —  4(6*  —  ac){c'  —  6d)<  0 , 
oder,  was  dasselbe  ist, 

(2)  a^i)^  ==  (26''  —  3aöc  +  a'rf)'  +  4(oc  —  6*)^  <  0 . 

Wenn  eine  dieser  Bedingungen  fehlt^  so  hat  die  Gleichung  zwei 

complexe  Wurzeln.     Man  sieht  übrigens  leicht  aus  der  Form  der 

zweiten  Gleichung,  dass  die  Bedii^ung  (2)  nicht  erfüllt  iverden  kann, 

wenn  die  erste  nicht  besteht    Es  genügt  demnach  allein  die  zweite. 

V.     Von  der  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 
§  199.    Methode  von  Lndovlco  Ferrari**). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

Das  Princip  der  Methode  von  Ferrari  beruht  in  der  Umformung 

*)  Lagrange,  Trutä  de  la  r^Bolation  dee  äquaüons  nomäriquea.  Art.  111. 
Paris  ie08. 

**)  Catdani,  Artia  magnae  eive  de  regnlis  atgebcaicie  über  nuns. 
PapiM  1645.  Cap.  XXXIX.  Regula  H. 

Bombelli,  L'algebra  parte  maggiore  dell'  aritmetica.    Bologna  1ST3. 
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dieBes    Polynoms   in   zwei  Quadrate.     Zu    dem  Ende  transformire 
man  die  Qleichung  in 

a^  -\-  2p3?  +!>''"  i>3^  —  i^  —  f"  +  !>*  j 
oder 

(a^  +  p)*  =  ps^  —  9^  +  P*  —  **  - 
Um   auch   die  rechte  Seite  iu  das  Quadrat   eines  Binoms  zu 
verwandeln,   fQgt   Ferrari   zu    der    Seite    des  Quadrates    auf  der 
linken  Seite  eine  neue  Unbekannte  y  hinzu,  wodurch  die  Gleichung 
übergeht  in 

{^  +  P  +  yf=  (P  +  2y)x*  _  9a:  +  (p»  -  r  +  2py  +  y")  . 
Nnn  wird  y  so  bestimmt,  dass  die  rechte  Seit«  ein  Quadrat 
bildet.    Dies  ist  aber  der  Fall,  wenn 

4{p  +  2y)(p»  -  r  +  2py  +  j,«)  =  q» 
gemacht  wird.     Die  Bestimmung  von  y  ist  so  abhängig  gemacht 
von  der  Auflösung  einer  kubischen  Resolvente. 

Setzt  mau  zur  Yereinfachnng  y  -\-  p  ^^  e ,  so  erhält  man 
4(2»-j,)(«'-,)_s>, 
oder  entwickelt  die  ßesolvente  XII: 

•^  —  jpg^  —  re-j-j  (4pr  —  g»)  =  0  . 

Ist  hieraus  eine  Wurzel  2,  berechnet  (die  Gleichung  hat  min- 
destens eine  reelle  Wurzel),  so  findet  man  die  Wurzel  der  rot- 
gelegten  Gleichung  aus  der  quadratischen 

2  |/2*  —  r 
Die    Vorschrift, "  welche    Cardano    zur    Auflösung    der    von 
GioTanno  Golla  vorgelegten  Aufgabe:  „Die  Zahl  10  in  drei  Theile 
zu   theilen,  welche  eine  geometrische  Progression  bilden  und  von 
welchen  das  Product  aus  dem  ersten  in  den  zweiten  6  ausmache" 
gibt,  laatet  im  39.  Eap.  seiner  Algebra  folgendermassen: 
Quaestio  T. 
Exemplum :~     —     —     —     —     —     —     —     —     — 

Poneo  igitur  mediam  I.  propositionem,  prima  erit  -— —   et 

tertia  erit  --  cubi,  quare  haec  aequantur  10  *).    Ducendo  omnia 

*)  Dbs  mittlere  Glied  der  ProgreMion  sei  x,  danu  iA 
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in  6.  positiones,  habebimos  60.  positiones  aequales  1.  quad.  qnadrato 
p.  6.  quadratie  p.  36.  adde  ex  qainta  r^pila,  6.  qaadrata  utrique 
parti,  habebia  1.  quad.  qnadrattun p .  12.  quadratia^.  36.  aeqnalia  6. 
qnadratis  p  60.  positionibns,  nam  si  aeqaalibns  aequatia  addantnr, 
tota  fient  aequalia,  habent  autem  1.  qoad.  quadratnm  p  12.  qna- 
dratis p.  36  radicem  et 

!  1.  qd.  qnad.  p.  6.  qnad.  p.  36.  aeqnalia  60.  pos. 
6.  quad.  6.  quad. 

;  1.  quad-  qnad.  p.  12.  quad.  p.  36.  aequalia  6.  quad.  p.  60.  poa. 

{  2.  pos.  1.  qnad.  ß.  13.  pos. 

est,  1.  quadratump-  6.  quam  si  haberent  6.  quadrata  p.  60.  posi- 
tionibns  jam  haberemus  negociam,  sed  noD  habent,  addendiigi- 
tnr  sunt  tot  (Juadrati  et  namerus  idem  ex  ntraqne  parte,  ut  in 
priore  relinquator  trinomium  habens  radicem,  in  altero  autem  fiat^ 


sit  igitnr  numerus  qnadratorum  1.  positio,  et  quia  ut  vides  in  fignra 
tertiae  regulse  el  &  mk  (Fig.  26),  finnt  ex  duplo  gc  in  ah,  et 
gc  est  1.  positio,  pouam  numerum  quadratorum  addendorum 
semper  2.  positiones,  id  est  duplum  gc,  et  quia  numerus  adden- 


;+'+-. 


•  10, 


X*  +  6jc»  4-  M  —  BOx . 
Addirt  man  beideraeita  6x,  lo  wird 

(z'  +  6)»—  6a:»+60j;. 
Damit  auch  die  andere  Seite  ein  Quadrat  verde,  addire  man  beideiseita 
8y  (a:»  +  6)  +  !/•  -  2yx'  +  (y*  +  12 y), 
woraus  «ich  ergibt 

(X'  +  6  +  y)'  -  (2y  +  6).V  +  60.r  +  (y'  +  12y) . 


lyGoo^^lc 


S  19«.    Methode  von  Ferrari.  543 

dus  ad  36.  est  Inm,  et  ideo  quadratnm  ge  com  eo  quod  fit  ex 
gc  duplicato  in  hc,  seu  ex  gc  in  doplum  ch,  et  est  12.  numerus 
quadr&toTum  priorum,  ducam  igitur  1.  poaitionem,  dimidium  numeri 
quadratorum  additorum,  semper  in  nomerum  qnadratorum  prio- 
rum, et  in  se,  et  fient  1.  quadratum  p.  13.  positionibus  addenda 
ex  alia  parte,  et  etiam  2.  positiones  pro  numero  qnadratorum 
habemuB  igitur  itemm  ex  communi  animi  sententia,  quanütates 
infra  scriptas,  invicem  aequales,  et  utraque  habent  radicem, 
prima  ex  regula  tertia,  sed  secunda  quantitas  ex  eupposito,  igi- 
tur ducta  prima 
1.  qnad.  qd.^.  2.  pos.  p.  12.  qd.  M.  p.  quad.  p.  12.  pos.  additi 
numeri  p.  36.  aequalia.  2.  pos.  jj.  6.  quadrato,  p.  CO.  pos.  p.  1. 
quad.  p.  12.  pos.  numcii  additi*).  


parte  trinomü  in  tertiam,  fit  quadratum  dimidiae  partis  secundae 
trinomii*),  qnia  igitur  ex  dimidio  secundae  in  se,  Sunt  900.  qua- 
drata,  et  ex  'prima  in  tertiam,  fiuut  2.  cubi  p.  30.  quadratis 
p.  72.  positionibus  quadratorum ,  similiter  erit  deprimendo  per  qua- 
drata,  quia  aequalia  per  aequalia  divisa,  producunt  aequalia,  ut  2. 
cu.  p.  30.  quadratis  p.  72.  positionibus  aequantur  900.  qoare  1. 
cubusp.  15.   quadratis  p.  36.  positionibus  aequantur  450. 

Historische  Bemerkungen.  Die  algebraische  Auflösung  der 
biquadratischen  Gleichungen  folgte  bald  der  Entdeckung  Ferro'a  und 
Tartaglia's.  Die  geometrische  Construction  ihrer  Wurzeln  war  ohne 
Zweifel  schon  vorher  den  arabischen  Qeometern  in  einigen  speciellen 
Fällen  gelangen.  Dies  geht  hervor  aus  einer  Angabe  im  Al-fihrist 
(beendigt  von  Abulfarag  988),  in  welchem  anter  den  Werken  Abul 
Wafa's  (t  998)  mitgetheilt  wird  ein  Buch  „Methode  die  Seite  des 
Kubus  und  des  Biquadrats,  sowie  des  aus  diesen  Potenzen  zusammen- 
gesetzten Ausdrucks  zu  finden"***).    Diese  Schrift,  welche  leider  ver- 


*)  qn.  R.  bedeutet  quadratum  radicia,  n&mlich  x';  poaitio  numeri  additi 
ist  hier  y  and  der  vorBtefaende  AuBdinck  ist 

««  +  (2y  -H  12)a:'  -\- y*  +  12y  -j-  86  -  (2;/  +  6)^*  +  eOa:  +  (V*  +  12!*). 
*•)  Die  rechte  Seite  wird  ein  Qoadnt,  wenn 

(2y  +  6)(y'  +  12y)  =  30'. 
.  iat,  weun  also  der  Gleichung 

y*  -f  15y'  -t-  86y  =-  i60 
dnrch  einen  botimmten  WerthTon  y  GenOge  geu^iieht;  derselbe  ist  nahezu 
gleich  4. 

***)  Woepcke,   Becherches  aar  rhistoire   des  sciencee  mathämatiquea 
chei  lea  Orieataui.  p.  87..  Paria  1865. 
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loren  gegangen  ist,  hatte  offenbar  die  geometriBche  Conetmction  der 
Gleichangen  3^  ^  p,  X*  ■=  q  nnd  t*  +  ^x*  =  q  zam  Gegenstande. 
Woepcke  zeigt,  dass  die  letzte  der  drei  Aufgaben  sieb  mittels  der 
Durchschnitte  der  Hyp^''^^^  y*  +  "J^S  +  ^  ^  *^  '""^  ^^'  Parabel 
r*  —  9^0  lösen  lasse.  In  seiner  Algebra  von  Omar  Alkhajjami*) 
theilt  Woepcke  femer  sab  Add.  D.  die  geometriscbe  Constraction 
der  Wurzeln  der  Gleichung  z*  —  201*+ 2000:c  — 1900  =  0  (allgemein: 
X*  —  2aa^  +  2a'x  —  (a*  — ■  b')  ^  0)  mit,  welche  in  einem  anonymen 
arabischen  Manoscripte  enthalten  ist.  Hierin  wird  die  Aufgabe  gelSst  dnixh 
die  Hyperbel  y(a  —  a:)  =  (»*  und  den  Kreis  3^  -]-  f/''  •=  a*.  Auffallend 
ist,  dass  der  eminent«  Geometer  Omar  sich  nicht  auch  dieser  Pro- 
bleme bemBchtigte.  Der  Grund  scheint  indese  in  dem  Umstände  ca 
liegen,  dass  die  Alten  den  Gliedern  der  hühem  Gleichungen  eine  rein 
geometrische  Bedeutung  zu  unterlegen  gewohnt  waren,  indem  sie  die- 
selben anch  immer  geometrisch  zu  construiren  oder  die  AuflCsungs- 
metboden  geometrisch  zu  redudren  bemflht  waren.  Omar  selbst 
spricht  sich  in  seiner  Einleitung  S.  7  und  6  hierüber  ziemlich  bestimmt^ 
aus.  Seinen  rein  geometrischen  Anschauungen  von  den  algebraischen 
Grössen  gegenüber  war  das  Biquadrat  ein  Unding.  Bei  Cardano 
bildet  die  Potenz  der  Binome  und  Trinome  die  Basis  seiner  AnalyUk, 
und  da  dieselben  immer  erst  geometrisch  demonstrirt  werden,  so  ist 
der  Gang  seiner  Entwickelungen  überall  äusserst  schwerfSllig.  Diese 
Schwierigkeiten,  welche  noch  durch  den  Mangel  einer  bequemen  sjn- 
kopirten  Bezeichnung  der  verschiedenen  GrGssen  uad  ihrer  Verbindungen 
gesteigert  werden^  sind  aber  von  Cardauo  durch  seinen  bewunderns- 
würdigen Scharfsinn  nnd  durch  seine  Fertigkeit  im  Rechnen  überwun- 
den. Obgleich  er  sich  schon  wiederholt  mit  der  Auflösung  specieller 
biquadrati scher  Gleichungen  beschBFtigt  hatte,  indem  er  sie  auf  die 
Form  zweier  Quadrate  zu  bringen  suchte,  so  gelang  es  ihm  doch  nicht, 
eine  allgemeine  Auflüsung  dafür  zu  erfinden.  Auch  war  sein  Verfahren 
nicht  neu,  sondern  bereits  den  Indem  bekannt.  Einen  neuen  Anstoss, 
durch  welchen  die  Algebra  der  Gleichungen  zu  neuen  Fortschritten  geführt 
wurde,  gab  Giovauno  Colla,  auch  „Zuanne  de  Tonini  da  Coi" 
genannt,  der,  wiewol  Mathematiker  von  Fach,  doch  nur  dadurch  zu 
glänzen  suchte,  dass  er  seinen  Fachgenossen  sdiwierige  Probleme  vor- 
legte, die  er  selbst  nicht  zu  lösen  Termochto.  So  legte  er  i.  J.  Iö40  den 
Gelehrten  folgende  Aufgabe  vor:  „die  Zahl  10  in  drei  Theile  zu  tbeilen, 
welche  in  geometrischer  Progression  stehen  und  deren  erster  Theil 
mit  dem  zweiten  multiplicirt,  6  ergibt".  Cardano  schreibt:  ExempJum, 
Fac  ex  10.  tres  partes  in  cotUinua  proporlione  ,  ex  qtiarum  tludu  primae 
in  secundam,  producen^r  6.  Hanc  proponcbat  Joannes  CoUa,  et  dice- 
bat  solvi  non  posse,  ego  verö  dkebam,  cam  posse  solvi,  modum  tamfn 
ignoraham ,  donec  Ferrarius  ewtn  invmii.  Und  in  Begula  It.  Cap.  XXXIX : 
„Älia  est  regula  nöbilior  praecedente,  et  est  Lvdovici  de  Ferrariis,  gu» 

*)  L'algibce  d'Omar  Alkhajyami,  pnb).,  trad.  et  accomp.  d'extraits  de 
manUBCrita  m^te.    Paris.  1861.  , 
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com  me  roganie  ineenä."  Dieeer  talentvolle  SchOler  Cardan's  (geb.  1522, 
gest.  156Ö)  war  spater  Prof,  der  Mathematik  in  Mailand  und  an  der 
UiiiTereitKt  in  Bologna.  Er  betheiUgte  eich  auch  an  den  Streitigkeiten, 
welche  zwischen  Cardano  und  Tartaglia  ausgebrochen  waren*). 
Es  gelang  ihm,  die  Methode  Cardano's  mit  einem  neuen  Geduiken 
zu  verbinden.  Er  bildete  aus  der  biquadratischen  Gleichung  zunKchst 
zwei  Seiten,  in  welchem  die  eine  das  Quadrat  eines  Binoms  bildete; 
sodaim  fügte  er  zu  beiden  Seiten  eine  HOlfsgröBse  hinzu  dergestalt, 
dsss  die  erste  noch  ein  Quadrat  blieb,  und  zugleich  die  andere  zu  einem 
eolchea  ergSnzt  wurde.  Diese  Methode  ist  spSter  (1745)  durch  Simp- 
son zum  Zwecke  der  Auflösung  vollständiger  bi quadratischer  Gleichun- 
gen verallgemeinert  worden.  Cartesiss  in  Lejden  erfand  1637  die 
Methode,  eine  biquadratische  Gleichung,  in  welcher  das  zweite  Glied 
fehlt,  in  zwei  quadratische  Pactoren  zu  zerlegen.  Er  veröffentlichte 
Beine  Methode  in  seiner  Geometrie,  jedoch  ohne  Beweis.  Van  Schoo- 
ten,  Hudde  und  Beaune  haben  sie  dann  in  ihren  Commentaren  be- 
wiesen. Einen  neuen  Aufschwung  nahm  dann  die  algebraische  Ana- 
lysis  im  18.  Jahrhundert  durch  die  Arbeiten  von  Euler,  B^zout, 
Lagrange,  Vandermonde,  Mallet  und  Hnlbe.  Die  beiden  letzt- 
genannten Algebristen  eröffneten  in  der  Behandlung  der  Gleichungen 
einen  neuen  Gesichtapanot  durch  ihr  Verfahren,  die  Unbekannte  zu 
variiren  und  die  CoelScienten  der  variirten  Gleichung  gewissen  Be- 
dingungen zu  unterwerfen,  wodurch  diese  auf  einfacher  lösbare  Gleichungen 
redncirt  werden.  Unter  diesen  Methoden  verdient  als  die  voczüglichste 
hervorgehoben  zu  werden,  eine  bi  quadratische  Gleichung  in  eine  andere 
desselben  Grades  zu  transformiren ,  deren  Wurzeln  eine  geometrische  Pro- 
portion bilden,  oder  welche  sich  in  eine  reciproke  Gleichung  verwandeln 
ISsst.  Diese  Methode,  welche  Mallet,  Prof.  der  Mathematik  in  Upeala, 
1^80  veröffentlichte,  ist  zu  oft  wiederholten  Malen  nacherfunden  worden, 
und  zwar  von  Hulbe  1794,  von  Björling  1852,  von  Schlömilch  1861, 
von  Unferdinger  1864,  von  Pokorny  1865,  von  Alesandre  1866. 
ISit  einer  zweiten  Erfindung  Malle  t's,  die  vollstKndige  kubische  Gleichung 
in  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse  zu  transformiren,  ist  es  ähn- 
lich zugegangen.  Sie  ist  nacherfunden  von  Hulbe  1794,  von  Cockle 
1641,  von  Bretschneider  1844,  von  Arndt  1865,  von  Alexandre 
1866.  Bei  einem  Theile  der  Analysis,  welcher  von  jeher  das  aUseitige 
Interesse  der  Mathematiker  in  dem  Grade  fesselte,  wie  die  Algebra 
der  Gleichungen  es  vermocht  hat,  durfte  diese  Ersoheinang  nicht  all- 
zusehr unsere  Verwunderung  erregen.  Es  ist  verzeihlich,  wenn  der 
Geschichtsschreiber  Hankel  sich  in  seiner  Entrüstung  aber  Car- 
dano  so  ereifert  und  in  seinem  Mitgefühl  für  den  unglücklichen  Tar- 
taglia  B&gi:  „Der  Mann,  dem  wir  den  grössten  Portschritt  in  diesem 
Jahrhundert  verdanken,  wurde  vergessen,  seine  Methode  als  die  von 
Hudde  bezeichnet  und  nach  dem  treulosen  Cardano  die  dem  Tar- 
taglia    entwendete   Pormel    benannt. —  Cardano    hatte  die 

*}  Man  nebe  Libri,  Uiit.  math.  IIl.  180;    Grün.  Arch.  LH.  S.  143. 

HaUhlanni,  OmndiOBs  d.  uit.  d.  mod.  A1(abr>.  36 
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in  6.  positiones,  habebimus  60.  poBitiOBeB  aequales  1.  quad.  quadrato 
p.  6.  quadratis  p.  36.  adde  ex  quinta  regula,  6.  qnadrata  utriqne 
parti,  babebis  1.  quad.  quodratum  jT.  12.  quadratU^.  36.  aequalia  6. 
quadratis  p  60.  positionibas,  natu  si  aequalibus  aequalia  addantur, 
tota  öent  aequalia,  habest  autem  1.  quad.  quadratum  ß  12.  qna- 
diatis  p.  36  radicem  et 

1.  qd.  qtisd.  p.  6.  quad.  p.  36.  aequalia  60.  poe. 
6.  quad.  6.  quad. 

1.  quad.  quad.  p,  12.  quad.  p.  36.  aequalia  6.  quad.  p.  60.  pos. 


1.  quad.  p.  12.  pos. 
est,  1.  quadratum  p-  6.  quam  si  baberent  6.  quadrata  p.  60.  posi- 
tionibua  jam  baberemus  negociumj  sed  non  habent,  addendi  ig!- 
tur  sunt  tot  ^oadrati  et  numerus  idem  ex  utraque  parte,  nt  in 
priore  relinquatar  trinomium  babene  radicem,  in  altero  aotem  fia^ 
A 


sit  igitur  numerus  quadratorum  1.  positio,  et  quia  ut  vides  in  figara 
tertiae  regulae  el  &  mJe  (Fig.  26),  fiunt  ex  duplo  ge  in  ab,  et 
gc  est  1.  positio,  pon&m  numenim  quadratorum  addendorum 
semper  2.  poaitionee,  id  est  duplum  gc,  et  quia  numerus  adden- 


ir  +  ^+l 


■  10, 


X*  +  6«*  4-  36  —  60a; . 
Addirt  mEtn  beideraeits  6x,  ao  wird 

(»:'  +  6)'  —  6i'+60x. 
Damit  auch  die  andere  Seite  ein  Quadrat  werde,  addire  man  beideneita 
ty  (i^'  +  6)  +  y'  -  2ya:«  +  {y»  +  12 y), 
woraaa  aich  ergibt 

(^'  +  6  +  y)'  -  (2^  +  G).tf  +  60 .r  +  (!('  +  12yl .  . 
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du8  ad  36.  est  Inm,  et  ideo  qnadratnm  ge  cnm  eo  quod  fit  ex 
gc  duplicato  in  bc,  seu  ei  gc  ia  duplutn  cb,  et  est  12.  numerus 
quadratorum  prioram,  ducamigitur  l.posiüoDem,diiiiidiuinniUDeri 
quadratorum  additorum,  semper  in  nnmerum  quadratorum  prio- 
rum,  et  in  ee,  et  fient  1.  quadratum  p.  12.  positionibuB  addenda 
ex  alia  parte,  et  etiam  3.  positiones  pro  numero  quadratorum 
habemus  igitur  itenim  ex  commuui  animi  aententia,  quantitat«s 
infra  scriptas,  inviceoi  aequalee,  et  utraque  habent  radicem, 
prima  ex  regula  tertia,  sed  secunda  quantitas  ex  supposito,  igi- 
tur ducta  prima 

1.  qnad.  qd.  p.  2.  pos.  p.  12.  qd.  M.  p.  qnad.  p.  12.  pos.  additi 
numeri  p.  36.  aequalia.  2.  pos.p.  6.  quadrato,  p.  CO.  pos.  p.  1. 
quad.  p,  12.  pos.  imtneri  additi*).  ___^_ 


part«  trinomü  in  tertiam,  fit  quadratum  dimidiae  partis  secundae 
trinomii*),  quia  igitur  ex  diinidio  secundae  in  ae,  fiunt900.  qua- 
drata,  et  ex  'prima  in  tertiam,  fiuut  3.  cubi  p.  30.  quadratis 
p.  72.  poaitionibus  quadratorum ,  similiter  erit  deprimendo  per  qua- 
drata,  quia  aequalia  per  aequalia  diviaa,  producunt  aequalia,  ut2. 
cu.  p.  30.  quadratis^.  72.  positionibus  aequantur  900.  quare  1. 
cubuB^.  15.  quadratis  p.  36.  positionibus  aequantur  450. 

Historische  Bemerkungen,  Die  algebraische  Auflösung  der 
biqnadratischen  Gleichungen  folgte  bald  der  Entdeckung  Ferro's  and 
Tartaglia's.  Die  geometrische  Construction  ihrer  Wurzeln  war  ohne 
Zweifel  schon  vorher  den  arabischen  Geometern  in  einigen  speciellen 
Fsllen  gelungen.  Dies  geht  hervor  aus  einer  Angabe  im  Al-fihrist 
(beendigt  vonAbulfarag  988),  in  welchem  unter  den  Werken  Abul 
Wafa's  (f  998)  mitgetheilt  wird  ein  Buch  „Methode  die  Seite  des 
Kubus  und  des  Biquadrats,  sowie  des  aus  diesen  Potenzen  zusammen- 
gesetzten Ausdrucks  zu  finden"***).    Diese  Schrift,  welche  leider  ver- 


*)  qa.  >S.  bedeutet  quadratum  radicis,  nämlich  x^;  pontJo  numeri  additi 
ist  hiM  y  und  der  TOratehende  Anedrock  ist 

«•  +  (8y  +  18)^'  +  y'  +  läy  -}-  86  -  (21/  +  »)*'  +  mx  +  (y*  +  12y). 
**)  Die  rechte  Seite  wird  ein  Quadrat,  wenn 

(ay  +  6)  (y'  +  12y)  =  30' 
ist,  wenn  also  der  Gleichung 

y*  +  15y*  +  86y  =-  «0 
doTch  einen  beetimmten  WerthTOn  y  Geu^e  gesteht;  deraelbe  iet  uahezu 
gleich  i. 

***)  Woepcke,   Recherchea  Bur  I'hiatoire   dei  acieoces  mathämatiques 
chez  lea  Orientaux.  p.  37..  Paris  1855. 
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loren  gegangeD  ist,  battä  offenbar  äie  geometrische  Conetruction  der 
Oleichaugen  ar*  =  p,  X*  -^  q  und  a^  -\^  P^  ^  Q  zum  Öegenstande. 
Woepcke  zeigt,  d&SB  die  letzte  der  drei  Aufgäben  sich  mittels  der 
Durchschnitte  der  Hyperbel  y*  -(-  axy  --{-  b  =^  0  und  der  Parabel 
i^  —  y  =  0  lösen  lasse.  In  seiner  Algebra  von  Omar  Alkhayyami*) 
theilt  W  0  e  p  c  k  e  ferner  sub  Add.  D.  die  geometrische  Oonstmction 
der  Wuraehi  der  Gleichung  x*  —  20a^  +  20003:  —  1 900  —  0  (allgemeiD : 
X*  —  2ax^  +  2a'ir  —  (a*  —  b*)  =  0)  mit,  welche  in  einem  anonymen 
arabischen  Mannscripte  enthalten  ist.  Hierin  wird  die  Aufgabe  gelöst  dorch 
die  Hyperbel  y(a  —  x^  ^  b*  und  den  Kreis  a;*  -J-  y*  ■=■  a*  Auffallend 
ist,  dasB  der  eminente  Geometer  Omar  sich  nicht  auch  dieser  Pro- 
bleme bem&chtigte.  Der  Grund  scheint  indess  in  dem  Umstände  ku 
liegen,  dass  die  Alten  den  Gliedern  der  höhern  Gleichungen  eine  rein 
geometrische  Bedeutung  zu  unterlegen  gewohnt  waren,  indem  sie  die- 
selben auch  immer  geometriscli  zu  construiren  oder  die  Auflösongs- 
methoden  geometrisch  zu  leduciren  bemüht  waren.  Omar  selbst 
spricht  sich  in  seiner  Einleitung  S.  7  und  8  hierüber  ziemlich  bestimmt 
aus.  Seinen  rein  geometrischen  Anschauungen  von  den  algebraischen 
Grossen  gegenüber  war  das  Biquadrat  ein  Unding.  Bei  Cardano 
bildet  die  Potenz  der  Binome  und  Trinome  die  Basis  seiner  Analytik, 
nnd  da  dieselben  immer  erst  geometrisch  demonstnrt  werden,  so  ist 
der  Gang  seiner  Ent Wickelungen  tiberall  äusserst  schwerlUliig.  Diese 
Schwierigkeiten,  welche  noch  durch  den  Mangel  einer  bequemen  syn- 
kopirten  Bezeichnung  der  verschiedenen  Grössen  und  ihrer  Verbindungen 
gesteigert  werden,  sind  aber  von  Cardano  durch  seinen  bewnndems- 
wUrdigen  Scharfsinn  und  durch  seine  Fertigkeit  im  Rechnen  überwan- 
den. Obgleich  er  sich  schon  wiederholt  mit  der  Auflösung  specieller 
biquadrat) scher  Gleichungen  beschäftigt  hatte,  indem  er  sie  auf  die 
Form  zweier  Quadrate  zu  bringen  suchte,  so  gelang  es  ihm  doch  nicht, 
eine  allgemeine  Auflösung  dafür  zu  erfinden.  Auch  war  sein  Ver&hien 
nicht  neu,  sondern  bereits  den  Indern  bekannt.  Einen  neuen  Anatoss, 
durch  welchen  die  Algebra  der  Gleichungen  zu  neuen  Fortschritten  geführt 
wurde,  gab  Giovanno  Cotla,  auch  „Zuanne  de  Tonini  da  Co!" 
genannt,  der,  wiewol  Mathematiker  von  Fach,  doch  nur  dadurch  zu 
glänzen  suchte,  dass  er  seinen  Fachgenossen  schwierige  Probleme  vor- 
legte, die  er  selbst  nicht  zu  lösen  vermochte.  So  legte  er  i.  J.  1540  den 
Gelehrten  folgende  Aufgabe  vor:  „die  Zahl  10  in  drei  Theile  zu  theilen, 
welche  in  geometrischer  Progression  stehen  und  deren  erster  Thell 
mit  dem  zweiten  multiplicirt,  6  ergibt".  Cardano  schreibt:  ExempUimy 
Fac  ex  10.  tres  partes  in  continua  proportione  ,  ex  quarum  duclu  primae 
in  secundam,  !prod%icentur  G.  Hanc  proponehat  Joannes  Coüa,  et  dke- 
bat  solvi  fion  posse,  ego  verd  dicebam,  cam  posse  solvi^  modum  lanten 
iffnorabam,  donec  Ferrarius  eum  invettit.  Und  in  Regula  II.  Cap.  XXXIX; 
„Alia  est  regxäa  nobÜior  praecedente,   et  est  Ludovici  de  Ferrarii»,  gui 

,  pnbl.,  trad.  et  accomp.  d'eitrajts  de 
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eam  me  rogante  invenä,"  Dieser  talentvolle  Schüler  Cardan's  (geb.  1522, 
gest.  1Ö65)  war  später  Prof,  der  Mathematik  in  Mcüland  und  an  der 
Universität  in  Bologna.  Er  betheiligt«  sich  auch  an  den  Streitigkeiten, 
welche  zwischen  Cardano  \md  Tartaglia  ausgebrochen  waren*). 
Es  gelang  ihm,  die  Methode  Cardano's  mit  einem  neuen  Gedanken 
zu  verbinden.  Er  bildete  aus  der  biquadratischcn  Gleichnng  zunBchst 
zwei  Seiten,  in  welchem  die  eiue  daa  Quadrat  eines  Binoms  bildete; 
sodann  fdgte  er  zu  beiden  Seiten  eine  Hülfsgrösse  hinzu  dergestalt, 
dasB  die  erste  noch  ein  Qaadrat  blieb,  und  zugleich  die  andere  zu  einem 
solchen  ergSnzt  wurde.  Diese  Methode  ist  spKter  (1745)  durch  Simp- 
son zum  Z.wecke  der  Auflösung  vollständiger  biquadratischer  Gleichun- 
gen verallgemeinert  worden.  Cartesius  in  Lejden  erfand  1637  die 
Methode,  eine  biquadratische  Gleichung,  in  welcher  das  zweite  Glied 
fehlt,  in  zwei  quadratische  Pactoren  zu  zerlegen.  Er  veröffentlichte 
seine  Methode  in  seiner  Geometrie,  jedoch  ohne  Beweis.  Van  Schoo- 
ten,  Hudde  und  Beauue  haben  sie  dann  in  ihren  Commentaren  be- 
wiesen. Einen  neuen  Aufschwung  nahm  dann  die  algebraische  Ana- 
Ijsis  im  18.  Jahrhundert  durch  die  Arbeiten  von  Euler,  B6zout, 
Lagrange,  Vandermonde,  Hallet  imd  Halbe.  Die  beiden  letzt- 
genannten Algebristen  erQ&eten  in  der  Behandlung  der  Gleichungen 
einen  neuen  Gesichtspunot  durch  ihr  Verfahren,  die  Unbekannte  zu 
varüren  und  die  Coefficienten  der  vanirteu  Gleichung  gewissen  Be- 
dingungenzu  unterwerfen,  wodurch  diese  auf  einfacher  lösbare  Gleichungen 
reducirt  werden.  Unter  diesen  Methoden  verdient  als  die  voraUglichstfi 
hervorgehoben  zu  werden,  eine  biquadratische  Gleichung  in  eine  andere 
desselben  Grades  zu  transformiren,  deren  Wurzeln  eine  geometrische  Pro- 
portion bilden,  oder  welche  sich  in  eine  reciproke  Gleichung  verwandeln 
Ifiast.  Diese  Methode,  welche  Mallet,  Prof.  der  Mathematik  in  Upsala, 
1780  veröffentlichte,  ist  zu  oft  wiederholten  Malen  nacherfunden  worden, 
und  zwar  von  Halbe  1794,  von  BjBrling  1852,  von  Schlömilch  1861, 
von  ünferdinger  1864,  von  Pokorny  1865,  von  Alexandre  1866. 
Hit  einer  zweiten  Erfindung  Halle  t'a,  die  vollständige  kubische  Gleichung 
in  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse  zu  tranaformiren ,  ist  es  ähn- 
lich zugegangen.  Sie  ist  nacherfunden  von  Hnlhe  1794,  von  Uockle 
1841,  von  Bretschneider  1844,  von  Arndt  1865,  von  Alexandre 
1666.  Bei  einem  Theile  der  Aualysis,  welcher  von  jeher  das  allseitige 
Interesse  der  Mathematiker  in  dem  Grade  fesselte,  wie  die  Algebra 
der  Gleichungen  es  vermocht  hat,  dürfte  diese  ErBoheinnng  nicht  all- 
zusehr unsere  Verwunderung  erregen.  Es  ist  verzeihlich,  wenn  dei' 
Geschichtsschreiber  Hankel  sich  in  seiner  Entrüstung  über  Car- 
dano so  ereifert  und  in  seinem  Mitgefühl  für  den  unglücklichen  Tar- 
taglia sagt:  „Der  Mann,  dem  wir  den  grössten  Fortschritt  in  diesem 
Jahrhundert  verdanken,  wurde  vergesaen,  seine  Methode  als  die  von 
Hudde  bezeichnet  und  nach  dem  treulosen  Cardano  die  dem  Tar- 
taglia   entwendete   Formel    benannt.   —  —   —  Cardano    hatte  die 

•)  Man  aehe  Libri,  Hiat.  math.  III.  180;    Grnn.  Arch.  LH.  S.  143. 
HittUgHcn,  araBdmge  d.  unl,  D.  mod.  Algabn,  3G 
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Ffende,  Ferrari's  Entdeckung  in  seiner  Ars  magna  1545  verCffent- 
lichen  zu  können.  Aber  die  Nachwelt,  ein  ungerechter  Richter,  be- 
nannte diese  Auflösung  nach  Bombelli*},  der  an  sie  genau  ebenso- 
wenig Anrecht  besitzt,  als  Cardano  an  die  sogenannte  Cardani'sche 
FprmeL  —  —  —  Dies  ist  das  Verfahren,  durch  welches  Vieta  bei 
seinen  Zeitgenossen  sich  den  höchsten  Buhm  erwarb,  welches  Ton  aus- 
gezeichneten  Analytikern,  Uarriot,  Onghtred  u.  A.  ausführlich  be- 
handelt wurde,  heute  aber  —  als  wenn  die  Nachwelt  immer  Unrecht 
üben  wollte  —  das  Newton'sche  Approzimationsverfahren  genannt  wird." 
Freilich  ist  es  die  Aufgabe  des  Historikers,  das  schuldig  oder  unschuldig 
begangene  Unrecht  vor  den  Richterstuhl  der  Qeschichte  zu  rufen  und 
nach  bestem  Wissen  und  Willen  ein  gerechtes  UillieU  zu  föUen.  Aber 
auch  dieser  Richter  kann  irren,  er  begeht  hier  selbst  ein  Unrecht, 
denn  die  Approximationemetbode  von  Newton  ist  nicht  £igenthum 
des  Vieta,  sondern  des  Chinesen  Tsin  Kin  Tschau  ('f  um  1300). 
Auch  nach  dem  räthselhaften  Lande  der  Mitte  haben  wir  unser  Augen- 
merk in  der  Geschichte  der  ai-ithmetischen  Wissenschaften  zu  richten; 
und  leider  auch  diesem  läaat  der  geniale  Historiker  nicht  immer  Ge- 
rechtigkeit wiederfahren.  Er  sagt  S.  407  seiner  Geschichte  der  Mathe- 
matik im  Altertbum  und  Mittelalter  (Leipzig  1874):  —  —  „Wenn  es 
eines  Beweises  bedurfte,  dass  zwischen  indischer  und  chinesischer 
Mathematik  der  engste  Zusammenhang  besteht,  so  ist  es  die  Regel 
Td-jAn,  die  schon  im  3.  Jahrh.  im  Sudn-Eing  des  Snn-tsö  vorkommt. 
_  —  Diese  Regel  Td-jän  ht  aber  nichts  anderes,  als  die  Indische 
Kiiüuka,  —  — ".  Hankel  hat  dasselbe  Unglück ,  wie  der  ungerechte 
Richter  „Nachwelt".  Offenbar  hat  Hankel  die  Tä-jänRegel  gar  nicht 
gekannt,  sonst  wäre  das  Kapitel  über  Mathematik  der  Chinesen  wol 
weniger  dürftig  ausgefallen*"). 

Seit  den  letzten  25  Jahren  ist  die  höhere  Algebra  in  eine  neue 
Phase  eingetreten  durch  die  Neugestaltung,  welche  sie  unter  den  HSn- 
denTonCayley,SjlTeBter,Salmon,Briogchi,  Her  mite,  Aronhold, 
Hesse,  Clebsch  und  Gordan  erfahren  hat.  Ohne  die  Kenntniss  der  bei 
der  Untersuchung  der  binären  algebraischen  Formen  in  Betracht  kommen- 
den Formensjsteme,  der  Invarianten  und  der  Covarianten,  ist  kein 
tieferes  Eindringen  in  die  Theorie  der  Gleichungen  bis  zu  dem  gegen- 
wärtigen Standpuncte  dieser  Disciplin  mehr  mOglich. 

*)  Dies  ist,  soviel  bekannt,  nur  von  Euler  geschehen. 

**)  Die  Regel  Td-jän  hat,  wie  ich  nachgewiesen  habe,  durchaus  nichts 
^mein  mit  deTEettenbrucbmethode  (Kutttdca)  des  Arjabatthija,  Boudem  ist 
identisch  mit  der-Congruenzmethode  von  GausB.  Vergl.  Vorleaangen  iber 
Zahlentheorie  von  Dirichlet,  herausgegeben  von  Dedekind.  §  25,  und 
OauBS,  Diquisitionea  arithmeticae.    §.  32—36;  ferner; 

Matthieaeen,  Zur  Algebra  der  Chinesen,  Ztsclift.  f.  Math,  und  Fhys. 
SIX.  S.  270.  1874. 

Vergleichung  der  indischen  Cnttuca-  nnd  der  chinesischen  Tayen- 

Regel,  nnbeatimmte  Gleichangen  nnd  Congmenzeu  ersten  Grades  anfinlOsen. 
Sitzungsberichte  der  math.  ■  natutwiss.  Section  in  den  Verhandlnngen  der 
FbiloL-Ters.  in  Rostock  1876. 
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§  200.    Methode  von  Vieta*).    (Capitulum  de  climadka  paraplerosi). 

Vieta  gibt  unter   andern   bi quadratischen    Formen   die  Auf- 
lösung der  Gleichung 

X*  +  2gx^  -j-  bx  =  c. 

Vieta  sagt:  Problema  III,  Äequalitatem  quadrato-quadrati 
adfecti  tarn  sub  lat«re  quam  quadrato:  per  medium  cubicae  ra- 
dicem  habentis  planam,  ad  quadraticam  deprimere. 

Proponatur  A  quad.  quadratum  +  G  piano  in  A  quad.  2  -\-  B 
solide  in  A,  aequari  Z  plano-plano.  Oportet  facere  quod  impera- 
tum  est. 

Sane  si  quadratum  effingatur  abs  A  quad.  -f*  ^  piano  -f-  E 
quad.  Y  =  ßrit^  i'lud  A  quad.  quad.  +  O  plano-plano  +  G  piano 
in  A  quad.  2.  +  £  quad.  quad.  —  +  ^  quad,  in  A  quad.  +  G 
plan,  in  E  quadratum**). 

Quoniam  igitm:  ex  üs  quae  proposita  sunt,  adhibita  mathesi, 
A  quad.  quad.  +  G-  piano  in  A  quad.  2,  aequatur  Z  piano  piano 
—  B  solido  in  A***). 

Utrique  igitur  aequationis  parti  addatur  id  qnod  deficit  ab 
effecto  a  statuta  radice  plana  quadrato,  ergo  hac  aeqnalium 
aequalibus  additione,  rursus  pars  parti  aequalis  eritf). 


')  Vieta,  De  emendatione  aeqnationum.  Cap.  VI.  probl.  III. 
**)  Der  Sinn  iat  folgender:  Ea  etä  E'  =  y  eine  flaifigrüwe;  dann  hat  man 
U*  +  g+—  y\~.x*  +  g'+  Sja:»+  — j/»  +  !/a:'  + jjy. 

***)  Nun  iat  nach  der  Toraasaetzung 

,3:*  +3*«'  — C— ,6x. 

t)  Man  addiie   beideraeits  j'  +  j  y'  +  yx'  +  gy,  to  Twnltirt 

U*  +  9  +  Yfj    ='C+g*  +  ~i/*  +  gy -bx +yx'. 

Damit  die  rechte  Seite  ein  Quadrat  werde,  bilde  man  ein  gleiches  Qua- 
drat, BO  dasH  in  der  Qleichaetzung  beider  die  Glieder,  welche  x  eothalten, 
Terschwindenj  also 

(^~=.-  X V^j    =.c  +  g*  +  -y*  +  gy  —  bx  +  yx'. 

ab* 
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lam  utraque  pars  dividitor  subquadratice,  illic  revocata  ad 
aualysin  genesi,  orietur  manifesto  Ä  quad.  -j-  G  piano  +  E  quad.  ^  • 

Quod  si  altera  quoque  aeqaalitatis  pars  posset  dividi  subqua- 
dratice, quod  oriretur,  foret  radicibua  Ulis  plaois  ex  prima  parte 
ortivis  aequale. 

Elfingendum  est  igitur  quadratam  a  radice  plana,  et  illad 
alten  aequalitatis  parti,  id  est  Z  plano-plano  nna  cum  sais  ad- 
fectiooibns  eomparandum  et  adaequandum,  ut  radices  quoque  com- 
parentur  et  adaequentur  inter  se;  et  statuatur  idcirco  radix  illa 

plana  effingendi  quadrati  — frö~~ ^  in  A*),  sie  enim  in  com- 

paratione  eranescent  adfectiones  sub  A  et  gradibus  et  incide- 
tnr  in  aequalitatem  de  E,  quo  tendendum  est.    EfGctum  igitur 

quadratum  erit  - — p'~~za'  ä 1"  -^  quad.  in  A.   quad.  —  S 

solido  in  A ,  aequale  Z  plano-plano  —  B  sölido  in  A  +  G  plauo- 
plano  +  E  quad.  quad.  ^  -f-  E  quad.  in  A.  quad.  +  G  piano  in 
E  quad.»*). 

Et  deletis  utriuque  adfectionibua  sub  AetA  quad.  — ^  .  - — 
aequabitnr  Z  plano-plano  +  G  plano-plano  +  E  quad.  quad. 
-    +  "  piano  in  E  quad."**). 

Et  Omnibus  in  £  quad.  4.  dactis  et  rite  ordiuatis,  £quadrati- 
cubus  +  G  piano  4  in  £quad.quad.-P^plft£o-planö4.+G  planÖ-pläoo*; 
in  E  quad.,  aequabitur  S  solido-solidof).     Innotescat  autem  E 

esse  D:  A  quad.  -f- D  in  vi,  aequabitur  -nö Gplano  — i> 

quad.  Y  ■ 

*)  Entwickelt  man  diese  Gleichimg,  ao  erhält  maD 

6"  1 

—  +  i/ä'  -  bx  —  c  -  bx  +  g^  +  -^-  y*  +  y-^^+gy. 

**)  Hebt  man  beidereeite  gleiche  Glieder,  so  e^bt  aich 

***)  Maltiplicirt  man  Alles  mit  iy  uod  ordoet,  so  erhUlt  mau 
t)  Ist  yi  eine  Warzel  dieser  kubischen  Besolvente,  so  ist 
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§  201.  Hetliode  von  Desoartea*). 
Descartes  gibt  in  seiuer  Geometrie  iind  zwar  ohne  Beweis 
eine  Auflösung  der  biquadratisc}ien  GleictiuQgen,  welche  im  Allge- 
meinen mit  der  von  Vieta  gegebenen  übereinstimmt.  Der  Fort- 
schritt, welcher  in  seiner  Methode  erkennbar  ist,  besteht  darin, 
dass  er  die  gegebene  (rleicbung  in  zwei  quadratische  Factoren  zer-  ■ 
legt,  welche  die  vier  Wurzelwerthe  derselben  liefern,  öegeben  aei 
die  Gleichung**) 

+  X**  .  pxx  .qx.rx>0. 
Man  bilde  die  Gleichung 

+  f.2p>f^.'^^^^^_yy  —  gqxO.    - 

Für  die  Zeichen  -|-  oder  — ,  welche  weggelassen  sind,  wenn  +  j> 
in  der  gegebenen  Gleichung  steht,  setze  man  in  der  zweiten  •\-  2p; 
wenn  — p,  so  ist  zusetzen  —  2p.  Wenn  femer  in  der  gegebenen 
Gleichung  -j- r  steht,  ist  in  der  zweiten  zu  setzen  — 4r;  wenn 
—  r ,  dann  +  Ar . 

Beispiel.    Gegeben  sei 

3**  —  Axx  —  8a;  +  35  x>  0. 
Man  löse  statt  deren  auf 

,/—Si/-  124j(f/  — 64  30  0. 
Durch  diese  Hülfsgleicbung  ist  es  möglich  die  gegebene  Gleichung 

+  3^*  .  pxx  .qx.rxO 
in  zwei  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  za  zerlegen,  nämlich 

■^  XX  —  yx  -\-  l-yy  \ p  ■  , 
und 

+  a:a:  +  j(a:  +  -|-yyyi)- 
Ist  der  Coe^cient  des  zweiten  Gliedes  -|-  p 
tischen  Gleichungen  -^  -^  p  zu  setzen;  wen 
Tat  der  Coefficient  des  dritten  Gliedes  +  q 

*)  DeBcarteB,  La  g^ometrie  lir.  III.  Paris  1664.  Zaerat  hennagegebeo 
Le;dea  1637;  epäter  lateiniach  Amsteidam  1644  mit  Koten  von  Bcauoe  and 
Commentar  von  Schooten.    Lagd.  Bat  1649;  Fraokf.  a.  M.  1696. 

••)  DieFormdeTGlcichnngiBtdiebeiDeaoartesiiudaemenSchülemflbliche. 
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n  Gl 
und  umgekehrt. 

Zahleiibeispiel.    Gegeben  sei 

a:*  —  n^a;  —  20a:  —  6  x>  0. 
Man  löse  die  Gleichung 

if  -  Ulf"  +  313yy  -  400  3o  0 

auf,  wobei   man  findet  yy^lG.    Die   beiden  Partialgleichungen 
sind 

XX  —4x  —  Z  xO, 

xx-i-4x  +  2  xO. 

Die  Wurzeln  sind  V"' +  2,  )/?  —  2,  2  +  V'ä  und  2  —  "j/ä . 

Beweis  von  Beaune.    Die  biqnadratische  Gleichung  sei 

X**  +  p:^  -{-  qx  -\-  r  -xO 

und  nach  Descartes'  Vorschrift 

^  -^  VX  +  -^-  y'  +  -p  —  fy  x>0. 
Dann  ist 

und  wenn  man  beiderseits  qiiadrirt, 

^  +  yy^^  +  i  !/*  +  j)^*  +  yp/  +  T  y'  =*  ^«  -  3^  +  yy^ 

oder 

Subtrahirt  man  hiervon  die  vorgelegte  Gleichung 

x^*  +  p3?  +  gar  +  r  XI  0 , 
so  bleibt 

\  t  ■\-  ^  py"  ■\-  -\  P"  —  ^  —  iyi  ^^ ' 
und  wenn  man  mit  Alf  multiplicirt,  . 

y*  +  ^P^  i  l-  yy—Q9^  O,     qu.  e.  d. 
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§  202.    Mothode  von  Fr.  van  Schooten*). 
Die  analytische  Metiiode  van  Schooten's  wird  fälschlich  Des- 
eartes  zugeschrieben.    Um  die  Gleichtmg 

3^*  +  pxx  +  ja:  +  r  x>  0 

-  zu  reduciren,  nehme  man  an,  dieselbe  bestehe  aus  den  Factoren 

XX -\-  yx -{-  z  x>  0 ,  und  xx  —  ya:  +  »  3o  0 . 

Führt  man  die  Uultiplication  aus,  so  resultirt 

jc^*  +  zxx  —  zyx  +  V2  '  30  0. 

~yy    +v!f  j 

Aus  der  Vergleichuug  der  homologen  Coefficicnten  dieser  und 
der  vorgelegten  Gleichung  ergeben  sich  folgende  Bestimmungs- 
gleichungen: 

2-yy  +  v   oop, 

—  zy-\-vyx>q, 
vz  -xir. 
Hieraus  ergibt  sich  weiter 

g^\yy  +  \p-{-, 

und 

[^n  +\p-  J;)  [^yy  +  \p  +  4)  ^.'- 

Entwickelt  man  das  Product,  so  erhält  man  die  bikubische  Re- 
solvente 

Die  beiden  quadratischen  Gleichungen  sind  alsdann 
xx-\-yx  +  \yy+\p-  j^^oO, 

und 

xx  —  yx-^-yy^^p-^  ^^0- 

*)  Fr.  T-  Schooten,  Commentar.  in  libr,  IIl.  geometriae  Carteaii. 


lyGoo^^lc 


552  Vierter  AbBChoitt.     SubstitutionHmethodei).     V. 

§  203.    Die  Enler'solien  Fom«ln*). 
Die  torgelegte  Gleichung  sei 

ar*  +  px^  +  ga:  +  r  =  0 . 
Sind  dann  y,,yi,yi  die  Wurzeln  der  Kesolyente 

SO  ist  für 

„   tiT-  h  ™<'  *«  - + VST  ±  (v^ + V») . 

■   \»,  und  I,  =  -  V^  +  (l/jS  -  VÄ)  1 
positiv    h  "■"!»=--  V»r  +  (y*  +  Vi.)  , 
'    U  und  »,  -  +  y»,  +  (Vj,  -  VS)  ■ 
Diese  Foimelu  sind   von  Euler   Tennutblich   durch  ein  Combina- 
iionsYerfahren  entdeckt  worden.    Aus  den  Formeln  von  Yieta  und 
Descartes  (4j/  anstatt  y*  gesetzt): 

folgt  nämlich: 

x:,+x,-2yi,,     ^  +  x, 2)/^, 

',  +  ^,-2Vi,,     x,  +  x, 2)/!^, 

«,  +  !,  — 2VS,     x,+x, 2)/i,,, 

und  bieraas 

Euler  snbstituirt  nun  allgemein 

'-Vs'y+Vy^  +  Vi,, 

WO  ^„Pstffs  die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente 


bezeichnen, 

0  dass 

man  zur  Bestimmung  der 

h  hat: 

f—Si  +  üt  +  y,, 

S  —  yiUi  +  S,V,  +  S,IJ„ 

''  —  SiS,!/,- 

*)  Euler,  Da  formia  radicDm  aeqoatdonum  ciijusque  ordinis  conjectatio. 
mm.  Acftd.  Petrop.  »et.  Tom.  VL  1739, 
Volbt.  Änl.  sur  Algebra  II.  Cap.  XV.   §  192.    Pebenibw«  1770. 
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Erhebt  mau  die  Bubstituirta  Function  ins  Quadrat,  so  erhält  man 
nach  Transposition  der  rationalen  Glieder 

**-/■=  2  (>^  +  V^  +  V^)  . 
Qnadrirt  man  abermals  und  transponirt,  so  ergibt  sich 

oder ,  wenn  man  x  an  die  8t«lle  des  eingeklammerten  Terms  setzt, 

a!*  -  2rx*  -  SYk  .  X  +  ir  -4g)  =  0. 
Ana  der  Yergleichung  der  homologen  Glieder  dieser  und  der  vorge- 
legten Oleichung 

X*  +  px*  -j-  qx  -^  r  ^0 
ei^eben  sich  folgende  Bestimmungsgleichuugen  für  f,g,h: 

m — «,  »-äsS 

Die  Eulei'ache  ReaolTente  lautet  denmadi 

Weil  nun  die  Qaadratwnrzel  aus  y  zwei  gleiche  und  entgegenge- 
setzte Werthe  hat,  so  gibt  es  acht  verschiedene  Combinationen  von 
iVl/i^j  iV^)  '^Vy»y  ^"^  denen  je  eine  Wurzel  der  voi^elegten 
Gleichung  gebildet  werden  kann.  Von  diesen  haben  aber  nur  vier 
zur  Zeit  Gültigkeit    Da  nämlich 

VViVtVi  =  VÄ  =  —   g-  2 
sein  muBS,  so  ist  fOr 


q  negativ: 


q  positiv: 


«.--V'üi-Vl^  +  V^i 

«,  -  -  Vj^  -  Vis  -  VÄ, 
'^--Vyi+Vy.  +  Vn, 
',-  +  Vy',-Vy,  +  V!i,, 
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Diese  Wurzelformeu  lassen  sich  anch  direct  aus  der  Formel 
von  Descartea  ableiten.    Diese  ist 

'^-u^  +  if+lp  +  i,-«. 

Setzt  man  4y  an  die  Stelle  von  i/^,  so  geht  die  Resolvente  von 
Descartes  in  die  von  Euler  über;  und  die  quadratische  Gleichung 
wird 

Da  der  Coeflicient  des  zweiten  Gliedes,  negativ  genommen,  gleich 
der  Summe  zweier  Wurzeln  ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der- 
selben folgende  lineare  Gleichungen  aufzulösen,  worin  yiti/nifa  die 
drei  Wurzelwerthe  der  kubischen  Besolvente  sind: 

x,+x,-+2yi,,    x,+x, (■«■+«i)-  +  2V's^, 

*,  +  «,-  +  2V^,    «.  +  «. (i,  +  *,)-  +  2V'!^, 

«:,  +  X,  -  +  2  l^»  ,    ».  +  «.  -  -  fe  +  «.)  -  ±  2  Vjr,  . 
Wählt  man  das  obere  Yorzeicben,  so  erhält  man 

x^  und  a;^ Vyi"  +  (V^  +  Vy^ , 

X,  und  X,  =  +  ]^  +  (Vy,  ~~  Vyl) . 
Wählt  man  d^egen  fiberall  das  untere  Vorzeichen,  so  erhält  man 
Xi  und  «,  =  —  >^  +  (Yy^  +  Yy,)  , 
x^  und  a;,  =  -  >^  ±  {Vyl  -  Vy^)  ■ 
Die  Resolvente  hat  wegen  des  negativen  Yorzelchens  ihres  Absolut- 
gliedes stets  eine  positive  reelle  Wurzel.    Um  zu   ermitteln,  wann 
das  obere  und  wann  das  untere  Vorzeichen  gQltig  sei,  gehen  wir 
aus  von  den  symmetrischen  Functionen  der  Coefficienten  der  vor- 
gelegten Gleichung.    Dieselben  sind 

(x,+x>)  +  {x,  +  xi-0, 
«i^i  +  (»i  +  ^)  (»i  +  *<)  +  «.a;,  —p, 
«i»!  (*i  +  *i)  +  (»X  +  «i)  «,«4  —  —  3  I 
x^XgZfX^  =  r. 

Verbindet  man  die  erste  Gleichung  mit  der  Zweiten  und  dritten,  so 
erhält  man 

asA  +  x,x,—p  +  (x,  +  X,)', 

x,x,—x,x,  —  q:(x,  +X,). 
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Nehmen  wir  an,  es  sei  (x^  -f-  a;^)  der  negative  Theil  der  Summe 
der  vier  Wurzeln,  dann  geht  die  Gleichung  über  iu 

S-(i,+i,)(i,3;,- V)  =  (-  2V^)(-  ■lV&)-+8  Vi«/,!«;. 
Wenn  rorauageaetzt  wird,  dass  (Xi  -f-  3;^)  =  2  Yy, ,  d.  i.  gleich  dem 
positiven  Theile  der  Wurzelsumme  ist,  so  wird 

S  =  (^1  +  ^)  (^1^  —  a's^j)  =  2  Vvi  (—  4  y^)  =  —  8  Vy^ytVs  ■ 
Ist  demnach  q  positiv,  so  sind  die  oberen  Vorzeichen  zu  nehmen, 
ist  q  negativ,  die  unteren. 

Was  die  Realität  der  vier  Wurzeln  anbetrilft,  so  kann  man 
sich  folgender  entscheidender  Merkmale  bedienen*).  Die  positive 
reelle  Wurzel  der  Resolvente  sei  y^ ;  die  beiden  andern  Wurzeln 
tf^  und  !/g  sind  entweder  beide  positiv  oder  beide  negativ,  weil 
ViViVt  positiv,  oder  sie  sind  beide  complex. 

Sind  y^  und  y^  positiv  reell,  so  hat  die  biquadratisehe  Gleichung 
vier  reelle  Wurzeln.  Sind  dagegen  i/,  und  y^  negativ  reell,  so  hat 
sie  zwei  Paare  von  complexen  Wurzeln,  ausgenommen  wenn  ys"=y3 
ist,  in  welchem  Falle  zwei  Wurzeln  reell  und  gleich,  das  andere 
Paar  complex  wird.    Es  sei 

yj,  =  — «»,      y^  =  —  v^, 

so  hat  V^  +  y^  die  Werthe 

iu  -J-  iv,    in  —  iv,    —  iM  +  iv,     —  iu  —  iv, 
wo  i  fflr  y —  1  gesetzt  ist    Yy^y^  ist  in  dem  ersten  und  "vierten 
Falle  negativ,  in  den  beiden  übrigen  Fällen  positiv. 

Sind  endlich  y^  und  y^  ein  Paar  conjugirter  eomplexer  Wurzeln, 
so  hat  die  biquadratische  Gleichung  ein  Paar  reeller  und  ein  Paar 
eomplexer  Wurzeln. 
Ea  sei     ' 

yj  =  2«  +  2«y^,     t/s  =  2« —  2^1/^^, 
so  hat  man,  wenn  h*  +  w*  =  r*,  und  die  Quadratwurzeln  absolut 
genommen  werden, 

yy^  =  Vr  +  u'-\'  iVr  ~  u,     Y^^  ^^r  +  u  ~  iYr  -  u. 
Demgemäss  erhält  man  folgendes  System: 

Vi,  +  y'Äi:2  v''"T»[  2ii/r^^^ :-  2iv'r^>;u  iyF+i, 

VytS,  2r  —  2r  —  2r  2r 


*)  Mau  sehe;  Elemente  der  Mathematik  von  Baltzer.  111.  §  T. 
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Die  TorstehendenBestiininiuigen  können  niut  auch  noch  vermittelst 
der  Discriminante  der  biqaadratischen  Gleichnng  ausgedrückt  werden. 
Die  Diacriminant«  der  ToUständigen  biquadratiscken  Gleichung 

1* -\.  ar" -\- bx' -\- ex  +  d  =  0 
ist  nach  §  79  c.  (30) 

Dt-=*^  {b'-Sac-^-Udy  —  -^-  il2bd-\-9abc-21c--27a'd--2bY- 

=  —  j  [K«"  -  4(/)  -  9(flM  —  46d+  c*)]* 

+  *  (6*  —  3ac  +  12<f)  [{ac  ~  4rf)*  —  3i(a*d  —  Ud  +  c')  ] . 

In  dem  letzteren  Ausdruck  hat  sie  die  Form  der  Discriminante  D^ 
der  kubischen  Gleichung  und   eignet  sich  deshalb  am  besten  zu 
einem  Kriterium.    Wird  a^O,  b  =p,  c  =  q,  d=  r  gesetzt,  so 
reducirt  sich  die  Discriminante  auf 
D*  =  16p*r  -  4i)V  -  128j>*r*  +  lUpq-r  -  27«*  +  256r» 

=  -|(32pr-  9s')*  +  *-0»  +  12r)(12i,V-3i.g*+  16r*). 

Ist  die  DiBcriminante  D^  positiv,  also 

(32jir  -  93*)*  <  4(p*  +  12r)  (12j»V  -  ^p^  +  16r*), 
so  sind  alle  vier  Wurzeln  entweder  reell  oder  complex. 
Ist  die  Discriminante  D^*  negativ,  also 
(82pr  -  92^*  >  4(p-  +  12r)  (12/r  -  'Ap^^  +  16r^, 
so  ist  ein  Wurzelpaar  reell,  das  andere  complex. 
Ist  die  Discriminante  Dj*  gleich  Null,  also 
(32pr  —  93*)*  =  4(p»  +  12r)  (l2pV  —  Zpq^  +  16r*} , 
so  hat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln. 

I.Beispiel.    Aufzulösen  a:*  — -25»*  +  60a;  —  36  =  0 .  (Bu- 
ler's  Alg.  §  195.)  . 
Die  ^Resolvente  ist 

B         26,  ,     ,     769  225         . 

y  -yy  +i6-!'--4-  =  o- 

Um  die  BrUche  fortzuschaffen,   setzen  wir  J/  ^  -7-  <?  ;  dadurch  wird 

^»  -  50«»  +  769«  -  3600  =  0 . 
Zur  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  setze  man  z  •=  t]  ~\-  16-t-  , 
woraus  resultirt 
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„._64,-42"-0, 


oder  kurz 


7)'  —  atj  —  |3  =  0. 
Die  Wurzel  dieser  Gleichung  tritt  in  irreductibler  Form  auf  und 
wird   durch   die  Methode  der  Dreitbeiluog  der  Winkel  gelöst  auf 
folgende  Weise. 
Man  setze 

-~  :  y  u  «  =  sin  6fp  . 
Man  £udet  dann 

log  sin  391  =  1,3313318,    9  =  4«  7' 40"  1. 
log  sin  9)  =  ä,8572208  ; 

nx i  V^  .  sin  9,  =  -  }  . 

Folglich  ist 

«=ij,  +  16|=16,    y,  =  4. 

Um  die  beiden  andern  Wurzeln  y^  und  jf,  zu  erhalten,  dividire  man 
die  Resolvente  durch  den  binomischen  Factor  y  —  i,  wodurch 
man  erhält 

und  die  übrigen  Wurzeln  y^  und  Js  ^  v  (17  +  8)  .•  Demnach   ist 
,  25  9 

Zur  Entscheidung  über  das  richtige  Vorzeichen  beachte  man,  dass 
—  3  =  8  Yy^^  YVt  Vj/s  negativ  ist.  Demgemäss  sind  einmal  alle 
drei  Vorzeichen  negativ,  die  Übrigen  Male  je  eine  Wurzel  negatdr 
zu  nehmen.    Die  gesuchten  Wurzeln  sind  also 


x.--2  +  2;-  +  li- 

2, 

^-+2-2i  +  li- 

1, 

»,=+2  +  2|-li_ 

3. 
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2.  Beispiel.    Aufzulösen  x*  —  Tt' -[-  !!:>?-  llx  +  6  =0. 
Zur  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  substituire  man 

'-ia  +  v, 

wodurch  die  Gleichung  sich  reducirt  auf  die  Form 

£*_22|« -241  +  45  =  0. 
Die  Resolvente  ist 

j^-lly«  +  19y-9  =  0. 
Man  transformire  dieselbe  in  den  Kubus  einer  zweitheiligen  Grösse. 
Durch  Anwendung  der  Methode  der  Wurzelquadrate  der  Yariirten 
erhält  man  die  Resolvent«  IX.  dieser  kubischen  Gleichung,  immlicb 

(o*  —  36)  ^  +  ~(2o»— 7afc+9c)«+^(a*  — 4a*6+6ac  +  &*)=0, 

wo  a^ll,  6=  19,  c=  —  9  zu  setzen  ist.    Man  findet 

^*_  103+25  =  0, 
also 

2,  ^  2^  =  5  . 

Nun  ist,  (y  —  zY  =  7}  gesetzt, 

,3  _  48^»  ^  768^  _  4096  =  0 , 
und  wegen  «,'  —  SjJ,  ■=  0, 

%  =  16,  j/  =  +  4  +  5,  y,  =  9,  i/,  =  l. 
Da  die  Gleichung  in  e  zwei  gleiche  Wurzelwerthe  hat,  so  sind  auch 
zwei  Werthe  von  y  einander  gleich.    Es  ist  nämlich 

yi=9,  ys  =  ?s  =  l, 
und  folglich 

V^=.+  3,    V^=±l,    1^=±1. 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  die  Euler'schen  Formeln  ein,  indem 
wir  jedesmal  drei  Werthe  dergestalt  combiniren,  dass  sie  ein  po- 
sitives Product  geben,  indem  g  ^=  —  24,  also  negativ  ist.  Es  ist 
demnach 

g,  und  6j  =.       3  +  (1  +  1)  =  5  und  1 , 

I,  und  6^ 3  +  (l  -  1) 3. 

Mit  Hülfe  der  Substitution  x  =  --{i-j-1)  erhält  man  endlich  die 
gesuchten  Wurzeln 

X,  =>3,  a^  =  2,  Xj-^-l,  3;j=l. 
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§•204.   Ableitung  der  Enler'sohen  Formeln  nach  Lagrange"*). 
Die  Methode  von  Lagraage  gleicht  imPrincip  der  Methode  von 
Hndde  die  Gardani'scbe  Formel  abzuleiten.    Gegeben   sei  die  un- 
vollständige  Gleichung 

a^  +  px*  +  ga:  +  r  =  0 . 
Man  substituire  die  lineare  Function 

Quadrirt  man  diese  Gleichiing  zweimal  nacheinander  ohne  Trane-  ~ 
Position,  so  erhält  man 

*'  =  (?.  +  ».  +  yO  +  2  (v^  +  >^  +  /y^jT,) , 

**  —  (yi  +  y*  +  ä)*  +  4(!/i  +  y»  +  v^Wm*  +  vS  +  iv^^ 

+  4{y,ya  +  y^Vi  +  m^  +  8  Vy.j/.y;  (v^  +  ^i/,  +  Vy,) . 
Substitiiirt  man  die  Werthe  von  x,  x*  und  «*  in  die  vorgelegte 
biquadratische  Gleichung  und  setzt  wieder  x  an  die  Stelle  von 
VVi  -\-  VVi  +  VVi  >  80  resultirt 

(y.  +  y^  +  ys)^  +  ^(yiy»  +  y.y»_+  y-ys)  +  /»(yi  +  y^  +  y»)  +  »■ 
+  [4  fyi  +  y.  +  y,)  +  Sj'l  {Vy7y.  +  Vv^,  +  V^s) 

+  i^VyiViVs  +  ff)  a:  -=  0. 
Da  die  Substituirte   zwei  Willkürliche  enthält,  so   gestattet  diese 
Resultante  noch  eine  Zerl^ung  in  zwei  Fartialgleicbungen,  nämlich 

4(y. +  y*  +  y,)  +  2j)  =  o, 
sVy^y.ys  +  s-'O. 

Hiednrch  gebt  die  transformirte  Gleichung  Aber  in 

yiy^  +  y^yi  +  y*ys  =  j^  (p*  -  4r); 

ausserdem  ist 

yiy8y8  =  64  2*- 

Demnach  ist  die  Resolvente  in  y 

f-\-\  ff  +  ,e  (r  —  40  y  -  ^  3*  =  0  . 


*)  Lagrange,  Lefona   d'arithinätique  et  d' 
des  äcolea  normnles  (1794—95;], 

Lacroix,  Compläm.  dea  dlämetiB  d'algäbre. 
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Ist  9  ■=  0,  das  zweite  Glied  d^egen  nicht  gleicli  NuU,  also  die 
vorgelegte  Gleichung 

3^  +  mar*  +  J'a^  +  r  ^  0, 
so  setze  man  x=yr:x'.    Die  Gleicbtiag  geht  dadurch   Ober  in 

x'*  -f-P*'*  -\-  mYr x'  +  r  -=  0 . 
Substituirt  man  jetzt  auch  x'  ^  )/y,  -|-  Yy^  +  y'y, .    so   wird   die 
Resolvente 

J/*+  |-P!'*  +  ^(jP'-4r)j(-^i»V  =  0, 

welche  sich  von  der  Euler'schen  nur  dnrch  das  Absolntglied  unter- 
scVidet    Es  ist  alBdann 

'^-Vr-iYsl  +  V^-hVi,)- 

%  205.    Methode  vob  Ealer  nsd  Waring*). 

Das  Princip,  worauf  Euler  später  eine  allgemeine  Auflösungs- 
methode der  Gleichungen  aller  Grade  zd  gründen  versuchte,  ist 
bereits  frQher  (§  37)  angedeutet  worden. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Wurzel  einer  biqaadratiscben 
Gleichung,  in  welcher  das  zweite  Glied  fehlt,  eich  darstellen  lässt 
in  der  Form:  x  =  YVi  +  Ytft  +  YSs  \  "^^  IfuStt  ffs  die  drei  Wur- 
zeln der  kubischen  Besolvente 

y^  +  ^py'  +  j^ip'  —  ^r)y  -  1  g*  —  0 

bezeichnen.    Setzt    man   nun   y*  =  e  oder  y  •=yz ,    so    geht    die 
kubische  Gleichung  Qber  in 


Bezeichnet  man  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  «i,  e^,  £,,  so  wird 

^  =  f^i  +  V'**  +  V'^  . 
Analog  ist  für  die  kubische  Gleichung  a:'  +  j)»  +  4  =  0  : 

*)  Eulei,  De   resolutioae    aeqoationom  c^jnsvü  gradaa.     Nov.   Comm. 
Petrap.  IX.  1782. 

Waring,  Hiscellanea  analjtica,  p.  41.    1762. 

Blomstrand,  De  methodi«  praecipoü  etc.    p.  37.    Lundae  1B47. 
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wo  ^1  und  üj  die  Wurzeln  der  quadratischen  ßesolveute 

«*  4-  gr«  _  _  j,3  =,=  0 

bezeichnen.    Und  endlich  ist  ftlr  die  quadratische  Gleichung 
in  ähnlicher  Form 

wo  g  die  Wurzel  der  Besolvente 

,  +  q-O 
ist. 

Darch   diese  Analogien   wurde  Euler   verleitet    anzunehmen, 
das3  wenn  das  zweite  Glied  einer  Gleichung  fehle,  die  Substitution 

x-'Vft-i-Vys+Vyl-i +  vWIT 

znr  Auflösung  derselben  führen  mfisse  oder  die  gesuchte  Wurzel- 
form  sei.  Er  modificirte  indess  mit  Waring  dieselbe  insoweit,  dass 
er  substituirte 

a;,  =  Vi  yV+  Vj  y'i^  ,-f  «s  V^H h  f»-!  V^^, 

worin  an  die  Stelle  von  ^s  der  Keihe  nach  die  Werthe 

y^,  aY«,  a^^B,  ....  a"^*vV 
zu  setzen  sind,  nm  alle  Übrigen  Wurzeln  x^,  a^,  . . .  x,  zu  erhalten. 
Setzt 'man  der  Kürze  wegen  Yg'=  y  ,  also  y  —  ^  =  0 ,  so 
wird  die  allgemeine  Wurzelform: 

,  «  =  «ly  +  v»!/'  +  Vj/  H \-  tJ,_itr-' . 

Die  Methode  von  Euler  besteht  also  im  Folgenden: 
Aus  der  snbstituirten  Function,  welche  »  anbestimmte  Grössen 
enthält,  mfissen  zunächst  die  Wurzelzeichen  entfernt  werden,  ent- 
weder durch  Erhebung  zur  n'"'  Potenz  oder  auf  eine  andere  Art 
Man  erhält  dadurch  eine  Gleichung  in  x  vom  m*™  Grade,  welche 
mit  der  voi^elegten  vergÜchen  n  —  1  Bestimmungsgleichungen  liefert, 
aus  denen,  durch  willkürliche  Annahme  der  einen  unter  ihnen,  die 
übrigen  Unbestimmten  gefunden  werden.  Die  Finalgleichung  wird 
dann  eine  Gleichung  in  z  sein,  welche  als  die  Resolvente  der  bi- 
quadratischen Gleichung  ansusehen  ist. 
Um  also  die  Gleichung 

HstUiiMKii,  Onndtag*  d.  uL  n.  mod.  Al«alin.  86 
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3=*  +  P**  +  2«  +  f  =  0 
aufziil5seD,  subetituire  man  die  lineare  Function 

*  —  i^iV  +  *•'*?*  +  t'sS')  =0,     y*  —  ^  =  0. 
ZuDÖcbst  ist 

a:  — Wjy*  =  c,y  +  i;3y», 
imd  wenn  man  auf  beiden  Seiten  zum  Quadrat  erhebt, 
a^  —  2v^y*x  +  fi*2  =  Vy*  +  2i;iVä2  +  v^ey* , 
oder 

a:»  _(_  („^*  _  2r,t>g)it  =  (r,*  +  2w,a:  +  Vj*«)  j/* . 
Quadrirt  man  abermals,  so  erhält  man 
a*  —  2(V  +  2v^v^e3?  ~  4(t),»  -j-  «3»2)vs,2x  +  {v*  —  2r,i-,)*z* 

Vei^leicht  man  nun  die  homolc^en  Goe^cienten  dieser  und  der  ge- 
gebenen Gleichung,  so  erhält  man  folgende  Bestimmungsgleidiungen 
filr  V,,  f(,  «3  und  z: 

2(V  +  2t;i«s)^ 1>, 

4(v,»-|- V«)"»«— —  9, 
(«,*  —  2«i(Jg),*ü*  —  (wi*  -f-  v^efe  =       r. 
AuB  der  ersten  and  zweiten  folgt 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  dritte  Gleichung  ein,  so   resultirt 

Da  diese  Gleichung  eine  WillkOrliche  enthält,  so  kann  man  v^  =^  1 
setzen  und  der  ersten  Bestimmungsgleichung  gemäss 

4r,fa3=  —  p  —  2e. 
Die  Resultante  verwandelt  sich  hierdurch  in  die  bekannte  Resolvente 

^'  +  Y  P^'  +  ^  O*  -  4r)  2  -  g^  3*  =  0  . 
Hat  man  einen  Werth  von  z  berechnet,  so  findet  man  x  aus  den 
beiden  Gleicbnngen 

V  +  V2-=  — ^,- 
und 
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indem  man  dieselben  zu  einander  addirt  and  die  Summe  radicirt, 
woraus  sich  ergibt 

v,  +  v,V^~^  V-g~2py7-iiV7. 
Es  ist  alsdann 

*i  —  »1»  +  •■>!/'  +  <i,y'~'/  +  (b,  +  «.»Is 


-V5"  +  (», +«.V^»'»-1^+iy-4.-2y-j^, 

worin  man  Bofort  die  WurzelForm  Ton  Descartea  erkennen  wird. 
Die  drei  andern  Wuraeln  erhält  man  durch  Vertauschung  der  Vor- 
zeichen der  Radicale,  nämUcb. 


a;,  und  a^  =  V7  +  -g-  }/—  4z-~2p  —  -^,.. 


Xj  xmd  x^ Vj^  -t;  T  ]/—  4«  —  2p  H 


§  206.    Methode  von  B6zout*). 
Die  im  Folgenden  beschriebene  Methode  unterscheidet  sich  ron 
der  Euler'echen  dadurch,   dass,  während  Euler  y  — e  =  0  setzt 
und  bei  der  Substitution 

aus  den  Grössen  v  und  y  eine  Fina^leichung  in  e  sucht^  Bäzout 
sofort  «  ==>  1  setzt  und  eine  Finalgleicbuag  (Besolvente)  in  v  sacht. 
Ausserdem  wendet  er  ein  neues  allgemeines  EUminationsTerfahren 
an,  welches  neuerdings  von  Sylvester  und  Hesse  (§  44)  weiter 
ausgebildet  worden  ist. 

Um  die  Gleichung  x*  +  pa^  +  ga;  +  r  ^  0  aufzuldsen,  snb- 
stituire  man 

a:  — (£^,y  +  ^y»  +  Ä3j/')=.0,    j/*— 1=0. 
Multiplicirt  man  die   lineare  Function   von  x  nacheinander  mit 
y>  y*>  ^>  BO  erhält  man  folgende  vier  Gleichungen: 


*)  B^EOut,    H£m.  snr  1a   r^BolntioQ  g^näiale   def   äqvationB  de  ton«  lei 
degiäe.    M^moires  de  l'acad.  loj.  Annäe  1765.    Paris  1768. 
BlomttraDd,  De  methodii  pioecipnia  etc.  p.  11. 
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xy  —  *,y' 


-^^y" 
-^y 


xt^  —  2^     —  e^jf 
Aue  denselben  folgt  unmittelbar 

+ 


-',     —0, 
-i,y'  —  0. 


—  0. 

+ 


Entwickelt  man  diese  Determinante,  so  erhält  man 

4-  2£i*^3»  =  0 . 
Vei^leicht  man  die  homologen  Coef&cienten  dieser  und  der  ge- 
gebenen Crleichong,  so  erhält  man  die  BeBtimmungsgleichnngen 
2V  +  4»,ij  =  — p, 

42((2i*  +  «B*)  =   —  3  I 

^i*  —  «a*  +  V  +  4«,«s**s  —  Zi^i^fj'  =  —  r. 
Setzt  man  z  an  die  Stelle  von  e^,  so  ergibt  eich  aaa  der  zweiten 

v  +  v— Ä, 

tmd  wenn  man  beiderseits  zum  Quadrat  erhebt, 

Die  erste  Gleichung  ergibt  ausserdem 

2£.2,  =  -i-(p  +  2^). 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  dritte  Bestimmungegleichung  ein, 
so  erhält  man  wieder  die  Resolvente  von  Euler,  u&mlich 

i'  +  ^P^  +  i^  O*  —  4^2*  -  ^  2*  =  0  ■ 
Die  Werthe  yod  Bi  und  e^  lassen  sich  aus  einem  bekannten  Wurzel- 
werthe  z^  dieser  Resolvente  berechnen  mittels  der  beiden  Kelationen 


Man  erhält  denmach  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung 
S^-1_0, 
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also 

»i-1,  !/,--l 

,  9,  —  V^^,  Vt 

die  n< 

er  Wurzelwerthe 

»i  — 

«.  +  «,+   «,, 

it.— 

-  »1  +  ».  -    '<, 

^•  — 

"i  -  »,  -  i». , 

B^zout  bemerkt  hierbei,  daas  die  Finalgleichang  in  z,  oderjs,  vom 
24*™  Grade  gewordea  wäre  und  dasa  der  Grund,  warum  e^  leichter 
erhalten  werde,  in  dem  Umstände  zu  Sachen  sei,  dasa  die  6e- 
atimmungsgleichui^en  bezüglich  e^  und  z^  aymmetrisch  seien.  Ferner 
zeigt  er,  dass,  wenn  ü,  ^g  zuerst  gesucht  werde,  dies  eine  kubische 
Gleichung  ergäbe  und  daaa  die  Gleichui^  in  /, ,  welche  bikubisch 
aei,  sich  in  drei  quadratische  Pactoren  zerlegen  lasse. 

§  207.   Hethode  von  Mossbmgger*). 
Gegeben  aei  die  unTollständige  Gleichung 
Ä*  +  px*  -}-  qx  -{-  r  '^  0 , 
""^^  Vit  Vir  Vat  y*'die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  j/*  —  1  «=  0. 
Die  Bedingung 

wird  erfüllt  durch  folgende  Substitutionen 

Addirt  man  nämlich  dieses  System  von  Gleichungen,  so  wird 

j;,  +  a!j  +  a^  +  3^4  ■=  (y.  +  y.  +  ys  +  y*)  («i  +  ^»  +  *>)  —  o. 

Zur  Bestimmung  von  g  erhält  man  leicht  folgende  Gleichungen: 

p  =  —  2(^,^j  +  ir,rj  +  z^z^ , 

r,  =  2(-  1  +  y^l)  (V23  + V«8+V^i)  +  2(-  1  -  ]/=r3}x 

r  =  —  z*  —  V  —  «/  —  2  V—  1  (Si^iTi  +  z^^z^  +  ^'«i) 

+  2  y-"T  {z,\  +  z.'^z,  +  z,\)  +  2{z,W  +  «.'^s'  +  H'H") 

—  2üi2j^g(ii  +  ^j  +  ^) . 


•)  Grnnert'«  Arch.  XXVIU.    S.  205.    1867. 
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Multiplicirt  man  die  erste  GleichuBg  mit  (js,  +  ^g  +  j^s)'  ,  die  zweite 
mit  (Zi  4"  Z;  4~  ^a)  ^'^^  addirt  zur  Samme  aller  drei  Gleichimgeil 
beiderseits  (ß,  +  Zj  +  e^* ,  so  wird  miter  BerücksicbtiguDg  der 
Relationen 

':  —  'lÄ  +  'tSi  +  hVi  —  »ife  +  '.  +  «.)  —  »1  +  2,  +  «j : 

+  2  |(-  1  +  V^^)  ih' ',  +  '.' h+h''i)  +  i-  I  -  >';^)x 

(»,'«,  -M,>«,  +  ^■»,)  +  2...,«,1  [.,+£,  +  «.]  -  IV+V+V 

+  2)/—  1  (»,»j,  +  »,"a+«.'2i)  —  2  V^^  («,>»,  +  V«i+V».) 

—  2(«,'a,'  +  «,'«,'  +  »,".')  +  2»,2,»j(»,  +  «,  +  »,)'(  —  0. 

Setzt  man  die  Summe  der  reellen  und  der  imaginären  Glieder  einzeln 

der  Null  gleich,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  auf 

[»■+«,  +  «.]'-2(»,'+V+«.'>K  +  «>  +  «s]'- 8», «,»,[»,+»,  +  »,] 

-  (»,'  +  ','  +  h'f  +  2(»,'  +  V  +  ».*)  -  0- 
Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  der  TOigelegten,  so  sind 

die  Worzeln  der  Euler^schen  Resolvente: 

Nim  ist  y,  — =  1  j  j/j  =  y —  1,  yj  ^  —  1 ,  y^  =  —  V^ —  1  i  folglicli 

x^=  fi+    «,+    «s, 

aTj  =  —  iZi  —    z^-\-  iz^ , 


§  208.    Ueber  einen  Zusammenhang  der  Seiten  eines  EreisvieTeoks 
mit  den  Wnizeln  einer  biqnadratlschen  Gleichung*). 

Bezeichnen  die  vier  Grössen  x,  iE, ,  ?j ,  z^  die  vier  Seiten  eines 
EreisvierecbSfSO  ist  nach  Gerhard  der  Halbmesser  des  timscbriebenen 
Kreises 


'->^ 


(.r^,  +  z,  z,)  (x^.  +  /,^,)(x^.+^.  2.) 


Der  Inhalt  des  Vierecks   wird  offenbar  gleich  Null,  wenn  R 
einen  anendlich  grossen  Werth  annimmt,  also 


*)  ZeitKbrift  für  Math.  n.  'Phyt.  IX.  S.  463.  1864. 
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16ti*  =  (-  a;  +  3,  +  Zj  +  g^)  (a:  -  «,  +  Ä,  +  zj  X 
(■c  +  Si  —  2*  +  «s)  («  +  *,  +  ^  —  ^)  =  0. 
Die  vier  Seiten  können  ala  die  vier  Wurzeln  einer  biquadratischen 
Gleichung  betrachtet  werden,  in  der  das  zweite  Glied  fehlt,  also  von 

X*  -\-  px^  +  ga;  +  r=  0, 
indem   man  eine  Seite  z.  B.  x  als  Uaupt^össe  annimmt  und  das 
obige  Froduct   nach   Potenzen   derselben   entwickelt.     Man   erhält 
daraus 
«*  —  2(^1*  +  V  -}-  z/)  x*  —  SziX^ZgX 

Aus    der   Gleichsetzong   der .  homologen    Coefflcienten   folgen 
die  RelatioDen 

V +  «.'  +  «,'  —  j-p, 

'•'','  +  »i''j'  +  W  —  ü(p'-i'), 

Deshalb  sind  also  Hi,  e^,  «,  die  Wurzeln  der  Gleichung 
»•  +  |l>^  +  i',-(l.'-4r),'-i«>  =  0. 

Da  nun  irgend  einer  der  vier  Factoren  z,  B.  ~  ^ -j- ^i -\- 2^ -\- 13 
gleich  Null  aeiD  mnss,  so  erhält  man 

3;  =  ^,  +  Tg  +  z, .    . 
Da  aber  die  Seite  x  in  dem  Systeme 


Tiermal  ihre  Stellung  perrnntiren  kann,  nämlich 

^.  h  '■  ^ 

z,  z,  *, '   ■  a;,  r,  (i '     /,  X,  e, '     *,  z,  x, ' 

so   erhält   man    sämmtliche   Wurzeln   der   Gleichung, 
nacheinander  die  Factoren  gleich  Null  setzt,  also 
«i  und  a^  =       ■^i  +  ('^i  +  ^s)  I 
a^  und  x^  =  —  «^  +  (zg  —  £,) . 
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§  209.  M«tlLode  von  Hnlbe*). 
Gegeben  sei  wiederum  die  unToIlständige  Gleichong 

^  + 1>3^  +  2*  +  *■  ~=  0 , 
Nun  Bubstituirt  Hulbe  die  lineare  Function  von  x- 

r*  —  3;^^  +  «^  —  Y  «  ="  f* 
und  bildet  hiervon  die  Gleicbung  ihrer  Wurzelquadrate,  nämlich 

Setzt  man  weiter 

so  geht  auB  der  Gleichung  in  e  die  Euler'ache  Resolvente  hervor. 
Wenn  man  jetzt  u  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  in 
die  zweite  subatituirt,  so  gelangt  man  in  der  Tbat  zur  verwiegten 
Gleicbung 

3^  +  px^  4"  ga:  +  r  =  0 . 

Berechnet  man  die  Wurzelwerthe  +:?!,  +^i,  +  ^s  und  be- 
achtet, daes  X  in  der  substituirten  Gleichung  der  CoeiScieat  des 
zweiten  Gliedes  ist,  so  erhält  man  allgemein 
ä:  =  +  «,  +  ^i  +  Zj , 
wobei  über  die  Vorzeichen  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  zu  ent- 
scheiden ist.  Hulbe  gelangt  also  durch  dies  eigenthümliche  Ver- 
fahren, welches  er  auch  bei  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichui^n 
angewandt  hat  (§  135),  zu  den  Enler'schen  Formeln. 

Man  kann   nun  offenbar  auch  ausgehen   von  der  etwas  allge- 
meineren Substitution 

S* XZ*  +  M^  +  »  =  0 . 

Die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate  sei 
s«— /•ä*+?^*  — Ä  — 0. 
Dann  ist 


*)  Hulbe,  Analytische  Eotdeckungen  n  a.  w.  S.  135.  Stralsund  1794. 
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Setzt  mau  den  Werth  u  auB  der  ersten  Beatimmungsgleichung 
in  die  zweite  -ein,  und  v  ans  der  dritten  in  die  zweite,  so  ei^bt 
eich  daraus 

a^  -  2fa?  +  8  VÄ.  a;  +  (/*  -  45)  —  0. 

Ans  der  VergleicHung  der  homologen  Glieder  dieser  und  der 
gegebenen  Gleicbui^  erlwlt  man  die  Wertbe  der  unbestimmten 
Coefficienten  u,  v,  f,  g,  h,  nämlich 

Dies  gibt  die  Euler'ecbe  Resolvente.  Eine  Yerallgemeineriing 
dieser  Methode  von  Hulbe  für  die  Auflösung  der  vollständigen 
Gleichungen  wird  später  gegeben  werden. 

§  210.   Methode  von  Lebesgne*). 

Dieselbe  ist  als  eine  Modification  der  Methode  von  Ferrari 
nnd  Vieta  anzusehen.  Der  Unterschied  besteht  darin,  dass  Fer- 
rari zunächst  aas  den  beiden  ersten  Gliedern  des  Polynoms  ein 
Quadrat  bildet,  welches  noch  eine  nnbestinunte  Grösse  mehr  ent- 
hält, und  darauf  aus  dem  übrigen  Theile  des  Polynoms,  welches 
von  der  Form  A3?  -)-  Sx  -f-  G  bt,  auch  ein  Quadrat  bildet  durch 
die  ErfBllong  der  Bedingung  £^  —  4A(7<=  0. 

Lebesgue  formt  diese  Quadrate  direct  det^eetalt,  dass  sie 
sämmtliche  mit  x  behafteten  Glieder  in  sich  an&ehmen.  Der  Rest 
wird  dann  gleich  Null  gesetzt,  wie  fo^t : 

3^  +  pa?  -\-  qx  ■\-  r 

Setzt  man  den  letzten  Theil  gleich  Null  und  ordnet  denselben  « 
nach  Potenzen  Ton  z,  so  erhält  man  die  ResotTente  von  Descar- 
tes,  nämlich 

««  +  2j)a*  +  (p*  -  4r)«»  -58  —  0, 


Ui.  par  Terqoem.    XVII.  p.  987.  1858. 
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QDd  das  Polynom  geht  über  in  die  Differenz  zweier  Quadrate, 
welche  sofort  in  das  Product  zweier  Trinome  zerlegt  werden  kann, 
nämlich  in 

[»■+2»:+i(j, +.<)-,«]  p_zi+i(j,+,>)  +  ^J  _0. 

Setzt  man  jeden  dieser  Factoreu  gleich  Null,  so  erhält  man 
die  Cartesischeu  Formeln : 


::)— i('+y-''-2(^-i)i- 

§  211.    Methodo  der  SabBtitntion  einer  qnadnitlsclieiL  Function  von 
Bözont*). 
Zur   Auflösung    der  Gleichungen,   deren    höchster  Ordnungs- 
exponent eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  empfiehlt  Bezont  y  zu 
eliminiren  aus  den  Gleichungen ' 

r  -  1  =0, 
und 

xV-{w-i-vy  +  uy'■i■■■■tp'-')xv-^-i-(w^-{'V,1J-^-■■^)cO!-t =0, 

wenn  gegeben  ist 

3?-  +  axf^' +  haf-' -\ ht^O, 

und  n  =  rp.   Betrachtet  man  y,  y*, . . .  als  lineare  Grössen ,  so  kann 
die  Elimination  von  y  mittels  Determinanten  ausgeführt   werden 
und  es   resultirt  eine   Gleichung  in  x,  welche  mit  der  gegebenen 
verglichen  werden  muss,  woraus  ebensoTiele  Bestimmnngsgleichungen 
für  die  unbestimmten  Coefficienten  gezogen  werden,  als  zur  Be- 
stimmung derselben  erforderlich  sind.    Ist  die  zweite  Gleichung  un- 
vollständig bezüglich  des  zweiten  Ghedes,  so  vrird  w  =  0, 
Gegeben  sei  die  biquadratische  Gleichung 
af'-\-ps^-\-qx-\-r'=0. 
Hier  ist 
•  H  =  4  =  rp,  also  r  «»  2,  p  =■  2. 

Man  substituire  demgemäss 

«»-1=0, 


*)  Mäm.  de  l'Acad.  Roj.,  Äan^e  1T65.    Paris  1768. 
Blomstratid,  De  methodie  praecipuis  etc.  p.  43. 
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und 

X*  —  vyx  +  (w,  +  «,i/)  =  0, 
also  eine  quadratische  Function  von  x. 

Um  y  ZQ  eliminiren,  mulüplicire  man  die  nach  y  geordnete 
Function  noch  einmal  mit  y,  noraoB  folgt  mit  BerUcksicbtigung 
der  ersten  Substitution: 

(x'  +  w,)  —  (vx  —  Vi)y  =  0 , 
(«^  -  V,)  -  {x'  +  w,)y  -  0  . 
Polglich  ist 

I  a;*  +  w, ,      vx  —  V,  I        „ 
\  vx  —  ti, ,      a;*  +  MJ,  I  ' 

tmd 

(a^+w,)'  — (i'*-fi)*'=0. 
Entwickelt  man,  so  resultirt 

a*  +  (2wi  —  t;»)x»  +  2«i;,«  +  (w,»  _  v,»)  =  0 . 
Die  Bestimmungsgleichungen  sind 

2w,  —  t>*  aap,     2vvi  -=  g,     w,*  —  Ui*  =  r. 

Aus  der  zweiten  folgt  Vi^q:  2v,  aus  der  zweiten  w^  =  ^  (p  +  «'). 
Substituirt  man  diese  Werthe  in .  die  dritte,  so  erhält  man  die  Re- 
solvente  von  Descartes,  nämlich 

^  +  2p«*  +  (/  —  4r)v»  —  3*  =  0  . 
Aus  der  Determinante  folgt  nun  weiter 
a;°  +  w^  +  (vx  —  dJ  =  0, 
woraus  sämmtliche  Wurzeln   gefunden    werden.   Man   kann  auch 
dafUr  setzen,  indem  man  berQcksichtigt ,  dass  i/'  —  1  =>  0  ist, 

«■-•!'a:+TÖ>  +  «")  +  ||-0. 

Die  Resolvente  in  w,  ist  ebenfalls  kubisch  und  zwar  flberein- 
stimmend  mit  der  Ferrari'schen 


,,+  '  (4j,r-s-)_0. 
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§  212.    Aflltere  Hetliode  von  Bäzont*). 
Um  die  anvollstätidige   Gleichung   X*  +  pa^  +  ja;  +  r  — >  0 
in  einer  ähDlichen  Form  mit  unbestimniteu  CoefBcientes  zu  erhalten, 
wählt  B^zout  die  Substitutionen 

y'  +  v-O 
und 

Eliminirt  man  y,  so  resultirt 

iC*  +  (2m  +  V)3!'  +  2zvx  +  (m*  +  ^«)  -=  0. 
Hieraus  folgen  die  drei  Bestimmungsgleichnngen 
2u-\-v=p,     2zv  =  qi    M»  +  «*p=r. 
'    Drückt  man  Alles  m  e,  p,  q  und  r  aus,  so  erhält  man  die 
BesolTente 

■      ^qir>  +  4{p*  —  4r)2*  —  4pqz+  5*  —  0. 
Dieselbe  lässt  sich  ans  den  Resolventen  XIX.,  XX.  und  XXII. 
(§  81)  deduciren,  wenn  man  a  —  0  setzt 

Aus  der  substituirten  Function  folgt  nun  weiter 

a:'  —  ya;  +  y  (i>  —  g''-")  —  3y  =  0 , 
wo  y  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung 

s'+i-.-o- 

§  213.    Methode  von  Tschirnhansen,  Lagrange,  and  Bring**). 
Gegeben  sei  die  biquadratische  Gleichung 

X'-\-p3^-\-qx  +  r  =  0. 
Man  subatituire  die  quadratische  Function 

a^-^vx-{-ü'=!i^-^vx  +  {w~y)  =  0. 
Eliminirt  man  x  aus  dieser  und   der   vorgelegten  Gleichung 


*]  M^m.  de  l'acad.  toy.  des  Bciences.  Annäe  1762.  Paria  ITGl. 

Blomstrand,  De  metb.  praec.  p.  41. 
-)  TBOhirnhftnaen,  Act  Erudit  Lip«.  p.  204.  1683. 

Lagiange,  Räflexions  etc.  Noqt.  mein.  Ann^e  1770  et  1171.  Berlin  1773 
et  177S. 

Bring,  Metetemata  qaaedammatbematica  etc..  Lnndae  1766.  Han  rei^l. 
auch  Blomstrand,  p.  23,  und  obeo  §  37  und  §  50. 
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mittels  der  Methode  des  grössten  gemeiiiscliafüiclien  Theilere,  so 
ist  der  letzte  Divisor 

"'  +  (P  -  2")f  -  3 
Die  Fiualgleichung  in  u  erhält  man,  wenn  man  diesen  Werth 
in  die  quadratische  Gleichung  von  x  einsetzt.    Ordnet  man  dieselbe 
nach  Potenzen  von  u,  so  ergibt  sich 

-i- r  (v* +i)t)»  —  g-f  +  r)  =- 0, 
odei  kurz 

«*  +  Jm"  +  Bu»  +  Ou  +  D=  0. 
Setzt  man  tc  —  y  an  die  Stelle  von  u  nnd  ordnet  nach  Po- 
tenzen Ton  y,  80  resultiit 

+  (w*  +  Aw^  +  5w»  +  Cw  +  i>)  -=  0  . 
Von  dieser  Gleichung  kann  man  nun  das  zweite  und  vierte 
Glied  zum  Verschwinden  brii^en  dadurch,  dass  man  annimmt 
4w  +  ^  =  0,    4w'  +  3Aw'  +  2Bw-i-C-~0. 
Dies  gibt  die  Bestimmungsgleichui^gen 

«'  =  \p,    p'-pB  +  C=0, 

oder 

2«*  —  (^  —  4r)w*  —  2pqv  —  q*  =0, 
welche  mit  der  in  §  312  deducirten  Resolvente  im  Wesentlichen 
Qbereinstimmfc. 

Die  redncirte  Gleichung  in  y,  nämlich 
1/'  +  (pv'-\-5qv~~p*-\-2r)y' 

läest  sich  wie  eine   quadratische   auflösen   und  hat  vier  Wurzel- 
werthe,  welche  in  die  lineare  Gleichvmg 


..(, 


y+-ip)-jiP'-*r) 


sind. 
Lagrange  hat  diese  Methode  auch  auf  die  voltständige  bi- 


lyGoo^^lc 


574  Vierter  Abschnitt.     SnbBÜtntioiumethodeii.    V. 

quadratische  Gleichtmg  angewandt  und  über  den  Grad  der  Eesol- 
Teut«  in  V  Betrachtungen  angestellt 

Wenn  man  nämlich  v  durch  die  Warzeln  Xi,  x^,  x^,  x^  aus- 
drückt,  um   zn   sehen,   warum  die  Resolvente  in  v  kubisch  sein 
muss,  so  ist  zu  bemerken,  dass  die  GrleichuDg  in  y  gleiche  Wurzeln 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  hat    Man  darf  daher  annehmen, 
die  Yier  Wurzein  seien  y,,  y^,  —  )/,,  —  j/j-    ßiß  "^r  Gleichungen, 
welche  die  vier  einzelnen  Werthe  von  x  bestimmen,  sind  demnaoli 
«,*  +  vx,  +  w  —  y,  =  0 , 
a^»  +  war,  +  w  +  y,  =  0 , 
a^*-f«3^  +  w  — y^  —  O, 
x^'  +  vxt  +  w  +  J/5J  =  0 . 
Äddirt  man  je  zwei  derselben,  so  erhält  man 
{x,'  +  x,')  +  v{x,-^-x,^-^-2w^0, 
(Xs'  +  xj)  +  v{xs  +  a:J  +  2w  ==  0. 
Subtrahirt  man  diese  Ton  einander,  so  resultirt 
t,=       J!,*  +  X,*  —  a^'  —  g.' 
xr,  +  «,  —  a^  —  «j     ' 
Addirt  man  dagegen  alle  vier  Gleichungen,  so  erhält  man 
M,  =  —  >-(S'^-(-i,5i) 

und  wegen  Sj  =0,  S^  ^  ~  2p  muss   sein  w  ^  -^P- 

Die  Resolvente  in  v  ist  offenbar  aus  dem  Grunde  kubisch, 
weil  V  durch  die  -möglichen  Permntationen  der  vier  Wurzeln  drei 
verschiedene  Werthe  annehmen  kann,  nämlich 


Lagrange  hat  femer  gezeigt,  wie  die  Besolvente  in  v  mit 
den  Resolrenten  anderer  Methoden  im  Zusammenhange  steht,  z.  B. 
mit  der  Cartesischen.  Die  Methode  von  Descartes  besteht  in  der 
Substitution  zweier  trinomisclier  quadratischer  Factoren,  nämlich 

»^  +  »^  +  |(»'  +  J'=F ')-<). 

Die   Resolvente  in  s  muss  vom  sechsten  Grade  sein,  weil  i 
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eine  Function  der  Wurzeln  ist,  welche  eine  sediamalige  Permutation 
znlässt.    Es  ist  nämlich 

«■--{«,+«.),  ',-(',+',)■ 

Durch  Addition  dieser  und  der  sonst  möglichen  Gleichungen 
erhält  man 

^)-±|r- «,-.,  +  :».+  «.), 
•  1  1 

Da  je  zwei  und  zwei  Werthe  gleich  sind  von  entgegengesetzten 
Vorzeichen,  so  ist  die  Resolvente  in  i^  eine  bikubische,  in  welcher 
die  ungeraden  Potenzen  fehlen.    Nun  ist  weiter 

*l*  +  ^/  — V~V=  2  [(^+^)'—(^s+ **)'+(*!  — 3^)'— (^-*j)*3 

— I  («,  +  a^  +  a^  +  a;«)  (^1  +  «n  —  %  —  **) 

+  S  (a^  —  fl^  +  a^s  -  ^i)  (^1  -  «»  —  =^  +  ^d 

=1  (^  -  ^«  +  ^3  -  **)  (^1  —  ^  —  ^  +  ^*)  ■ 
Es  ist  aber 


also 


r,  *  +  ^ '  —  ^a'  ~  ^j'  '     ^  9  9 

^7+^7-  '■■^>  —^,'  "  ~  (iij  +^  — a^  -  -tT'  ^' ' 

Die  Formen,  welche  die  Resolventen  in  v  i)nd  e  annehmen, 
wenn  die  biqoadratiache  Gleichung  volletändig  ist,  werden  wir 
später  kennen  lernen, 

§  214.  Methode  derTheilung  des  varlirtenPolynomB  von  Francoeur*). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 
^  +  J*^  +  2»  +  *■  ^  0. 
Man  bilde  die  Variirte,  indem  man  aubstituirt  x  =  x'  -\-  z\ 
dies  gibt 

x'*+^ex'^-\-iGi!*+p)x'*-\-{Ai?-\-2pz-\-q)x'+[jS'-\-p!^-\-qx^r)=Q, 
*)  Cooca  compl.  de  niatbäm.  IL  §  661.  Pam  1809.  —  1637. 
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Man  theile  dies  Polynom  ib  die  beiden  anderen 
iCi*  +  (6^  +  P)^;'*  +  (e*  +  P^  +  3«  +  r)  =  0 
nnd 

iex'  +  (45*  +  2p«  +  q)x'  =  0, 
und  suche  daraus  die  Beatimmungsgleichung  für  g. 
AoB  dem  zweiten  Theile  folgt 

und  wenn  man  dieBen  Werth  fflr  x'*  in  den  ersten  Theü  des 
Polynoms  einsetzt,  so  ei^bt  die  Entwickelung  die  l^uler'sche 
Besolvente 

«• +1  P«* +^  (P*  —  4r)Ä*  -  ^S' -=  0  . 

Endlich  ist 


x  =  e-\-x'^e+  y  —  e*  —  -^p  —  -^-  ■ 

Ist    e,^    die    positive    reelle   Wurzel   der   Resolyente,   so    ist 
e^  +  ^i,  woraus  eich  die  Cartesischen  Formeln  ergeben. 
Beispiet.     Aolzul&sen: 

2a^  -  19a;*  +  24a;  -  2-g-  -=  0  . 
Man  dividire  die  Gleichung  durch  2,  woraus  folgt 

l'-9-l-a^+12a;-li-0. 
Die  BesolTeote  ist 

if-4^l'  +  ei'-2\-.0, 

und  ein  Wurzelpaar  *i  ^  4;  Y  V^  ■    Demgemäaa  iet 

I,  und»,—    -Ys+VJ^-^yi  —  lYä  +  ii—Y^, 

X,  und«,  — -  ■  /3  +  >'4  +  2VS— -il/3+(l  +  >'8), 
oder 

»,  und  I,—       1+jYi, 

«,  und  a;, 1  +  ?  1/3  . 
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§  215.  Sabstitatioii  einer MqnadratUclieiiFaiictlonDacliJourdaln*). 
Um  die  unvollatäadige  Gleichung 

ar*  -}-p3^  -\-  qx  -^  r  •=() 
aufzulösen,  substituirt  Jourdain 


und  sucht  dai^us  eine  Kesolvente  in  v  abzuleiten.   Entwickelt  man 
die  Function  nach  Potenzen  von  x,  so  erhält  man 

Vi  ■-  Vt  Vi-  y, 

^    y.  -  5*2 

,  Vergleicht  man  diese  Gieiciiung  mit  der  gegebenen 
a* -\- pj?  ■\- qx -\- r  =  0  , 
so  gehen  daraus  folgende  Bedingungsgleichungen  hervor: 
»,  willkürlich,  z.  B.  Null, 

ViVtiVi  —  yi)  ^  2f,y,  =_p(i/,  —  y^) , 

!/»<  =  — Kyi  —  !/;.)■ 
Eliminirt  man  hieraus  j/^   und  i/^,  und   setzt  allgemein  v  an 
die  Stelle  von  Vj,  so  resultirt 

(4pr  —  f)ifi  —  8r*«»  —  4j)r*i;  +  8r*  —  0 ; 


»1  -=  «7  -     y*  —  2 


"') 


Setzt  man  v~=r  -.b,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  in  v 
die  Resolrente  von  Ferrari: 

^  — ii'«"  —  »"^  +  i  (^i""  —  2*}  =■  0  . 


§  216.    Methode  von  Pratt**). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

f{x)  =  3^  -\-  pj?  ■\-  qx  ■\-  r  =  0  . 

•)  Jonrn.  Ae  math^m.  par  Liouville  XXIV.  p.  305.  Paris  1859. 
**)  Pratt,  Ouieral  solntioa  of  tbe  biqnadratic  equatioQ.  Cap.  VII  in  bia 
work:  New  and  eaay  method  of  Solution  of  tbe  cubic  and  biquadratic  eqna- 
tiona.  London  18G6. 

HKUhlnun,  GiuDilxage  d.  wt.  d,  pied.  Algubti.  37 
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MaD  nehme  an,  es  sei 

/■W-(»:'+y^.«  +  .)(«'-/^--i^.«  +  .)-0. 

Mac  führe  die  MultipUcation  aus  und  vei^leiche  die  homo- 
logea  CopfficienteD.  Daraus  resoltireo  die  drei  Bestimmiiiigs- 
gleichungen : 

«-(-^=p-|-l(y_2p), 


«-^  =  g:]/|(y-2p), 
vg  =  r. 
Ehminirt  man  v  und  g,  so  erhält  man  die  Resokente  von 
Deacartes: 

oder  entwickelt: 

/  -  3(p»  +  I2r)y  -  {2p'  -  72pr  +  27«*)  =  0  . 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung   seien  y,,  y^,  y,;  alsdann   ist 
wegen  des  ersten  quadratischen  Factors  von  f(x): 


I, +1, --y'|(j,-2p),     I, +  i.-"(/yCy,-2i,), 

";.  +  «. Yi^n.-^p),    »,  +  »i-yi-fe-2j'); 

hieritus  folgt 
X,  «nd X,-  ]  [-  Yl  (!(,-2j.)+yife-2j.)+y|(!,,-2p)J  , 

i.,mid«.-i  [+y|(j,,-2j.)q;y-J  to,-2l.)+y{-(!/.-2p)]  . 

Pratt  discutirt  nun  noch  den  Fall,  wo  die  Discriminante  ver- 
schwindet, also 

D'  -  H  (J'  +  12r)'  -  i  (2y'  -  ^2pr  +  27g')>  -  0 
wird.     Da  die  Diacriminante  der  ResolTente  ID  y 

D,'  —  27(2?'  —  72j)r  +  27s')'  —  27  .  4(ji'  +  12r)' , 
alao 

B,' 27'-D4* 
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ist,  so  Terschwindet  zugleich  D^*  mit  D^  und  die  Reaolvente  uimmt 
folgende  Form  au: 

!f'-SO'+12r)y(+)2O'+12r)'-0.        ' 
Bildet  man  bierron  die  Gleichung  der  Wurzeldiffereuzen,  so 
reaultirt 

Daraus  folgt  £,  <b=  0 ,   d.  h.  y  hat  zwei  gleiche  Wurzeln.     Es 
ist  nämlich 

und  demgemäsg 


X,  und  a^=|"j/-|i>(+)|/jpq^2r  , 

X,  und  ar,  =  4-  [+  2 1/-  \  i.{+)  \  >^^*+  lYr 
-"|/-|j>(+)|V/+l"2'-]- 

§  217.   Die  algebraischen  Formen  der  vollständigen  blqnadratischen 
Olelohnngen. 

Nachdem  in  den  Torhergehenden  Paragraphen  die  bekanntesten 
Hethoden  der  Auflösung  derjenigen  biquadratischeD  Gleichungen 
entwickelt  worden  sind,  in  welchen  das  zweite  Glied  fehlt,  gehen 
wir  nunmehr  an  das  G«8chäft  der  AuflSsnng  der  allgemeinen  bi- 
qnadratischen  Gleichung  der  Form 

/■(a;)  =  a^.  +  o  ^  +  6^  +  ca:  +  d  —  0 , 
und  der  Cayley'schen  Form 
fix)  —  (o,  h,  c,  d,e)\x,  1)*  =  oa;*  +  46a^  +  6car*  +  4t?a;  +  e  =  0  . 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  zunächst  die  algebraischen 
Formen  zusammen,  welche  für  die  Discussion  der  Methoden  und 
fiberhaupt  f^  ein  tieferes  Eindringen  in  die  Lehren  der  neuem 
Algebra,  von  herrorragender  Bedeutung  sind. 

1.    Die  Tariirten  Qleicbnngen  eritei  nnd  Eweiter  Ordnaug. 
Substituirt   mau   x^  x'  -\-  g,   wo   s   die   Yariation  der   Un- 
bekannten   ist,    so    erhält   man   (§    14)   die    Varürte   der    ersten 
Ordnung : 

37  • 
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+  (^*  4-  ß-^*  +  ^2*  +  C2  +  d) 

=  x'*  +  ax'^  +  ßx'*  +  7x'  +  S  =  0. 

Setzt  man  {x  —  zf  =  x' ,  bildet  also  die  Gleiclumg  der  Wursel- 
qoadrate  der  varürten  Gleichung,  so  erhält  (§  49)  mau  die  Yarürte 
der  zweiten  Ordnung: 
a;'*  —  (a»  —  2|3)a;'»  +  OS*  —  2ay  +  2d)a:'«  —  (y*  —  2j3*)a:' +  J» 

—  a:'*  +  a,a;'' +  iS,«'*  +  j-ia;' +  tf,  =  0 , 
worin 

—  ffj  =.  a»  —  2|3  =  4«*  +  2as  -j-  o'  —  26  , 
ß^=ßi^  2ay  +  2#  =  6f*  +  6as*  +  {3a*  -  2&)^ 

+  2{ab  —  3c>  +  {V  -  2ac  +  2d) , 

—  j,,  ™y*  —  2^tf  =4««  +  6o^*  +  (3a*+2&)2*  +  4(a6~c)«' 

+  2(ft*  —  6d)2*  +  2{bc  —  Zad)e  +  (c*  —  2fcd) , 
dj  =  d*  =  («*  +  or'  +  6f»  +  cjj  +  i)' 
zn  setzen  iat 

2.    Die  Reaolventen  and  die  »abBtitnirten  Fnnctionea. 

Die  Besolventeu  der  biquadratischen  Gleichungen  sind  Holfs- 
gleichungen  vom  dritten  oder  vom  sechsten  Grade,  durch  welche 
eine  Reduction  der  Gleichungen  auf  den  zweiten  Grad  sich  erzielen 
lässt.  Diese  Klasse  von  Formen  ist  bereits  in  §  81c.  aufgezählt, 
und  zwar  der  Zahl  nach  zwanzig.  Die  sobstituirten  Functioneo 
sind  einfache  Verbindungen  der  Hauptunbekannten  mit  einer  oder 
mehreren  unbestimmten  HiilfsgrÖssen,  durch  welche  man  zu  jenen 
Kesolventen  gelangt.  Dieselben  sind  in  §  80  zusammengestellt. 
Es  wird  überflasaig  sein,  dieselben  hier  noch  einmal  zu  wieder- 
holen. Sie  lassen  sich  sämmtlich  auf  die  Normalform  XXX  zurück- 
fahren. 

S.    Die  Bednceaten. 

Diese  Formen  stellen  diejenigen  Bedingungen  dar,  unter  welchen 
die  Lösung  der  biquadratischen  Gleichungen  vereinfacht,  also  zu- 
meist auf  die  einer  quadratischen  Gleichung  ohne  eine  kubische 
Re solvente  zurückgeführt  wird.  Die  Reducenten  sind  ebenfalls 
schon  früher  (§  79  c.) '  tabellarisch  und  zi^leich  in  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  zusammengestellt.  Wir  wollen  zunächst 
die  reducirten  Formen  der  Gleichung  aufstellen,  welche  die  variirte 
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Function  annimmt,  wenn  die  Beducenten  verscliwinden,  und  dann 
genauer  in  die  Discussion  sämmtlicher  Reducenten  eingehen. 

Variirt man  die  vorgelegte  Function  f{x),  indem  man  x-^x'  -\-b 
setzt,  so  lasBen  sich  die  durch  die  betreffenden  Bedncenten  redu- 
cirten  Gleichungen  auf  folgende  Weise  in  quadratische  Factoren 
zerlegen : 

(21)1      ^(a»_4a,3+8i')  =  0; 

{x'*  +  ux*  +i>)(a:'*  +  ux'^  +  g)  =  0  , 
(21)11.     /- 4^y5:f  8a5»  =  0; 

(22)  «M^/  =  0;     ix'+ux'-^p){x'*-\-vx'+p)  =  0, 

(23)  a»Ä  —  Aßd  +  /  =  0  ; 

(«'*  +  ux'  +  p){x'*  +  vx'  — p)  =  0, 

(24)  -(«M-a^y  +  /)  =  0;  {x'^ +ux  +p)(x'' +  q)=Q , 
(26)    «,'  —  4a,(5,  +  8yi  =  0  ; 

(j^-i  +  ux'  +  p){x-^  +  „:,'  +  g)  „  0 , 

(30)  J>(-=  0  ;        (x'*  +  2«a;'  +  u»)(a;'»  +  ra:'  +  p)  —  0 , 

(31)  72^,(J,  +  9a,^i7,  -  271-,»  -  27o,^<J,  -  2^,»  =  0  ;       ■ 
{x'^^2ux-\-[HV-\-p\){x'-ir2rx--\-[uv~p\)'=.0. 

Um  die  Reducenten  (21)1.,  (26),  (30)  und  (31)  zum  Ver- 
schwinden zu  bringen,  ist  eine  Variation,  der  zweiten  Ordnung  er- 
forderlich. Bei  der  Factorenzerlegung  in  (21)1,  bezeichnet  x'  die 
Wurzel  der  vanirten  Hauptgleichung;  bei  (26),  (30)  und  (31)  die 
Wurzel  der  Gleichung  der  Wumelquadrate  der  vanirten  Haupt- 
gleichung. In  den  Übrigen  Fällen,  wo  eine  lineare  Transformation 
zum  Ziele  führt,  bezeichnet  x'  einfach  die  Wurzel  der  vanirten 
Hanptgleichnn  g. 

/  Die  oben  angeführten  Factorenzerlegnngen  der  Variirten  be- 
ruhen auf  folgenden  möglichen  Reductionen  der  biquadratischen 
Gleichungen  auf  quadratische: 

(21)1.     [x''  +  >i''  +  yf-,', 

(21)11.    (^  +  <-j.  +y)'-r\ 

(22)  (x^'  +  ix'  +  yf  —  r'x", 

(23)  (x'  +  >xy~(3x'  +  r)\ 
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(24)     (x'  +  ll-  +  yy-(l:c-  +  ry, 
(26)     (x'  +  ix-  +  yy-~r', 

(80)     (^a;'-  +  [s  +  e\x-  -Y  \\r  +  »'])' 

-([y-«K  + 4  [>•-«■])', 

(31)    («■'  +  iix'  +  [«'  -  <,'])>  -  (2!,i  +  r)> . 
Diese  Reducirtea  lassen  sich  in  Producte  zweier  trinomisclier 
Factoren  zerlegen  auf  folgende  Art; 

(21)1.    («"  +  «-  +  s  -  r)(i-'  +  ««'■  +  j,  +  r)  _  0  , 
(21)11.    (^  +  ,.|+,-f^^-_^^i  +  ,.i,+  ,+  r)-0, 

(22)  (l-  +  [2  +  r]»:'  +  j,)(i"  +  [z  -  r\x  +  y)  -  0  , 

(23)  (»;"  +  (.  +  fix'  +  r)(j;-'  +  (»  -  »Ji'  -  r)  -  0  , 

(24)  (>;■■  + 2«a:'  +  !,  +  r)(«-  +  j,-r)_0, 
(26)    («"  +  »i'  +  y  —  r)(a!''  +  »»'  +  s(  +  !■)  —  0 , 

(30)  («■■  +  2«i-  +  «■)(!■'  +  j,i-  +  r)  _  0  , 

(31)  («->+2[2  +  j]:r-  +  z'-j<+r)(l-'+2[»-rtl- 

+  2'-i/>-»-)-0. 
Diese  acht  Formen  der  biquadratisclien  Gleichungen  sind  lauter 
solche  Bpecielle  Fälle,  in  denen  die  vier  Wurzeln  in  gewissen  ein- 
fachen arithmetiBchen  Yerhältniaeen  zu  einander  stehen;  und  zwar 
ist  in 
.     (21)1.     3:,  +  a^  ■=  a:;,  +  a;4 , 

(21)11.  :^^L^  =  %£..., 

(22)  «,  »ä  —  a^  a:^ , 

(23)  a;,  a:^  =  —  ai|  a;, , 

(24)  a^ x^, 

(26)  ar,*  +  a^»-a^»  +  a;,S 

(30)  a:,  —  a:^, 

Die  Gleichung  (31)  ist  also  besonders  dadurch  au^ezeichnet,  dass 
für  beliebige  Werthe  von  y,  s  und  r  ihre  vier  Wurzeln  vier  harmoni- 
sche Puncte  repräsentiren.  Die  trinomischea  Factoren  lassen  sich  aas 
den  redncirten  Formen  der  Function  auf  folgende  Weise  darstellen. 
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a)  Bildet  man  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Varürten 
und  t^hrt  die  Redueente 

-  («,'  -  4.,ft  +  Sy,)  =  0 
eis,  80  erhält  man  die  Resolveote  XX,  und  die  reducirte  Gleichung  ist 

x''  +  a,a;'«  +  ß,x'*  —  -|  («,'  -  iaj^)x''  +  d,  =  0  . 

Die  Factoren  derselben  sind 

oder  auch 


i"  +  ,  «,«•'  -  i(a,'  -  4/),)  +  -!-)/(<■.'-  ißd'  -  64d.  -  0 . 

Diese  Gleichungen  lassen  sieh  auflösen  wie  quadratische.  Sie 
geben  im  Ganzen  acht  verschiedene  Lösungen,  unter  denen  vier 
fremd  sind. 

b)  Bildet  man  die  Variirte  und  fUhrt  die  Reducente 
f  —  4ßyS -\- 8a6' =^  0 
ein,  so  erhält  man  die  Resolvente  XXXI,   also  die  bikubische  Co- 
variante.    Die  Reducirte  ist 


-Ml^a:-'  +  ßx'  +  ry  +  3-0, 


oder,  wenn  man  durch  8x'*  dividirt, 

Die  Factoren  derselben  sind 

Demnach  lässt  sich  auch  eine  biquadratische  Gleichung,  in 
welcher  die  kubische  Retrovariante  gleich  Null  ist,  auf  das  Produet 
zweier  quadratischer  reduciren. 

c)  Bildet  man  die  Yariirte  und  fahrt  die  Reducente 
oM  —  y»  =  0 
ein,  so  erhalt  man  die  Resolvente  XXII  und  die  Reducirte  ist 
x'*  4-aa:''  +  /*a;'*+  yx'  -\-  ^-.=»0. 
Die  Factoren  derselben  sind 
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''■+U''  +  |/"'—r  ""-)'•+?  =  »• 

d)  Wenn  man  in  die  linear  TraDsformirte  die  Redncente 

a*d  —  4/JÄ  +  y-  =  0 
einfOhrt,   so    erhält   man   die  ResoWente  XXV  und  die  redacirte 
Form  der  Gleicbong 

Die  Faetorea  sind 

»■'  +  y  ("  +  F«'  -  4W  i'  +  ,  ,^--  -  0 , 
*  V"  —  *p_ 

oder  auch 

e)  Bildet  man  die  Variirte  und  fülirt  die  Reduceute 

-{a'i-aßr  +  r')--0 
ein,   80  erhält  man  die  EesoWente  XXIV  und  die  reducirt«  Form 

x'*  +  ax'"  +  ßx'*  +  yx   +  -^'^~^  =  0  . 
Die  Factoren  derselben  sind 


oder  auch 

'"  +  -,-"■ 

Die  Differenz  der  beiden  Absolutglieder  ist  — ■ 

f)  Die  Redncente  (26),  nämlich 

—  {«,*  -  4«!^,  +  8y,)  =  «"  -  6a*)3  +  %a\ay  +  ß^  —  8) 
-  XQaßy  +  8y*  =  0 
bringt  die  Variirte  auf  dieselbe  Form  wie  (21)1. 

g)  Bildet  man  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Variirten 
und  lässt  die  Discriminante  derselben  TerschwindeUj  setzt  also 
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^03»-3aj.+  12*)'-^(72^Ä+9«^y-27/-27a»<J-2^»-O, 

so  erhält  man  die  Reaolvente  XXIY.    Die  beiden  gleichen  Wurzeln 
sind  nun 

xl  und  2^'  ->  +  C , 

wo  x  —  Q  den  gemeinschaftlichen  Divisor  von  /"(z)  und  f{^  be- 
zeichnet.    Die  beiden  andern  Wurzeln  liefert  die  GMeicbung 

i"  +  («  +  2«i+|r-0. 

h)  Bildet  man  die  Gleichung  der  Wnrzelqnadrate  der  variirten 
Gleichung  und  führt  die  Keducente  (31),  aUo 

72^5,  +  ^«^y^^Vx  -  27 j-,»  -  27  V*i  —  2|3,»  —  0 
ein,  so  gelangt  man  zur  IleaolTente  XXXII: 

(7,,3(g)  =  54^£ä  -  18^»e*  +  J^g  +  2?'—  108?«  =  0 , 


4^«  +  2a^4--|-ft  =  2g 
gesetzt  ist  und  (7s,3(£)  die  kubische  Covariante  der  Function 

1,         7».     (i»+s) 

bezeichnet.     Die  Redncirtie  ist  alsdann 


_  aft'--9«,  ft  r.  +  S7y,' 

Wegen  der  identischen  Gleichung 

_  "Pil--!"'  P.  VjJ-  ?Iri*  =  1  /'fl  a  _  3(<r,  f),  -  ero-x 

•J(3o,'— 8^,)  36  \^'^'  3u,'  — 8|3,    ^ 

lässt  sich  leicht  folgende  Zerlegung  des  Polynoms  in  zwei  Quadrate 
bewerkstelligen : 


+ 

0. 


-i5  (3".'  -  8ft)«"-jKft-6r,X- 


12(3b,'— SPi) 
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(.•'  +  i...-  +  iA)'-i(3V_8ft)(x-  +  |Jt^J;y-o. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 
80  wird 

8   '^"  1/12(3«,'  —  8^,) 

Auf  diese  Weise  wird  die  Gleichung  auf  die  bereits  früher 
angeführte  Form  zweier  Quadrate  gebracht,  nämlich 
(x'»  +  2bx'  +  ^»  -  yy  =  (2yx'  +  r)' , 
oder  in  das  Product 

\x'*  +  -iHz-\-y)x'-\-;^-f-\-r\[x'*+2{z-y)x'-\-z^~y*~r\  =  0 
verwandelt   Da  die  Reducente  (31)  Terschwinden  soll,  so  ist  noch 

nnd  deswegen  nach  Art  der  Methode  von  Ferrari: 
(«-+|«,»-+J-ft)'-(]/j'^(3«.'-8^,)-«'+J>'A'~36«,)'_0. 

Ee  ist  bemerkendwerth,  dasa  sämmtliche  hier  eingeführte  Kedu- 
centen  vom  dritten,  sechsten^  neunten  oder  zwölften  Grade  sind,  wie 
die  Anzahl  der  möglichen  Fermutationen  der  Elemente  der  Wurzel- 
typen es  mit  sich  brii^  Die  Resolventen  XXTV,  XXV  und  XXXI 
sind  zwar  vom  sechsten  Grade,  lassen  sich  aber  in  quadratische 
Factoren  zerlegen.  Die  genannten  Reducenteu  können  demnach 
zur  Auflösung  der  biqaadratischen  Gleichungen  mit  Vortheil  an- 
gewandt werden. 

4.    Geometrische  DiBcuaaion  der  Reducenten. 

Es  sei  allgemein 

f{x)  -=  a;*  +  «^  +  Äa:*  +  ca;  +  d  ■«=  y  . 

Betrachtet  man  x  als  Abscisse,  y  als  Ordinate  einer  ebenen 
Curve,  so  werden  offenbar  alle  Werthe  der  Abscisse  x,  für  welche 
die  Ordinate  y  gleich  Hüll  wird,  Wurzeln  der  Gleichung  sein. 
Durch  die  lineare  Transformation  (Variation)  x  =  x'  -{-  s  kann 
nun  die  Ordinatenaxe  parallel  mit  sich  verschoben  werden,  so  dass 
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eine  der  Bedncenten  verschviadet  Im  Ällgememen  ist  dies  tür 
die  Bedncenten  (22),  (23)  uad  (24)  immer  möglich,  nicht  aber  fOr 
(21),  (26),  (29),  (30)  und  (31).  Man  kann  jedoch  eine  Variation 
zweiter  Ordnung  anwenden,  indem  man  die  Gleichung  -der  Wurzel- 
quadrate  oder  der  Quadratwuraebi  der  Variirten  bildet.  Die  Variation 
iBt  in  diesen  Fällen  bestimmt  durch  die  Gleichungen 
(jB  —  lif  —  x'  =  X*  —  2ex  +  «*  —  «'  =  0 
und 

Yx  —  2  =  x' . 
Die  erstere  iat  die  gewöhnliche  und  tritt  z,  B.  ein,  wenn  man 
nach  der  Methode  von  Tschirnhauaen  eine  quadratische  Function 
der  Unbekannten  substituirt.  Ferner  können  die  Variationen  zur 
dritten  und  vierten  Ordnung  aufsteigen.  Das  letztere  ist  z.  B.  der 
Fall,  wenn  man  eine  Gleichung  in  eine  andere  transformirt, 
welche  drei  gleiche  Wurzeln  hat.  Die  Subatitutionsformel  ist  in 
diesem  Falle 

y{x-i)'-,r-x--o. 

Die  quadratische  Variation  würde  nnn,  im  analytisch-geometri- 
schen Sinne  erfasst,  offenbar  bedeuten,  dass  man  die  Ordinatea 
nicht  mehr  äquidistant  annimmt,  eondern  nach  Verschiebung  des 
Coordinatenanfangspunctes  um  z  die  Äbslünde  der  Ordinaten  nach*' 
einer  quadratischen  Function  wachsen  lässt.  Die  CurTenelemeute 
werden  in  der  Richtung  der  Abscissenaxe  rerschoben,  die  ersten 
Differenz! alquotienten  sind  nach  der  Transformation  mit  einer 
Function  der  zugehörigen  Abscissen  multiplicirt,  die  Gerade  wird 
Hyperbel  u.  b.  w.,  und  auf  diese  Weise  treten  fremde  Lösungen  in  das 
vorgestellte  Problem  ein.  Wir  wollen  nun  von  diesem- Gesichtspuncte 
aus  die  einzelnen  Bedncenten  einer  genaueren  Betrachtung  unterziehen. 

(21)1.     Wenn  die  kubische  Variante 

verschwinden  soll,  so  genügt  hierzu  nicht  eine  lineare  Trans- 
formation, wol  aber  eine  quadratische.  Denn  setzt  man  x  —  z  an 
die  Stelle  von  x,  so  verschwindet  z  aus  der  Function  V3  ^nzlich. 
Setzt  man  dagegen  {x  —  b)*  an  die  Stelle  von  x,  so  wird  die  Va- 
riante F,  der  Variirten  gleich  Null,  wenn  man  setzt 

(».  -  »)'  +  («■  -  s)"  -  C».  -  »)'  -  («.  -  if 
=  (i,*  +  V  —  iCj*  —  x^)  —  2(a:,  +  ar,  —  x^  —  «Je  =  0 . 
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Die  Resolvente  in  s  wird  mit  der  Resolvente  XX  (§  81) 
ideDtisch,  wenn  man  —  z  an  die  Stelle  von  2»  setzt.  Da  die 
Function  drei  solche  Factoren  besitzt,  so  mues  die  Resdlvente 
kubisch  sein.  Man  erhält  dieselbe  in  Coefßcienten  der  vorgelegten 
biqaad ratischen  Gleichung  ausgedrückt,  venti  man  die  Hedacente 
(21)1  in  die  Coefficienten  der  quadratisch  Variirten 
a;'*  +  a,3:''  +  |5,a;'*+  J',«' +  tf,  =  0 
einführt,  also  die  Function 

_  («,»  _  4aj,3j  4-  8y,)  =  0 
entwickelt    Es  ist  dabei  zu  setzen 
-  <tj  =  ö*  —  2|9  =  4ä»  +  2ag  +.  (o*  —  2b) , 

j3,  =|9*-2ßy+2d«6«*-f  6or'+(3a''-2h)Ä*+2Ca6-3c)^ 
+  (5^  —  2(ic -f- 2d) , 
_  y,  =  /  —  2j3tf  =.  4««  +  &asf  +  (3a»  +  2ft)«*  +  4(a!»  —  c)r' 
+  2(t»  -  6d)«*  +  2(&c  —  Zad)z  +  (c*  —  2J(0  , 
*,  ==  ff»  _  (^  +  aa»  +  6?*  +  C2  +  d)» . 
Dnrch   die  Reducente.(21)I  wird  das  Coordinatenaystem  der- 
artig verändert,   dass  die  Differenz   zweier  Wurzelsummen   gleich 
Null  wird,  oder  was  dasselbe  ist,  daas  die  Wurzeln  der  Variirten 
eine  arithmetische  Proportion  bilden. 
Beispiel.    Die  Vahirte  sei 

X-*  -  123;'"  +  25a:'*  +  66^'  -  80  ■=  0  . 
Die  Wurzeln  derselben  sind 

«,'  =  1 ,    a^'  ■=  5  ,    a^s'  ^  ~2  ,    a;/  =  8  . 
In  diesem  Falle  ist 

«1*  -  4«i/Ji  +  8y,  —  —  12>  +  4  .  12  .  25  -f  8  .  66  -=  0 
und 

oder 

Xi   —  %'  =  X^  —  xi  . 
(21)11.     Wenn  die  kubische  Ke&rovariante 

r8,4  -=  ^  (c"  -  46cd  +  8«(P) 

zum  Yerschwinden  gebracht  werden   soll,  so   genQgt   hierzu   eine 
lineare  Traneformation  und  die  Resolvente  wird  biknbisch.     Setzt 
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man   nämlicli   x  —  e   aa  die   Stelle   Ton   x,   so   Terschwindet   die 
Fnnction   Fa,i  der  Varürten,  wenn  man  annimmt 

^1  ^  ^i  "f"  ^1  ^  ^i  —  Xi  x^  x^  —  x^  x^  x^ 
■-  {x^x^x^  -\-  x^x,x^  —  x^x,x^  —  x^x^x^  +  2(a^arj  — a^a;^)^ 
—  (a^i  +  a:g  —  x^  —  x^^  -■  0  , 
Da  die  Function  drei  solche  Factoren  hat,  so  ist  die  Resol- 
vente  in  z  vom  sechsten  Grade  nnd  identisch  mit  XXXI,  also 
C4,«W  — 0. 
Man  erhält  dieselbe  dadurch,  dass  man  die  Beducente  (21)11 
in  die  Coefficienten  der  variirten  Gleichung  einfDhrt    Sie  ist  schein- 
bar Tom  neimten  Grade,  reducirt  sich  aber  auf  eine  vom  sechsten 
Grade,  da  die  drei  ersten  Glieder  gleich  Null  werden.     Durch  die 
Reducente  (21)11  wird  das  Coordinatensystem  dergestalt  verschoben, 
daas  das  harmonische  Mittel  zweier  Wurzeln  der  varürten  Gleichung 
dem  harmonischen   Mittel    der  beiden  andern  gleich  wird,  dass 
also  wird 

2»/  a;,'  23:,' j/ 

BeispieL     Gegeben  sei  die  Gleichung 

a^  -  S«"  +  5x*  +  53;  -  6  =  0  ; 
die  Wurzeln  sind 

a:,  ■=  —  1 ,     «»  =  1 ,     iCj  =  2 ,    «4  =■  3  . 
Die  Resolvent«.  in  z  ist  nun 

(5^*  ~  Uz  +  5)  (3«-  -  10^  +  11)(3*  -  10«  +  13)  —  0  . 
Aus  dem  letzten  quadratischen  Factor 
z"  -10^+13  —  0 


folgt 

aas  dem  vorletzten 


«,  und  ^,  — 5  +  2V^; 


3«ä— 10«+  U  — 0, 
.,  und«,  =  |±|l/^i 
aus  dem  ersten  Factor 

öz*  —  14«  +  5  =  0  , 

«6  und  äe-^y  +  yl/ö- 
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Es  gibt  aJao  im  Ganzen  vier  reelle  und  zwei  laterale  Yer- 
schiebungen  des  Coordinatenanfoi^epunctes,  bei  welchen  die  bar- 
mosischen  Mittel  von  je  zwei  Wurzeln  gleich  werden. 

(22)  Wenn  die  Function 

J7  -=  a'd  —  c* 
gleich  Null  werden  soll,  so  genügt  dazu  eine  lineare  Transformation, 
und  die   Resolvente  ist   die  kubische  XXII.     Setzt  man  x  —  ^  an 
die  Stelle  von  x,  so  wird  die  Function  a^S  —  y*  gleich  Null,  wenn 
man  annimmt 

Xi'x^'  —  Xy'Xt  ^{Xi  —  ^){xt  —  2)  —  (Xg  —  *)(«4  —  «) 

^  (a;,  a^  —  '''s  **)  —  C^i  +  ^  —  a;,  —  a;^)  f  »=  0  . 
Da  die  Function  drgi  solcher  Factoren  besitzt^  so  ist  die  Re- 
solvente  vom  dritten  Grade.  Man  erhSJt  dieselbe  in  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichung  auagedrOckt,  indem  man  entweder  die 
Beducente  in  die  Coeffieienten  der  Yariirten  einführt,  also  die 
Gleichung  a*<l  —  y'  =  0  nach  Potenzen  von  e  entwickelt,  oder  in- 
dem man  mit  HOlfe  der  Sätze  der  symmetrischen  Function  das  Product 
-  [(«i*j  —  a^arj  —  (x, -{- x^  —  Xg  —  ar,)«] .  [{x^x^  —  x,x^) 
—  (3^1  - a^  +  «3  —  Xt) z]  {(XiX^~ x^x^)  -  {x^-  Xt  —  Xi-\- x^z}^^ 
in  Gzacter  Form  darstellt     ' 

Durch  die  Aeducente  (22)  wird  das  Coordinatensystem  der 
Gurre  y  =  f(x)  so  verschoben,  dass  die  vier  variirten  Wurzeln  je 
zwei  und  zwei  gleiche   oder  lauter  gleiche  Vorzeichen  haben  und 
dabei  eine  geometrische  Proportion  bilden. 
Beispiel.    Die  Variirte  sei 

x'*  ~-  12a;"  +  473:'*  —  723:'  +  36  =  0  . 
Die  Wurzeln  sind 

a;,'  =  1 ,     a:/  =  6  ,    a^j'  =  3  ,     a;/  —  2  . 
Hier  ist 

a'S  —  y»  =  12*  ■  36  ~  72*  =  0 
und 

Xi'x^'  —  x^'x^'  =  0  , 
oder 

(23)  Wenn-  die  Function 

"f,  =>  a^d  _  46d  -I-  c* 
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zum. Verschwinden  gebmcht  werden  soll,  so  genttgt  dazu  ebenfalls 

eine  lineare  Transformation  und  die  Resolrente  ist  die  bikubische 

XXy   (§   81).      Dieselbe    Usst    sich    leicht    in    drei    quadratische 

'  Factoren  zerlegen  and  zwar  mit  Hfllfe  der  kubischen  Kesolvente  XIIL 

Setzt  man  x  —  g  an  die  Stelle  von  x ,  so  wird  die  Function 

Fg  zum  Verschwinden  gebracht  durch  die  Annahme 

«,'<  +  <x;  ^{x^  —  e){x,~z)+  («s  —  z){x^  ~  i) 

==  (^  «,  +  x^x^  —  («1  +  iKi  +  a^  +  x^z  +  2ß»  =  0 . 

Die  Resolvente  in  s  besteht  also  ans  den  drei  Factoren 

**  +  y  a «  +  y  (ar, «,  +  «s  a;J  =.  0  , 

^»  + 1  af  +  1  (a:,  a^  +  *,  #J  =  0 , 

z^  ■\-\az-\r\{x,x^^-x,x^  =  (i . 

Man  erhält  die  exacte  Form  der  Keeolvente  SXV  durch  Ent- 
wicklung des  Productes  der  drei  quadratischen  Factoren  oder  auch 
dadurch,  dass  man  die  Reducente  (23)  in  die  Coefficienten  der 
Variirten  einfOhrt^  abo  entwickelt 

a»*— 4|3Ä  +  y*  =  0. 
Durch  die  Reducente  (23)  wird  das  Goordinatensystem  der- 
artig verschoben,  daas  die  Wurzeln  der  Variirten  je  ein  und  drei 
gleiche  Vorzeichen  haben  und  dass  ihre  Quadrate  eine  geometrische 
Proportion  bilden 
Beispiel. 

a:'*  +  6a;'*  -  112«'*  +  3303;'  -  225  =  0  . 
Die  Wurzeln  dieser  Variirten  sind 

*/  -=  1 ,    x^  ^  —  15 ,     a^'  =■  3  ,    xl  =  h  . 
Es  ist  nun 

«M  —  4/3ff  +  y*  =  —  6* .  225  +  4  .  112  .  330  +  330»  =  0 
und 

'  ^(^  +  ^i^i  =  0 

oder 

(24)     Wenn  die  Geminante 

G,  =  ~  £  =  -  (a'd  -  abc  +  O 
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durch  Transformation  der  gegebenen  Gleichung  zum  Verschwinden 
gebracht  werden  soll,  so  genügt  dazu  eine  Variation  ersten  Grades, 
nnd   die  Resolvente   wird   die  bikubische  XXIV   (§  81).    Dieselbe 
lässt  sich  indess  leicht  in  drei  quadratische  Factoren  zerlegen  und  - 
auf  die  kubische  XVI  (§  81)  reduciren. 

Setzt  man  x  —  ^  an  die  Stelle  Ton  x,  so  wird  £  gleich  Null, 
wenn  mau  annimmt 

^i'  +  ^'  =  (a^:  -\-  "%)  —  23  =  0, 
also 

Da  die  Function  S  sechs  Factoren  besitzt,  so  liegt  hierin  der 
Grund,  warum  die  Resolvente  vom  sechsten  Grade  wird.  Um  sie 
in  exacter  Form  zu  erhalten,  muss  man  sie  entweder  nach  den  ge- 
wöhnlichen Regeln  (§  19)  bilden,  indem  sie  die  Gleichung  der 
halben  Wurzeisanune  ist,  oder  man  kann  die  Reducente  auf  die 
CoefEcieaten  der  VarÜrten  anwenden  und  entwickeln 

a^tf  —  a^y  -j-  y*  =  0. 
Durch   diese   Reducente    wird    das    Coordinatenajstem   der   Curre 
y  =  /■(a;)    derartig    verschoben,    dass    die    variirte    biquadratische 
Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
erhält. 

Beispiel.    Die  Variirte  sei 

%'*■  —  Sa;'*  +  Öa;"*  +  Öa;'  —  6  =  0  . 

Die  Wurzeln  sind 

Es  ist  nun 

«»*  —  a^y  +  j-»  =  -  5»  .  6  +  5  .  5  .  5  +  5»  =  0 
oder 

x,'  +  a^'  =  0 . 
(26)    Um  die  Function 

W=  -  (a.'  -  4«,^,  +  8y.) 

=  a«  —  6a*j9  +  SaV  +  8k*03'  -  rf)  -  IGa/Sj-  +  8r 

zum  Verschwinden  zu  bringen,  ist  eine  Variation  zweiten  Grades 

erforderlich  und  die  Resolvente  wird  XX  (§  81),  also  eine  kubische. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  gegebenen 

Gleichung  x  —  z  an  die  Stelle  von  a:,  so  wird 
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(x,*  -j-  x^  —  x^  —  »4*)  —  2(3:1  +  %  ~  ^  —  *.l)  •^  ^  0, 
und  .die  Function  TT  verschwindet. 

Die  BesolTente   lässt  sich  leicht  herleiten  aus  der  Resolvente 
SVII,  deren  Wurzeln  sind: 

e^  =  +  {x^  +  Xt  —  x^  —  x^ , 
*i  =  ±  (a^i  —«»  +  %  —  a;J, 
Ä,  =  4-  (3:,  —  3;^  —  a^  +  a^j) . 
Es  ist  nämlich 

«i'+V— V-^4'=f  [(^1+**)'— C^+3:,)*+(3:,— a;,)^~(3^— a;,)*] 
=  I  C*i  +  «i  +  ^3  +  3^4)  (a^i  +  a^  -  ai,  -  «*) 
+  -^  (all  —  fl^  +  a^  —  ij  (ä,  —  iKj  —  aig  +  «,) 
=  — |o{a;,+ar,—a:3  — ar,) +2(3:,— a;j+a^—a;J(3^,  —  a:,  — 3734-3;,). 
Ferner  ist  gemäss  (31)1: 


(«.  +  «.- 

folglich 

2»  —  *'' 

-«i  — 
■  +  «.• 

-V- 

—  d 

».  +  «.- 
■  —  4» 

■».)(=i^ 
-8e, 

^+«, 

-K^- 

4a6  +  8c 

2J,. 

WO  y  die  Wurzel  von  XVII  bezeichnet.    Setzt  man  2g  •=  —  %,  so 
erhält  man  die  Resolvente  XX. 

Ebenso  gelangt  man  zu  dieser  Resolvente,  wenn  man  die  Re- 
ducente  (26)  in  die  Coefficienten  der  Variirtefi  einfuhrt  und  sie  nach 
Potenzen  .der  Variation  e  entwickelt. 

Durch  die  Redneente  W^Q  wird  das  Coordinatensystem  der 
Curve  y  =  f{x)  derartig  verändert,  dass  die  Differenzen  der  Summe 
der  Quadrate  je  zweier  Wurzeln  der  Varürten  jedesmal  gleich  Null 
werden,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  die  Wurzelquadrate  eine  arith- 
metische Proportion  bilden.  Im  Princip  stimmt  diese  Ver- 
änderung mit  der  von  (21)  im  Wesentlichen  überein, 

Beispiel.    Die  Variirte  sei 

x'*  —  23='«  —  1233:"  +  320ä'  +  1100  —  0. 
Die  Wurzeln  sind 


rc,'  =  —  2,    <  —  —  11,       x^   =  10,       x^ 

UatlhtMMO,  Onsdiflge  d.  ut.  n.  mod.  Algabn.  3t 
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also 

3;;»  =  4,     3^'*  =  121,     a:,'*  =  100,     a;/  =  25. 
Es  ist  nan 

W  ==  a"  —  Ga*ß  +  8a'(ay.+  ß'  ~  d)  —  16aßy  +  8y-  =  0, 
oder 

(*.'*  +  ^'')-«'  +  O=0. 

(28)  Um  die  Function 

*  _=  a*  _  4a'b  +  Sac  -  16d  =  0 
zum  Verachwinden  za  bringen,  genügt  zwar  eine  lineare  Trans- 
formation, die  HülfagleichoDg  aber  wird  ebenfalls  vom  vierten  Grade. 
Denn  setzt  man  x  —  e  an  die  Stelle  von  x,  so  wird 

(a:,  +  a^ä  +  a:,  —  x^)  -\-2z  =  0, 
mid  weil   die   Function    vier  Factoren    besitzt,    so  ist  damit   der 
Satz  bewiesen.    Die  Hülfsgleichnng  erbält  man  leicbt  entweder  mit 
Hülfe  der  Sätze  von  den  symmetriscben  Functionen  oder  durch  Ein- 
fObrung  der  Redacente  (28)  in  die  Coefficienten  der  Yarürten. 

Wenn  die  Haupt^leichung  vier  reelle  Wurzeln  hat,  so  ist  das- 
selbe bei  der  Hfilf^leichong  der  Fall;  hat  die  Haoptgleicbung  Ewei 
reelle  tmd  zwei  complexe  oder  auch  lauter  complexe  Wurzeln,  so 
hat   die  Hülfsgleichnng  zwei  reelle  und  zwei  im^inäre  Wurzeln. 

Beispiel.    Die  Variirte  sei 

x'*—  12a;''  +  47a;'*  —  72a;'  +  36  =  0 . 
Die  Wurzeln  sind 

a;/  =  1 ,     Xt  =2,    arg'  =  3 ,     a;/  =  6 . 
Es  ist  nun  < 

«*-4«*^  +  8ay  —  16ff=  12(12' -4.12.47 +8.72)— 16.36  =  0, 
oder 

(i,'  +  i,-  +  i.')-x;-o. 

(29)  Wenn  die  quadratische  Invariante 

#  =  1  (ft»  _.  3ac  +  12d) 

zum  Verschwinden  gebracht  werden  soll,  so  genfigt  nicht  eine 
lineare  Transformation,  wol  aber  eine  quadratische.  Varürt  man 
n^lich  die  Function 

24if  =  (a;,  —  x^y  {x^  —  x^f  +  (a;,  —  x^*  {x^  —  x^* 
+  (a:,  —  x^f  {Xy  -  a;,)* 
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durch  die  Grösse  s,  so  Tersctwindet  e  gänzlich  aus  derselben  und 
es  bleibt  die  Function  selbst  übrig.  lÄsst  man  d^egen  (x  —  sY 
an  die  Stelle  von  x  treten,  so  wird  die  quadratische  Invariante  ?" 
der  Varürten  gleich  Null,  wenn  man  annimmt 

(*i  —  a;,)*  (xs  —  «*)*  (a^i  +  a^  —  ^^T  (^s  +  a^j  ~  ^^Y 

+  {=^~  ^tf  {^,  -  ^if  (*i  +  %  -  2^)*  {x,  +  rr,  -  2zy  =  0. 
Diese. Gleichung  ist  vom  vierten  Grade  und  wird  in  exacterForm 
erhalten,  wenn  man  die  Function 

nach  Potenzen  von«  entwickelt.  Hermite*)  hat  gezeigt,  dass  die 
biquadratische  Besolvente  sich  auf  eine  quadratische  reduciren  läast. 

Statt  nun  die  Entwickelung  der  Function  ft'  —  ^"lYi  +  12d, 
nach  Potenzen  von  e  vorzunehmen,  was  ziemlich  nmstÄndlich  ist, 
da  dieselbe  auf  eine  Gleichung  vom  achten  Grade  führt,  aus  wel- 
cher die  vier  ersten  Glieder  identisch  verschwinden,  kann  man  zwei 
andere  W^e  einschlagen,  deren  eiüervonHermite  undEnneper**) 
betreten  worden  ist  und  von  denen  der  andere  in  der  Anwendung 
der  Sätze  von  den  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  fort- 
schreitet. Wir  entwickeln  zunächst  das  erste  Verfahren  in  einer 
etwas  abgekürzten  Form. 

Die  Substitutionfiformel  ist  nach  dem  Vorbeigehenden 

Setzt  man  vorläufig  —  2g  =  v,   so  erhält  man  durch  Elimination 

von  X  aus  dieser  und  f{x)  =  0: 

(a»  _  xy  —  [av  —  a*  +  26]  (s*  -  xj 

+  [&(«»  ~av-\-b)  +  Zcv  -  2ac  +  2il]  {z>  —  xJ 

—  [c(v»  -  au*  +  bv-c)  +  d(iv'-3av)+2bd\  («*—«') 

-f  d[«*  -  ar'  -\-bv'^cv  +  d]  =  0. 

Nimmt  man  nun  weiter  an 

«*  —  at-  +  fc  =  r  4-  y  6  , 

so  lässt  sich  Alles  durch  r  und  die  erste  Potenz  von  v  ausdrflcken, 
and  es  resultirt  die  Gleichung 

*)  Hermite,  Sor  la  thäorie  des  äqnations  tnodulairea,  p.  20.  Paris  1869. 
**)  Enneper,  Notiz  Aber  die  biquadratische  Qleichang.    Zeitsohrift  fOr 
Hath.  und  Physik.     XVIU.    S.  93.     13TS. 
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(f  -  X-)'  -  [««  -  o'  +  2H  {i'  -  »■)■ 

+    \l{r  +  i  6^  +  Sei-  —  201:  +  2(J1  (»'  -  x'f 

+  ''[(■■  +  \  ')"  +  («<■  -!•)(>•  +  ii)-t.'  +  d]  -0. 

Denkt  man  sich  die  Gleicbung  weiter  nach  Potenzen  von  x'  ent- 
wickelt, also 

x'*-  +  Kyx'^  -\-  ßix'^  +  y^a:'  -(-  d,  =  0 
und  setzt  die  quadratische  Invariante  dieser  Gleichung  gleich  Null, 
also 

?. -sCft'-3«,j-,  +  12J.)-0, 

BO  erhält  man  die  gesuchte  biqaadratische  Kesolvente,  welche  nach 
Potenzen  von  z  entwickelt  folgende  Form  annimmt: 

16  fs*  +  16a^s'  +  y  [{da'  +  4&)  if  -  369^]  £» 

+  |-  (06^  -  9aSF=)e  +  -J-  (t«#  —  186^  +  3^^  =  0. 

Das  Absolutglied  ist  die  quadratische  Invariante  ^,  der  Gleichung 
der  Wurzelqnadrate  der  voi^elegten  Gleichung  f{x)  ■=  0,  denn  man 
bat,  wie  auch  aus  der  Yariationsgleichung  von  ^  sieb  ergibt*) 

f^^~  (b^f  —  18 J#  +  3if*) 

=  ^  [(6*  -  2ac  +  2dy  -  3(«*  -  26)  (c*  —  2bd)  +  12d»] . 

Hieraus  folgt  nun  das  wichtige  Theorem,  dass  jede  biquadratiscbe 
Gleichung  sich  so  transformiren  lässt,  dass  die  quadratische  Invariante 
^u  der  Transformirten  verschwindet.  Die  Resolvente  XXX  der- 
selben wird  dadurch  auf  die  rein  kubische 

£>  +  2^„  =  0 
redncirt.    Merkwürdig  ist  die  Form  der  Resolvente  in  r.   Setzt  man 
2r  •=  1],  so  wird  dieselbe 

3^ij'-  18?i?  +  if' -=0, 
nimmt  also   die  Form  der  quadratischen  Covariante  an  von  der 
Determinante 


*)  Lebesgne,  Note  sar  la  räsolntios  de  l'äquation  do  quatriöme  degti. 
Jonni.  de  Mathäm.  par  LioaTille.    XXIU.    p.  391.     18G8. 
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T"'     (I'-Tl)'     T«       -^•-if.(+2if. 


+ 


Auf  einem  etwaa  kürzeren  Wege  gelangt  man  zu  der  quadratischen 
Gleichung  in  r,  wenn  man  auf  die  Variation  der  Function  f  die 
Sätze  Ton  den  sjnuoetriechen  Functionen  der  Wurzeln  anwendet. 
Das  erste  Glied  der  Yariation  ist 

fe  - 1,)"  (i.  -  '.y  fe  +  ^,)  («, + ^.)  +  2««  +  i'']'- 

Setzt  man 

80  ist  die  quadratische  Besolvente  gleich 

und 

^,  =  y  {b'if  -  IBhJ  +  3if*).      ^ 
Dividirt  man  durch  24,  so  resultirt 

Snbstituirt  man  y+yt^r+g-^  wieder  als  Hauptgrösse,  so 
erhält  man  wie  oben 
fUe^  +  2as  +  1  &y  -  12f  (4^/  +  2ai  +  jt)  +  *  ^»  =  0 

oder 

^(Gz'  +  3ae  +  6)»  -  18^(6«*  +  Zas  +  6)  +  3J»  =  0. 
Die  Diacriminante  dieser  quadratischen  Gleichung  ist 

Zahlenbeispieh    Die  varürte  Gleichung  sei 

x'i  _  8a;'»  +  24«''  -  40«'  +  32  —  0. 
Die  WuTzelwerthe  derselben  sind 

x{  =  2,  a:/  =  4,  a:,'  und  »/  -=.  1  ±  V^^. 
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Für  diese  Gleichung  ist  nuB  ^''• 

ft*  -  3a,y,  +  12*1  =  24*  -  3  .  8  .  40  +  12  .  32  =  0. 
Durch  die  Reducente  (29)  wird  nun  da«  Cootdinatensystom  derar- 
tig verändert,  dass  die  vier  Wurzeln  der  varürten  Gleichung  einander 
äquianharnionisch  zugeordnet  sind,  d.  h,  dass  das  Doppelverhältnisa 

f'.-z:^  :  l(sz<, /  =  .;_!_!.  T/ITä      oder  —  J. , 

und 

|-=^-|^^--'^'-|--2  V-3.    oder-J, 
wird.    Für    den    Torliegenden    concreten    Fall    gelten    die    ersten 
Werthe. 

Um  dies  Theorem  zu  erreichen,  gehen  wir  aus  von  der  sym- 
metrischen Function 

Dieselbe  möge  der  oben  aufgesprochenen  Bedingung  gemäss  gleich 
Null  sein.  Dividiren  wir  die  so  entstehende  Gleichung  durch  das 
letzte  Glied,  so  erhalten  wir 

(■^.L- ^.)' (■-^3V   ,    (^. -.5,)'  (.-.  -^^  +1=0 
{X,  -  x,y  (X,  -  x.Y  ^  {X,  -  x,Y  {X,  -  x,y  T^  ^        "  ■ 

Es  gilt  nun  jederzeit  die  Identität 

(^i  ~  3^)  (^  —  ^i)  +  (^ü  —  ^)  K  —  3:1)  =  (a;,  ~x^)ij^  —  J-j), 
woraus  folgt 

(x,  —  3;,)  (j,  —  £j)        (X,  —  j,)  (j;  —  .r,)  _ 
{X,  -  x,j  {X,  -  x^)  ■=  (X.  -  X,)  (X,  -x])        ^• 

Setzt  man  diesen  Werth  für  das  zweite  Glied  in  die  vorhergehende 
Gleichung  ein,  so  erhält  man,  nachdem  man  dieselbe  dnrch  2 
dividirt  hat, 

(j,  —  ir,)'  (x,  —  X,)'  _  (x,  —3)  {x,—^,.        n 
(X,  -  x,)'  (X,  -  .rj'         (a-,  ~  X,)  (a;.  _  jr.)  "T  ^  =  "  > 

oder  kurz 

As_i+  1=0. 
Daraus  ei^ibt  sich  sofort  die  Auflösung 

Wegen  der  Identität 

(»1  -  *.)  («I  -  «0  +  («i  -  *>)  («1  —  a=<)  K(»=i  -«.)(».-  ».) 
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i  =  -J,     oder     —  J,. 


Die  übrigen  Fermutatiouen  der  Wurzeln  geben  aber  keine'  neuen 
Werthe  and  ea  werden  in  diesem  Falle  zweimal  drei  Doppelver- 
bältnisse  gleich;  die  vier  Elemente  x^,  x^,  x^,  x^  sind  einander  äqui- 
anharmoniscli  zugeordnet*). 

Es  ist  weiter  in  §  143,  8  gezeigt  worden,  dasa  wenn  drei  der 
Elemente  z.  B.  x^,  x^,  x^  die  Wurzeln  einer  kubiscben  Gleichung 
sind,  in  diesem  Falle  das  vierte  Element  x^  eine  Wurzel  der  quadra- 
tiecben  Covarianie  Ci,»(s)  ^  0  sei.  Es  gibt  demnach  immer  zwei 
Elemente,  welche  mit  drei  gegebenen  ein  äquianharmonisch^s  Dop- 
pelverhältniss  bilden.  Wenn  die  Wurzel  der  quadratischen  Cova- 
riante  mit  den  drei  Wurzeln  ihrer  hubischen  Stammgleichung  eine 
biquadratische  bildet,  so  geht  die  quadratische  Covariante  Cg,  t(;rj 
Über  in  die  quadratische  Invariante  12^  nnd  verschwindet  zugleich. 

Wir  haben  weiter  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
bei  biqnadratischen  Gleichungen  mit  xeellen  Goefficienten  die  quadra- 
tische Invariante  verschwindet  oder  die  vier  Wurzeln  in  einem 
äquianharmoniBcfaen  Yerbältnisae  stehen.  Es  gelten  dafUr  folgende 
zwei  Sätze: 

1)  Die  quadratische  Invariante  kann  nicht  verschwinden,  wenn 
die  vier  Wurzeln  der  Stammgleichung  reell  oder  complex  und  von 
einander  verschieden  eind.  Sie  verschwindet  aber,  wenn  drei  der 
Wurzeln  einander  gleich  sind. 

2)  Die  Invariante  kann  verschwinden,  wenn  zwei  Wurzeln  reell 
und  zwei  conjugirt  complex  sind. 

Nehmen  wir  zum  Beweise  dieser  Sätze  zunächst  an,  die  vier 
Wurzeln  seien  sämmtlich  reell  oder  sämmtlich  complex,  so  wird 
der  Ausdruck 

(x,  -  XiY  («,  —  x^^  +  (ar,  -  x^y  (x^—x^)*  +  (a;,  —  x,)*  {x,  —  xj' 
nicht  gleich  Null  werden  kSnnen,  wenn  nicht  mindestens  drei 
Wurzeln  gleich  sind;  denn  in  den  übrigen  Fällen  bleibt  der  Aus- 
druck offenbar  stets  positiv. 

Nimmt  man  d^egen  an,  es  sei 

Xi  =a,    Xt  =  ß,    x^  und  a:,  =  y  +  d  Y—  1 , 

*)  Hao  vergl.  Clebscb,  Theorie  der  Un&ren  algebiaigchen  Formen,  §  Sl, 
eowie  oben  §  143,  T. 
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dann  geht  die  Fuuctioa  über  in 

V  +  («-y){ß~r)f-Si'(,^-ßy,   . 

und  die  quadratische  InTariante  verschwindet,  wenn 

)•  +  VS  l'  - ß)l  +  {'  -r){ß -  r) -0 

ist  Dass  die  angenommenen  vier  Wurzelformen,  wenn  sie  dieser 
Gleichung  genügen,  äquianharmonisch  zugeordnet  sind,  findet  man 
leicht,  indem  man  jene  Werthe  in  die  beiden  Doppelverhältnisse 
einsetzt 

Erstlich  ist 

^  —  a^  _«,_— i, 2(g  —  ^  j  Y^^i 

x,-x,-x,~x,        (y  _  (j)  („  „  y)  +  („"_  pj  ,  yiri  _  *»' 

nnd  wenn  man 

(r-ß)(t-r)-^-VS(t-l()« 

setzt,  so  erhält  man  den  Weitli  —  /, .  Dae  andere  Doppelverhält- 
nisa  wird  gleich  dem  conjagirten  Werthe  —  J, ;  denn  setzt  man 
die  angenommenen  Wurzelwerthe  ein,  so  resultirt 

■■■■-'.■»,-'.      .   (f-,-J  V- !)(«-, +  J1/^) 

V3-y:ri  _  j^      ,     _- 

Yi+yzri-i      if     "-     •'■■ 

Zu  je  zwei  Wurzeln  a ,  ß  und  dem  reellen  Gliede  y  der  beiden  übrigen 
Wurzeln  gehören  immer  zwei  Werthe  von  tf,  nämlich 


V« 


("  -  «  +  |/|-  (°  -  «■  -  «^  +  ("  +  «  !■  -  r"  ■ 


«- 
Nur  der  Fall 

)''-(»  +  «)'  +  «?-  1  ("  -  ^)'  -  0 
macht  eine  Ausnahme;  alsdann  ist 

C-  l(«  +  ß}  +  ('-ß), 

also 
nnd 

Wählt  man  den  Werth  ^i  =*  -^  a  —  '^  ßt   ^o  sind   die  Elemente 
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«1-=«,  ^  =  ß,  iCg  uDd  3:^  =  ^(3«-^)+  («-|3)]/^3; 
im  andom  Falle 

Wenn  wie  in  dem  angezogenen  Zablenbeiapiele  a  =  2,  ß  =  4  ist, 
so  sind  äquianharmomBcli  zugeordnete  Wurzeln  die  conjugirt  com- 
plexen  Paare 

Xf  und  Xi  =  1  +>^—  3, 
und 

Xg  und  x^  =  5  +  y—  3 . 

Wählt  man  die  dritte  Wurzel  verschieden  von  einem  dieser  Werthe, 
so  sind  die  Coeffleienteu  der  Gleichungen  nicht  mehr  reell,   z.  B.: 

a;,  =-  1 ,  x^  =  2,  a^s  —  3,  3:^  —  2  +  4-  V^^  ■ 

Wenn  das  im^näre  3  gleich  Null  werden   soll,  so  muss  wegm 

f  +  V3(„-r)i  +  («-r)V-r)-o 

y  entweder  gleich  a  oder  gleich  ß  sein;  d.  h.  bei  lauter  reellen 
Wurzeln  müssen  drei  Wurzeln  gleich  sein.  Ist  y  gleich  Null,  so 
sind  zwei  Wurzeln  imaginär.    Ein  Zahlenbeispiel  ist 

a;,  =  1 ,     a^  ^  3 ,     a;,  und  2^4  ^  +  Y —  3 . 
Ist  endUch  ß  ^^  a,  so  müssen  0  =  0  und  y  •=  ß,  also  wieder  drei 
Wurzeln  gleich  sein.    Da  in  diesem  Falle  die  Invariante  if  oder 
die  Covariante  C^^tix^  identisch  verschwindet,   so  kann  z^   will- 
kürlich angenommen  werden. 

Wenn  man  sich  der  Hülfsgleichung  in  s  zur  Transformation 
der  -Gleichungen  bedient,  wird  man  in  den  seltensten  Fällen  eine 
Transformirte  erhalten,  welche  drei  gleiche  Wurzeln  hat  und  zwar 
anch  nur  dann,  wenn  schon  drei  Wurzeln  der  Staitimgleichuug 
gleich  sind.  Man  kann  aber  ohne  Schwierigkeit  eine  jede  Gleichung 
mit  lauter  verschiedenen  Wurzeln  in  eine  andere  transformiren, 
welche  drei  gleiche  Wurzeln  hat;  und  zwar  mittels  der  Gleichung 
ihrer  halben  Wurzelsummen  und  einer  zweimal^n  quadratischen 
Variation. 

Denn  seien  die  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung 
x^^  \,    Xj^  4,    Xs^b,    x^l . 
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Nimmt  man  an  die  Variation  sei  ^^  -r  (^i  +  !^ä)  =  3,  und  qua- 
drirt  die  vaiiirt«n  Wurzeln,  so  reaultirt 

ar,'  =  4,     a^'—l,     3^'  =  4,     a;/=16. 
Man  bestimme  nun  die  Gleichung  der  halben  Wurzelsummen  von 

{x  —  4)  (a;  -  1)  (a;  -  16)  =  0 
und' setze  t^-^  {x^   +  ^0  =■=  10,     Bildet    man    wiederum    die 
Gleichung  der  Wurzelquadiate  der  mit  %  Tariirten  biquadratiachen 
Gleichung,  so  erhält  man 

a:i"  =  36,    i»,"  =  81,    x^' =  Z&,    a:/'  =  36. 
Man  kann  diese  Operation  so  beliebig  weit  fortsetzen. 
(30)     Wenn  die  Discriminante 

i)^=i[4(6»-3flc+12d)^— (72irf+9<ifec— 27c»-27a'd— 26yj 

=  256(^-27^') 
zam  Verschwinden  gebracht  werden  soll,  genügt  dazu  eine  lineare 
Transformation  nicht,  aber  eine  quadratische.  Denn  wenn  man  den 
Factor  x,  —  x^  derselben  durch  s  Tariirt,  verschwindet  e  ganz  aus 
der  Function  I>^ .  Lasst  man  dagegen  (x  —  s)*  an  die  Stelle  von  x 
treten,  so  verschwindet  i)^,  wenn  man  annimmt 
(a:,'  -  a;/)  =  (a;,  —  zf  -  («,  -  zj  =  (x^  -  x^  {x^  +  a;,  —  2z)  =  0. 
Hieraus  folgt 

^  =  y(*i  +  ^)- 

Da  die  Function  Z)^  im  Ganzen  aus  sechs  verschiedenen  Factoren 
besteht,  so  wird  die  Resolvente  in  s  bikubisch  und  ist  identisch 
mit  der  Gleichung  der  halben  Wurzelsummen  XXIV.  (§  81.) 

Um  die  B«solvente  in  «  in  exacter  Form  zu  erhalten,  mflsate 
man  die  Reducente  (30)  in  die  CoefScienten  der  quadratisch  variirten 
Stammgleichung  einführen  und  die  Discriminante  nach  Potenzen 
von  e  entwickeln.  Man  kommt  offenbar  leichter  zum  Ziele,  wenn 
man  die  Gleichung  der  halben  Wurzelsummen  bildet.  Im  Uebrigen 
stimmt  das  Verfahren  der  Transformation  vollkommen  überein  mit 
dem  vorhin  angegebenen,  eine  Gleichung  derartig  umzubilden,  dass 
sie  zwei  gleicheWurzeln  erhält 

Aus  der  Relation 

D,  =  256(if^  — 27?*) 
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folgt  noch,  da88,  wenn  die  Gleichung  drei  gleiche  Wurzehi  hat, 
auch  noch  die  kubische  Invariante  ^  verschwinden  musa.  Wir 
untersuchen  nun  noch  die  Fälle,  in  denen  die  letztere  für  sich 
gleich  Null  wird. 

(31).    Wenn  die  Function 
^  ■=  ^  {12bd  +  9abc  -  27c»  -  2Ta*d  —  2¥) 
zum  TerBchwinden  gebracht  werden  soll,  so  genfigt  auch  hier  nicht 
eine  lineare  Variation,  sondern  nur  die  quadratische: 
a^-~2ex  +  z^  —  x'=-0. 

Die  Besolvente  wird  vom  sechsten  Grade  sein.  Wenn  man 
nämlich  einen  beliebigen  Factor  von  #,  z.  B. 

(x^  —  x^)  (x^  —  «,)  —  (ar,  —  a«,)  (ai,  —  a:J 
durch  s  varürt,  so  verschwindet  e  aus  demselben  gänzlich.    Wird 
d^egen  (x  —  «)*  an  die  Stelle  von  x  gesetzt,  eo   verschwindet  ^ 
durch  die  Annahme 

(«1  —  ^s)  {^i  —  3^t)  («i  +  afs  —  2«)  (a^  +  »1  —  2z) 

+  {xt  —  iTj)  \xy  —  x^)  lxi-\-Xs~  2a)  (»x  ■j-x^  —  2z)  =  0. 

Dieser  Factor  ist  quadratisch  und  da  die  Function  aP  drei 
solche  besitzt,  so  ist  die  Besolvente  biknbisch.  Dieselbe  erhält 
man  in  Ansdrficken  der  Coefficienten  a,  b,  c,  d,  indem  man  die 
Function 

^'  =  72|3,rf,  +  ^«ißiYi  —  27yi'  —  21a,*8,  ~  2|3,^  =  0 
nach  Potenzen  von  e  entwickelt. 

Die  Werthe  von  a^,  ßi,  y^,  5,  sind  bereits  unter  (21)  L  an- 
gefahrt. Setzt  man  diese  Werthe  ein^  so  ist  die  Besolvente  an- 
scheinend vom  zwölften  Grade.  Es  werden  jedoch  die  sechs  ersten 
Glieder  Null ,  so  dass  sie  sich  auf  eine  bikubische  reducirt.  Leichter 
kommt  man  freilich  zum  Ziele,  wenn  man  die  Sätze  der  sjnuuetrischen 
Functionen  auf  das  Product  der  drei  quadratischen  Factoren  an- 
wendet. Um  dies  zu  bewerkstelligen,  entwickle  man  die  variirte 
Function  nach  Potenzen  von  z.    Setzt  man  der  Kürze  wegen 

—  («1  —  3^)  (Xi  —  x^)  —  {Xi  —  Xg)  {x,  —  aij)  =  »»,  =  -^  6  £, , 

—  C^s  —  ^){^i  ~  ^i)  —  l^i  —  '^i)  (^»  —  a;J  =  Mii  =  —  6^, 

—  (*,  —  Xi){xs  —  x^)  —  {Xs  —  Si)  (x^  —  x,)  =  m^ 6£^, 

—  (a^*  —  x/)  (x,^  —  Xf^)  ~  {x^^  —  X?)  (a^*  —  ar^')  =  «,  =  —  6 1\ , 

—  (^'  -  a::*)  (x,*  -  O  -  {x^'  -  ^,»)  {x*  -  a;,»)  =  «,  =  -  6  g'. , 
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so  sind  dies  die  Wurzeln  der  Gleichungen 
£*  — J£  +  2?  =  0, 

Die  biknbisclie  ReBolvente  ist 

+  ('w,«^Mj  +  nt%Kj4-"i"i%)('i^ii  +  2ö^)  +  »iftt^i  =  0, 
durch  welche  die  Invariante  ^u  der  Variirten    zum  Yerschwinden 
gebracht  wird.    Die  vier  Coefficienten  derselben  sind  symmetrische 
Functionen  der  Wurzeln  x^,Xf,Xg,x^,  nämlich 
P=  mitn^m^  =  432^, 

§  =  »V»j  «3  +  m,«,»^  +  «iffijms  =  2(4326?  —  144^*), 
JB=m,n,«3+M,m,M3+Minj,m3=|(4J*.432d^-8Ä.144#»+12?.432?), 
S=njnj  «3  =  432?, 
='^(86».43^-24i*.144if*+6i.l2^.432?+2.1728^-432^. 

Der  letzte  ÄOBdruclc  ist  die  kubische  Invariant«  der  Gleichung 
der  Wurzelquadrate  Ton  f(x)  ^  0 . 

Setzt  man  4^  -j-  2az  =  y,  so  wird  die  Resolvente  kubisch 
und  es  folgt  daraus  das  wichtige  Theorem,  dass  sich  jede  biqua- 
dratiache  Gleichung  so  transformiren  lässt,  dass  die  kubische  In- 
variante ?u  der  transformirten  Gleichung  verschwindet  und  dass 
sich  dies  immer  durch  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung  be- 
werkstelligen lässt.  Die  Resolvente  XXS.  der  transformiiten  Gleichung 
vrird  dadurch  auf  die  einfachere  Form 

«S'-?.)-0 

Man  kann  die  kubische  Gleichung  in  y  auf  die  Torrn ' 
P  (4»'  +  2o»  + 1  S Y  +  (fl  -  26P)  (4«'  +  2o.  +  I  iV 

+  (S-|ie  +  |6'P)(4.'+2«»+|6) 

+  (s-|6B-^).>p)-0 

bringen.    Es  wird  daraus 

432if-  U^  +  2o«  +  y  sY—  2  .  144if'  Ulf  +  2o»  +  i  i Y 

+  4.432J?(4»"+2o.-+ j  s)+128S"-8.864*>— 0. 
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Setzt  man  4f*  +  2a^  +  -   Ji  «=  2ij ,  so  wird  sie 
8Cs.,{)))=432if))''-144J-ij'  +  432/ir))  +  16J»— 804if*  =  0, 
uimmt  also  die  Form  der  kubischen  Covariante  an  von  der  Deter- 
miaante 

2z/  =  ^'  — ifij  +  2?^. 

Das  Absolut^lied  der  nach  Potenzen  von  z  eotwickelteu  Gleichung 
ist  die  kubische  Invariante  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate  von 
f{x)  =  0 ,  nämlich 

^x  "  2*7  (ö*^  -  b'ä"'  +  96if  ^  +.  #»  —  54Ef» 

=  j^  [-  (6*  -  2ac  +  2d)'  -  27 (a*  -  26)»d»  -  27 (c«  -  2bd)^ 

+  (9a»  -  26)(6»  —  2ac+ 2d)  (c*— 26<ri  +  72(i* -2ac+2t?)(?']. 

Die  Discriminant«  der  kubischen  Gleichung  in  ij  ist 

J.  =  ~- 
4 

Die  Gleichung  lässt  sich  umformen  in 
(99.,_J.)._3?gj(9lf,-S=')-2-f^-;._0. 

Beispiel    Es  sei 

a;,  =  2,    X,  =  1/5  +  1,     x^^S,    x^  =  Yl-\-l. 
Die  eine  quadratische  Gleichung  in  e  hat  eine  Wurzel  1,  wo- 
raus folgt 

3;,'  — 1,    a^'  =  5,    Xi,'='i,    Xt^'l. 
Schreibt  man  diese  Werthe  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge 
1,    4,    5,    7, 
so  sind  dies  offenbar  vier  harmonische  Puiicte  auf  der  Abscissen- 
ase,  und  es  ist 

Durch  die  Reducente  (31)  wird  nun  überhaupt  das  Goordi- 
natensystem  derartig  veriindert,  dass  die  vier  Wurzeln  der  varürten 
Gleichung  einander  harmonisch  zugeordnet  sind,  d.  h.  dass 
eines  der  Doppelverhältnisse,  t,  B. 
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wird.    Die  beiden  andern  Dehmen  dann  die  Werthe  2  and  ^  an. 
Ea  folgt  dies  aus  der  Beschaffenheit  der  drei  Factoren  der  Function : 

—  (ar,  —  «,)  («j  —  Xi)  —  (Xi  —  «5)  (a;,  —  x^) , 

—  (^3  —  a^H^  —  «4)  —  C^i  —  ^«)  (a^s  —  2^4), 

—  (x^  —  aTj)  (ar*  —  x^  —  («3  —  a:,)  (a^,  —  «4) . 
Angenommen,  der  erste  sei  gleich  Null,   wenn   die  kubische 

Invariante  ^  verechwindeL     Dann  ist  zunächst 


,         («,_!,)(«,-».) 

"■        (»■-«.)(«,-«.) 

Znfolge  der  idestischen  Gleictmig 

(a:,  -  X,)  {X,  -  X,)             K  -  .T,)  (a^  - 

-X,) 

(X,  -  x.)  (X,  ~  x.)               (X,  -  «,)  (X,  - 

-',) 

und  wenn  man  I.  durch  II.  dividirt, 

(x,  —  a;,)  (X,  - 

Die  flbrigen  Permutationea  der  Wurzeln  geben  keine  neuen 
Werthe  und  ea  ist  dieser  Fall  von  dem  Torigeu  charakteristisch 
dadurch  unterschieden,  dass  dort  zweimal  drei,  hier  dreimal  zwei 
DoppelTerhältniese  gleich  werden. 

Es  ist  in  §  143,  7  gezeigt  worden,  dass  wenn  drei  der  Ele- 
mente 2, ,  Xg ,  X, ,  x^ ,  z.  B.  die  drei  ersten ,  die  Wurzeln  einer  kubischen 
Gleichung  sind,  in  diesem  Falle  das  vierte  Element  x^  eine  Wurzel 
der  kubischen  Covariante 

&,,(.)= 0 

sei.  Es  gibt  demnach  immer  drei  Elemente,  welche  mit  drei  ge- 
gebenen ein  harmoniachea  Doppelverhältniss  bilden.  Wenn  die 
Wurzel  der  kabischen  Coratiante  mit  den  drei  Waizeln  ihrer 
kubischen  Stammgleichung  eine  biquadratische  bildet,  so  geht  die 
kubische  Covariante  Ca,i{x^  über  in  die  knbisdie  Invariante  432^ 
und  verschwindet  zugleich.     In  allen  andern  Fällen  ist  aber 

Eb  ist  nämHch  gemäsB  §  143,  6 

iCl.ii)  -  Cl,{d) 27D,/-'(«), 
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irorin 

f{z)  =  Ä»  4-  o«*  +  62  +  c 

*=  S^  —  (iCi  +  ^n  +  "'■s)^'^  -\-  C^t^  +  ^i^s  +  ^a^^i)'^  —  ^^^aija^ 
bedentet.  Wird  «  =  a^j  gesetzt,  so  gehen  die  beiden  Covarianten 
der  Gieicilimgeit  dritten  Grades  in  die  Invmanten  der  Gleidiung 
vierten  Grades  Aber,  d.  b.  es  wird 

alau 

if._27r  —  i^rw. 

Nun  iat 

A  =  —  (a^i  —  «ü)*  {*i  —  a^,)'  («3  —  a:,)» 
und 

■—  {xi  —  a;,)"  (a;,  —  x^*  (x^  —  x^*, 


Es  bat  durchaua  keine  Schwierigkeit,  alle  die  hier  betiachtctcii 
Yerhältnisse  auf  die  Gleichung  der  Cayley'Bchen  Form 

(o,  b,  c,  d,  e)  {x,  y)*  =  0 
zu  übertragen,  indem  man  nur  zu  setzen  braucht 

=3*         —  Ü       A  — —         -='—       r— .— 
^^y'         "a'  ~a'  "o'         ""a' 

5.    Die  Variantett  and  BetroTatiäDten. 

Diese  Constanten  sind  bereits  in  §  17  allgemein  entwickelt. 
Wir  berücksichtigen  hier  nur  diejenigen,  welche  der  Cayley'achbn 
Form 

f{x)  =  (ö,  6,  c,  d,  e^x,  1)*  =  0 
angehören.    Zur  Fortschafifung  des   zweiten  Gliedes    der  Function 

bedarf  es  der  linearen  Yariation  g  = ,  wodurch  a:  =  a;' , 

also  ax'  ^  ax  ■\-  h  wird.    Für  die  biquadratiache  Gleichung  ist 
die  Transformirte 

a'f(x)  -  (ax  +  6)'  -  (*)  V.(ax+if  +  (J)  7,(ax  +  i,)  _  F.  _  0. 
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Die  Varianten  sind  für  alle  Ordnungaexponentec  dieselben  und 
zwar 

Kg  =  6*  —  flc,     (qnadratiache  Variante), 
V^  =  2fc'  —  3aic  +  a^d,     (kubiBche  Variante), 
Fji  =  36*  —  Gah'c  +  4a^b(J  —  a*c,    (biquadratiache  Variante). 
Zur   Fortscbaffang   des   Vorletzten    Gliedes   dividire   man   die 
Gleichung  durch  x*,  ordne  die  Glieder  entgegengesetzt  und  sub- 
stituire 

l-X-i-,    i-i  +  d. 

Die  Transformirt«  ist  alsdann 

und 

V'i^i  '=  iP  —  C€,    (qnadratiache  Retrovariante) , 
V's, 4  =  2ä'  —  Scde  -j-  c^h,    (kubische  RetroTariante) , 
7^,  1  =—  3(^  —  Ged'c  -\-  ie^db  —  e*«,  (biquadratische  Retrovariante). 
Geht  man  von  der  gewöhnlichen  Form  der  Gleichung  aus, 
ao  wird 

r.-^(a'-iab  +  8,), 

F.  — jlj  (3<i'—  IBo'S  +  Mae  —  2mi), 

n,.-i(3^-8Ä), 

r,,,-^^(,f-ibcd  +  8af), 

r.,,—  ^  (Sc*  —  lUe'd  +  ßiacif  —  256<i") . 

e.    Die  InTAriAnten  and  die  DiBCTiminante.    (g§  53  bis  61.) 
Die  biquadratisclie  GJeichung  hat  drei  InTariaiiteii,  J«,  i,  J«,  s 

und  (Ti.« ,  TOn  welchen  die  letzte  zugleich  die  Discriminante  T)^  ist. 

Es  ist 

J«,*  =  ae  —  4öd  •\-  3c',    (quiulratiBche  Invariante), 

.  ^^ace-i-2hcd  —  ad'  —  e6* — (^, 

*''  (kubische  Invariante), 

Ji.fl  =«?«,»  —  2T  Jl,s=i>i,     (Discriminante). 
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Zwiachen  den  VariaDteu  and  Invarianten  finden  fönende  Ke- 
Utionen  statt: 

—  e'CFi.4J«,s  +  cJ4,3)=  r,%  — 4Fä%, 
a»/4,s  =  —  F, +  3F,S 
aV4,s  =  F/  -  Fs"  +  Fj  F,, 
e*J4,s r4.4  +  3F;,4, 

c^j,,,  =  Vt%  -  nu  +  n,4r4,4. 

Zwischen    den  Invarianten  der  biquadratischen  Gleichungen 
und  denen  niedriger  Grade  gelten  die  Gleichungen: 
J*,i=^(Jii,*  +  oJ4,3):J3.., 
J4,3  =  (J.,2.Ji,.  — J8,4):o. 
Wie  sicli  der  Werth  der  Invariante  J4,e  aus  den  beiden  Co- 
varianten  der  kubischen  Gleichung  ableiten  lässt,  ist  oben  gezeigt 
worden;  wir  wiederholen  dasselbe  hier  mit  Rücksicht  auf  die  Gay- 
ley'acbe  Form 

U='(a,b,c,d,e)\x,l)*. 
Nach  Clebsch'B  Bezeichnung  ist  nämlich 

nnd  nach  der  von  uns  angenommenen  Bezeichnungsweise 
-4  0i,,W-CJ..(»)-Är(«), 

WO 

/•(«)  =  az^-i-  3/3^»  +  5yz-j-d 
ist,  und  a,  ß,  y,  ^  symmetrische  Functionen  der  drei  Wurzeln  x, ,  a:^ ,  ir, 
von  f(ß)  -=  0 .    Durch  das  Hinzutreten  der   Wurzel  js  =  »^  möge 
die  Function  f  übergehen  in 

1^=1  aa^  +  i&x'  +  %C3?  -f-  4rfa:  +  e; 
alsdann  wird 

-  401. ,(!,)  _  ^  Ja, , ,     t'i,  ,fe)  -  25»  Ji. , . 
Femer  ist 

A  =  —  %{^x~-  *«)*  (^  -  ^>)'  (^  -  *x)^  - 
folglich 

lUtUriHHD,  Gnmdias«  d.  ut.  o.  raod.  Algtbra.  39 
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und  wegen 
(^J'  +  3  I  :r.'  +  S  ^  «.  +  I)'  -  (I,  -  x,)\x,  -  x,)'  (,x,  -  «.)•, 

schliesBÜclL 

/i.»-27Ji.,  =  A    (§21). 
Geht  m&u  von  der   gewöhnlichen  Form   der  Gleichung   ans, 
eo  ist 

^  "  ik  f'2^*^  +  ^'''"'  ~  ^''^^^  ~  ^'*^  ~  ^^'^' 

Cayley  hat  gezeigt,  dass  die  Discriminante  D^  sich  zurQck- 
fOlireQ  läsat  auf  die  sogenannte  ^-Determinante  von  Aronhold 
a,  b,       c  +  2i,    + 

^=  ft,        c  — A        d  =0, 

_|_     c+2i,       d,  e 

oder 

^  =  —  4>l*  +  J*.  tX  —  J4,  s  =  0, 
welche  als  die  Cardinaire solTente  der  biquadratischen  Gleichung 
betrachtet  werden  kann,  da  sich  alle  Obrigen  auf  sie  zurückführen 
lassen.  Sind  li,  i^,  i^  die  Wurzeln  derselben,  so  findet  man  leicht 
16(>l,  -  AO*  ("^  ~  ^)*  C^s  —  ^y  =  Jlt  —  27  JJ,  8  =  5;. 
Die  Discriminante  ist  von  Wichtigkeit  fOr  die  Prüfung  der 
Wurzeln  auf  ihre  Reellität  und  Gleichheit.    Ist  nämlich 

a)  D^>0,   so  sind  die  rier  Wurzeln  der  biquadratischen  Glei- 
chung entweder  alle  reell  oder  alle  complexj 
h)  i>4  <  0 ,  so  sind  zwei  Wurzeln  reell  und  die  übrigen  conju- 

girt  complex; 
c)    D^  ^Q ,   so  ist  wenigstens  ein  Paar  Wurzeln  gleich,   das 
andere  Paar  entweder  reell  oder  complex. 
Unter  steter  Voraussetzung  reeller  Goefficieuten  der  Torgelegtem 
Gleichung  seien  die  Wurzeln 

1)     a;,  ^  o ,     a;^  =  ffj ,     x.^  =  a^,    x^^  a^; 
dann  ist  (§  21) 
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i;  .  IT,  =  C«,  -  «,)X«,  -  a,)\a,  -  a,)\a,  -  «,)'(«,  -  «J*C«,  -  «J», 
d.  h.  positiv; 

2)     x^unä  r^'=a±ßy-^,    x^  mä  x^'^  y +  dY^^; 
doDD  ist 

*; .  Ä,  -  /)■«■[{«  -)■)■  +  tf  -  »)T  X  K«  -r)'  +  (P  +  W, 

d.  h.  ebenfalls  positiv; 

3)'   a;,  ■=  a, ,     «g  =  a^,     a^  and  3;^  —  y  +  5  y"—  1  ; 
dann  ist     - 

*T  ■  A  -  -  («,-«,)'«•[(«,  -  !■)'  +  <T  X  [(«,  -  r)'  +  «■]■ , 

d.  h.  negativ; 

4)     3Ti  "=  a;,  -=  a, ,     a:,  und  a:^  =  7  i  J  Y—  1 ; 
dann  ist  i>^  =a  0 . 

7.    Die  Covarianten  der  biqnadratiacben  Form. 
Geben  wir  aus  von  der  Cayle/schen  Form 
/^ 
f=  {a,l,c,d,e){x,yy, 

80  bat  diese  nacb  den  in  §  57  gemachten  Entwickelongen  zwei 
Covarianten,  und  zwar  eine  biqu^dratiscbe  C^, «  und  eine  bikubiacbe 
Ci,  s  .    Dieselben  sind 
Gl,  4  =  (ac  —  6»)a;*  +  2{ad  —  U)a?y  +  {ae  +  26rf  —  3c»)»*/ 

+  2(&fi  —  cd)«y*  +  (ce  ~  d«)/, 
C4.8  =  (26»  —  3a6c  +  o»d)a;«  +  (6&V  +  2a6d  —  9ac'  +  o»e>c»y 
+  5(26M  -  ^acd  +  aie)a-i,*  +  ^^^^^ "  «.f^^^I;;: 
-5(2ft(?'-3ice  +  ade)a:Y-(6c(P  +  2J'rfe— 9ec*+c'a)a;s^ 
—  (2(?'  —  3c(ie  +  ftc^j/". 
Zwiscbeu    diesen    beiden    Covariaaten    und    der    Fauction  f 
findet  folgende  bemerkenswertbe  von  Cajley  entdeckte  Relation 
statt: 

C3.0  =  -  4C1.4  +  /,,,.  O,,  .;«  -J,.i,  .f. 
Dieselbe   erinnert   durch   ibre   Gestalt   sebr  an   die   Relatioa 
zwischen  den  Covarianten  der  kubischen  Form: 
di 4Cä,,  +  4r. 
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Die  Covarianten  lassen  sich  in  Tarisntea  aasdriicken,  wenn 
man  substituirt 

Dadurch  wird 

-jJc.,.-r,|*-2F,{'+(n+3F.'){'-2F.V.t  +  (F."-F,n), 

^ft..-  F,|«-(F,  +  SIF,")£'+15F,F,|*-10F,"|'+  F,F.|' 

-  If^iK  +  SF,")  --GF,"  F,){  -  (2F,'  -3r,r,  F.). 

Nach  Hesse*)  ist  die  Gleicliung  (7*,  eC«)  -=  0  eine  bikubische 

Resolvente,   deren  Wurzebi  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  je  Tier 

und  Tier  in  einet  harmonischen  Beziehung  zu  einander  stehen,  so 

dass  man  hat  für  die  drei  Punctepoare 

»ifi.      »lt..      'A- 


1--1. 


', -»,    «, -t, 
!■-'.■£■-£,' 
Geht  man  aus  von  der  gewöhnlichen  Form 
f—x'  +  ai^  +  hx'  +  cx  +  d, 
so  nehmen  die  beiden  CoTarianten  folgende  Gestalt  an: 
3G,,(«)  —  (3<.>  -  Bb)e'  +  4(oi  -  Bc)«"  +  2(24'  -  3<.e  -  24(i)»' 

+  4{Se  —  ead)t  +  (S(f  —  8!.(i), 
C,,,(«)  —  (<>■  -  4ah  +  Sc)i'  +  2{a'i  +  2ac  —  4V  +  \6i)if 
+  5(o'c  +  8oii  —  46c)»'  +  20(o'<J—  c")«" 
-6(o<?-4<i6rf+8c(J)»"— 2{!>c>+2<icii-4i'<i+16i?)2 
-(«•  -ihcd  +  »aiFj, 
und  ausserdem  ist 

CJ,  ,-Clt-Uf.Ci,,.f—  1024?/' . 
Die   GoTariante   Ct,^   läset   sich   immer   in   drei   quadratische 
Factoren  zerlegen.    Geht  man  nämlich  aus  von  der  Gleichung 

Ol, 4Cä..  +  J.,,  .0,,.  .f  -  J,.,f, 

so  ist  ersichtlich,  dass  sich  .die  rechte  Seite  in  drei  biquadratische 

•)  Crelle'a  Joom.    Bd.  41.  p.  269. 
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Factoreu  zerlegen  läset.  Um  diese  zu  erlialten,  löse  man  die 
kubische  Gleichung 

nach  der  in  §  188  entwickelten  Methode  oder  auch  mit  Hülfe 
der  CardainiBchen  Formel  auf.    Mim  findet 

wo  l  einen  Wnrzelwerth  der  ^-Determinante  von  Äronhold  be- 
zeichnet. Die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  sind  dem- 
zufolge 

iJ-~f{Ä  +  B}, 

l,f-lf{J,A  +  J,B), 
i.f-^f(J,A  +  J,B). 
Daraus  geht  denn  hervor,  dass 

ist,  und  diese  Gleichung  lehrt,  dass  das  Froduct  das  volbtändige 
Quadrat  eines  Ausdrucks  von  der  sechsten  Ordnung  ist.  Aber 
keiner  der  drei  hiqnadratischen  Factoren  hat  im  Allgemeinen  mit 
den  beiden  flbrigen  einen  linearen  Factor  gemein,  da  sonst  auch 
/*  und  Ci,i  denselben  gemein  haben  mClssten.  Daher  muss  jeder 
der  biquadratischen  Factoren  an  und  für  sich  das  vollständige 
Quadrat  eines  Ausdrucks  von  der  zweiten  Ordnung  sein  und  man 
kann  also  drei  quadratische  Formen  9,  V,  X  ^den*},  so  dass 

C(,4  —  A,/"— —  9% 

und 

Ci.fl  =  ^^tx 

ist,  wobei  die  Factoren  9>,  ^,  z  ein  doppeltes  Vorzeichen  haben. 

*)  Hesse,   Transforaiation    einer   homogenen  Functian   vierten   Qmdee. 
Crelle's  Joam.  XLI.  S.  253.  1861. 

Clebscb,  Theorie  der  hinken  algebraischen  Fonnen  g  44.     ISTS. 
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Um  die  Coefficienten  der  Function  fp  zn  bestimmen,  beachte 
man,  dass,  wenn  K  eine  Form  vierter  Ordnung  ist,  von  welcher 
man  weiss,  dass  sie  das  Quadrat  einer  quadratiseben  Form  tp  isi, 
man  die  Coefficienteu  zu  berechnen  haben  wird  aus  den  Gleichungen 

ü:=  a^  +  Ab^  +  6c^  +  4(ir  +  e, 
tp  =  aB*  +  2/3«  +  y  . 

Daram  e^bt  sich  durch  Gleichsetzung  homologer  Coefficieoten 
a  =  a\    b-=aß,    c  =  y  («j- +  2/3*) , 
d  ^  ßy ,    e  =  y*  . 
Man   kann   dann    aus   der   ersten  Relation  a   durch  Wurzel- 
ausziehung berechnen  und  darauf  aus  der  zweiten  ß,  aus  der  dritten 
y  rational  durch  a  und  die  Coefficienteu  von  K  ausdrflcken. 
Man  bilde  nun  von  der  ^-Determinante 


+ 

a,  h,      c  +  21   + 

b,  e-  i,       d           — 
c  +  21,    d,           e 

41'  +  J.,iJ  -  J4,.  —  0 

d,          e,        c  + 

b,      c  +  2i,        a 

c-X,       d,            b 

die  partieUen  Differentialquotienten; 

(f^-^    l\    c  +  2, 2(cä->.e  +  2äl), 

(If) {<.»  +  2i(J  -  3c=  -  6ci) , 

/8^       „U  +  21,    d\ 

2(bc  —  ad  +  2bX) , 

w)=\i:  /-xi^"' -"+-'■ 

Bedeuten   femer  l^,X^,Xg  die  drei  Wurzeln  der  Determinante 
^  ^  0 ,  so  ist 

^<-XJ{0)~a,,ii)-(b'-ac+al,).-'+2{bc-,U+2bX,)^ 
+  (Se"  -2bd-ae  +  6«/,)»"  +  2(cd  —  he  +  2di;)t 
+  (<?-t«  +  eJ,)-(«»'  +  2/S»  +  rt', 

folglicli 
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.    {cd  —  he  +  2dl,)Vb'  —  ac+al^ 
'  bc  —  ad-\-2bl, 

oder 

■   g>yb'-ac~\-aX','^(b*~ac-{-aX^y-\-(bc-ad+2bX.,)g 

I    (cd  —  be  +  idl,)(b*  —  ae  +  aXJ 
'  be  —  ad  +  261, 

Anal(^  werden  nun  auch  die  Ausdrücke  für  ^  und  %  gebildet, 
indem  man  nacheinander  A,  und  A,  an  die  Stelle  von  Xi  treten 
läsat  Mnltiplicirt  man  die  drei  entstehenden  Gleichungen  mit 
einander,  so  wird  das  Product  sein 

4niP*X-|''.C.,,--l-F,>[,1. 

Bei  der  geometrischen  Qiscussion  der  kubischen  RetrOTariante 
als  Reduconte  (21)11.  ist  bereite  gezeigt  worden,  in  welcher  Be- 
ziehung die  Grösse  s  zu  gewissen  symmetrischen  Functionen  der 
Wurzeln  Xi,  x^,  x^,  x^  der  Gleichung  f(x)^0  steht.     Für  die 

Cayley'ache  Form  lässt  sich  darnach  der  Ausdruck -j^Ci,6(ij)  in  fol- 
gende quadratische  Fact«ren  zerlegen: 

—  (Xi  +  «j  —  a-3  —  x^)^''  +  2{xtXj  —  XgXf)js 

—  [x^x^ix^  +  Xt)  —  X:,x^{x^  -\-  x^)] , 

—  (a;,  ~  x^-\-  x^  —  x^g^  +  ^{XiX^  —  x^x^z 

-  [^,a;s(3;,  +  x,^  ~  XtX^{x^  +  «s)]  , 

—  (a;,  —  x^  —  x.^  +  x^z"  +  2{x^x^  —  x^x^z 
-[x,x,{x,-\-x,)^x,x,{x,-\-x,)^. 

Addirt  man  die  Viertel  dieser  drei  Auedrücke  und  bezeichnet 
X,  allgemein  mit  x,  so  erhält  man 

Da  nun  die  quadratischen  Factoren  der  E«ihe  nach 
sind,  so  ist  offenbar  i 
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-i-'P-i-f+Z iax  +  by~ia^-i-Ah.€  +  3c)s-\-(d-\-^^ 

^  (gx  +fe}^'  +  3(b^  +  c)z*  +  Hex  +  d)z  +  (dx  +  rt  . 

X  —  t 

Für  die  binäre  biquadratische  Form 

/\ 
(a,b,c,il,c)(x,fjy 

würde  man  erhalten 


+  »  +  *  +  j  - 


x,x. 

—  i',3-, 

^as 

-',',('.  +  ',) 

2 

Hesse  hat  bewiesen,  dass  die  sechs  Wurzeln  der  Gleichung 

c,,.(--)-o 

die  Eigenschaft  besitzen,  dass  je  vier  und  Tier  von  ihseii  einander 
harmonisch  zugeordnet  sind  (§  217,  7).  Solcher  Combinationen  gibt 
es  offenbar  drei,  nämlich 

(y.*),   {*p,i),   Cv-.x)- 

Um  zu  zeigen,  dass  z.  B.  die  vier  Wurzeln  der  ersten  beiden 
quadratischen  Factoren 

=  0, 

einander  harmonisch  zugeordnet  sind,  berDcksichtige  man,  dass  nach 
§  217,  3  die  Gleichung  von  vier  harmonischen  Puncteu  ^i,  5j,  r,,  e^ 
von  der  Form 

(»■  +  2«J  +  .1«  +l)){»'  +  2i-s  +  ,,„  -y)  _  0 
ist     Sind  die  vier  Werthe  B^,^t,^i,z^  Wurzeln  der  Gleichung 

(^.^_,„^  +  g)(^  +  „^  +  r)  =  0, 
so  mu&s  die  Bedingung 

mn  =  2(3  -|-  r) 
erfüllt  sein.     Wegen  der  Identiiät 

(2:^3;^  ~  x^x^ix^x^  —  x^x^ 

■=  2\_x,xlx^-\rx^  -  x^x^ix^  +  a!j)][(a;,  -\-x^~{j^-^  x^\ 

findet  aber  in  der  That  die  obige  Beziehung  statt 
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Nimmt  man  an,  die  drei  mögliehen  biquadratiBchen  Factoren 
der  Gleichäng  C*,b(^)  =  0  aeien 

«t«*  +  ^ßiB'  +  Gr.e'  +  iS^s  +  «1  =  («i,  ft,  Tu  *i.  f,)l'8,  I)* , 

a,g*  +  4A^»  +  Gy,e'  +  4d,2  +  f ,  -=  (a„  ft,  y„  J,,  *,Ki,  1)^ , 

«,r*  +  4^^»  +  6r,i^  +  4*,^  +  *3  =.  („3,  ^„  y„  tf„  «.fjr,  1)* , 

Bo  muBs  ftlr  jede  Ton  ttmen  die  kabische  Invariante  verschwinden,  d.  b. 

«    ß    r 


Ji..»- 


ß     y     S         —0 

+ 


sein  und  nach  §  217,4  somit  auch  die  kubische  Ketrovariante 

venchwinden. 

In  anderer  Weise  laest  sich  noch  leicht  zeigen,  dass 
(e&*  — <P«)C,«(£) 
gleich  ist  dem  Prodncte  aas  folgenden  drei  quadratischen  Factoreu : 

(6c -  ad  +  26i0^  +  %'Z.''ai+'aT^  ^  +  (cd  —  ie+  2 rfAj)  , 
(6c  -  ad  -I-  26Ag)Ä«  +  %'^"~Ar^  s  +  icd-bc-^  2dJl,) . 
Wegen  der  Relation 

■(ll)'(iD-» 

kann  man  übrigens  jenen  quadratischen  Faetoren   vielerlei   ver- 
schiedene Formen  geben,  wie  später  gezeigt  werden  soll.    Bei  der 
Multiplication  derselben  mit  einander  ist  zu  beachten,  dass 
(Sc  -ad  +  2bl,)(bc  -  ad  +  2bl^){bc  —  ad  +  2bi,) 
—  (el>i-d'a)r,, 
4{f  -ae  +  ol,)(i'  —  ac  +  al,)(V  —  ac  +  al,)  —  K," , 
(ed—  he  +  2dli)(fd  -hc  +  2dX,)(ed  -  be  +  2dl,) 
'—(ad^  —  Ve)r,,t, 
V<f  —  ec  +  ey((?  —  CC  +  «J,)(i?  -ec  +  «!,)  =  Cj,, . 
£b  gibt  einen  speciellen  Fall,  in  welchem  die  bikubische  Co- 
Variante  Ct,e  sich  auf  eine  biqnadratische  redncirt,  wenn  nämlich 
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r,  =  26'  —  3abc  -\-a'd  =  0 
wird,  d.  h.  wenn  die  Wurzeln  eine  aiithmetiBche  Proportion  bilden. 
In  diesem  Falle  Terachwindet  einer  der  drei  quadratischen  Factoren 
identJBcli.     Um  die  Form  der  Covariante   fOr  diesen  Fall   za  er- 
halten, setzen  wir  in 

"^  ""[''•?  + '°''°  +  ^'''"'  ~  ^"^  +  ''')y  +  --  •] 

z  an  die  Stelle  von  - ;  das  gibt 

Femer  setzen  wir   hier  %  an  die  Stelle  von  ae  -\-h,  woraus, 
wie  bereits  oben  gezeigt  worden  ist,  resnltirt 

-  [  ''<(i'.+ 9  '^j')  -  6  y'  ''iii-  (2  f.'-  3''.  y^  yi- 

Ist  nun  V^^Q,  so  reducirt  sich  diese  Gleichimg  auf 

^ft..--{F.  +  9r,>)S(6'+F,). 

Für  den  Fall,  dass  C^.e  =  0  wird,  redacirt  sich  die  ResoWente 
auf  <Me  binomische  Gleichung 

S*  +.  K,  =  0 , 

oder 

(al  +  h)'  +  F,  -  0.') 
Ist  nun  X^   deijenige  Wurzelwerth  Ton  jd  =  0,  bei  welchem 
der  eine  quadratische  Factor  von  CV.e  verschwindet,  so  sind  die 
beiden '  andern 

j        he~  ad  +  tbl,       .    cd  —  be  +  2dl^ 
^   "*"'(.'  -  oc  +  al,  ^  ~^  hc  —  nrf  +  aftl, 
und 

'    b*~  ae-^ai^   ^*    le  —  ad-\-2bi, 
diejenigen,  in  welche  jene  binomisdie  Gleichung  in  g  zeriaUt    Die 
biquadratische  CoTariante  geht  in  diesem  Falle  Qber  in 

C',,4 §[^6*  +  (F^  +  3  V^^l*  ~  V,  KJ  . 

•)  Man  vergleiche  diese  Verhaitniaae  bei  den  Covarianten  der  kubischen 
Gleichang  §  143,  d. 
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Setzen  wir  y  =  1,  geben  alao  aus  von  der  Form 
f={a,b,c,d,e){x,iy, 
80  sind  die  Covariantea  derselben,  die  Function  selbst  mit  ein- 
geschlossen: 

n.     -0*0.,.— r,(o»  +  S)'-2F,(oa:  +  6)' 

+  (n+|3r,')(<.x+6)'-2F,n(o«+!.)+(r,'-F,FJ, 
in.    o'C.,,  ~  F,(<.a:  +  S)'  _  (F,  +  9  r,')(ax  +  bf 

+  15  V,  r,(ax  +  b}'  -  10  F,'(o3:  +  b)'  +  F,  F,(ai  +  6)« 
-|;F,{F.+9F,')-6F,'K,](oi+6)-(2F,'-3F,F,F,). 
Wendet  man  auf  diese  drei  Gleichungen  die  Belation 

Ol,,  +  40}..  -  j.,,  c,,,r-  J...  r 

au,  80  erliält  man  die  Gleichnngen 

r,'  -  4  F,' a'J,,,  r,-a'J,,, 

-  V,+  S1^,'  —  "'A.i, 
F,  F.  —  F,'  +  F,*    —  o' J,,,  . 
Hieraus  folgt  . 

Fj a'J,,,  +  3  F," aV.,,  +  3^1., , 

F,  —  yTJV  —  o"  fiJi .  1  —  iVj . ,  —  V—iJi,,+a'J,,,}i.,-a'Jt,, , 

y, — J.,.- 

Demnach  lassen  sich  die  drei  Varianten  ganz  allein  durch  Inva- 
rianten ausdrücken. 

Wenn  die  CoTariante  C4,b(2)  verschwindet,  so  werden  die  drei 
quadratischen  Factoren  einzeln  gleich  Null  und  es  gibt  also  drei 
Wurzelpaare  von  3.  Man  kann  alsdann  die  .bikubische  Gleichung 
leicht  durch  kubische  ersetzen,  deren  Wurzeln  die  arithmetdachen, 
geometrischen  oder  harmonischen  Mittel  von  je  einem  Wurzelpaar 
2,  und  ^  sind.    Angenommen  es  sei 

■4  — |(»i+«e)—   ,1  ». 
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alsdann  iat  wegen  der  Relation 


b 

—  a 

+  ok'^ 

6c -ai 

+ 

!6J, 

~ 

fcc- 

-2Ä„ 

cd- 
6c- 

od  +  ibi, 

—  Ol'- 

=  0, 


Die  Werthe   ff,,  ffj,  ff,   sind   demnacli   die  Wurzelwerthe   der 
Gleichong 

(21^  —  3aic  +  a*rf)ff»  +  (Gft'c  +  2abd  —  Ooc'  +  oV)ff* 
+  i{2b'd  -  Sacd  +  abe)a  +  4(6»e  -  ati*)  =  0  , 
and  die  Werthe  x,,Xf,Xg  sind  die  Wurzelwerthe  von 


(26*  —  3abc  -i-  a-djjt"  - 
-(2bä^  —  3bce-\-aiJe)x- 


■  (2i*rf  ■ 


-  3acd  +ate)»* 
Zcdc  +  öe*)  =  0  ; 


endlich  sind  wegen  der  Relation 

^         _  (^'  —  tc  +  nlQCerf—  6<  +  2.fli) 
o,   ^  (6c—  ad  +  aftii)'  ' 

die  Werthe  — ^ ,  — - ,  ~  die  Wurzelwerthe  der  Gleichung 

4((Pa-eb»)(~y+4(2ba'~Uce-\-ade)(^y 

+  (6c(P+26dfi— 9ec»+e*a)^  +  (2d'  —  3crfe  +  6e*)  —  0  . 

Die  Gleichung  in  s  lässt  eich  in  Form  einer  Determinante 
schreiben  folgenderweise  : 

a(d  —  ha),  b{d  —  b«)  ,      be  —  ada 

-  J  c{be  —  adx) ,    ^ 
{he  —  adx),  d(d  —  bs) ,      e{d  -  b«) 

Zwischen  den  Grössen  x  und  0  finden  ausserdem  folgende  Re- 
Utionen  statt: 

6.<  +  SC.  +  2,i 

" sr+26 —  •    - 

Bo  da«e  also  stets  zwei  Werthe  des  einen  Elements  mit  einem  des 
andern  verbunden  Bind. 


b{d  —  bit) , 


-6a) 
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3  St8.     Methode  von  Mallet.  621 

§  318.    Hethod«  der  Transformation  der  vollBtandigen  blqaadrati- 
Beh«ii  Gleichung  in  eine  redpTOke  nacli  Mallet*). 
Unter    allen    Metlioden    der    Auflösung    der    biqoadratisclien 
Gleichnngen    sind    besonders    diejenigen  bemerkenawerth,  welche 
durch  die  Einftlhrung  der  Beducenten  vom   dritten  oder  sechsten 
Grade  in  die  Yariirte  erzielt  werden.    Hieher  gehören  also  die  Redu- 
centen  (21)1  und  U,  (22),  (23),  (24),  (20).  (27),  (30)  und  (31). 
Sie  führen  auf  eine  kubische  Resolvente,  so  dasa  also  die  Beetim- 
mung    der    Wurzeln    von    der    Auflösung    einer    Gleichung    vom 
niedrigeren  Grade  ala  dem-  vierten  abhängig  gemacht  wird. 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

X*  +  aar'  -\-  bx*  -\-  ex  -{-  d  =^  0  , 
Man  bilde  die  Varürte,  fahre  in  deren  Coel^cienten  a,  ß,  y,  S 
die  Bedingung  (22) 

«M  -  /  =  0 
ein  und  entwickele  eie  nach  Potenzen  von  g,  wie  folgt: 
(4f<  +  o)«(2*  +  02'  +  62»  +  c«  +  d)-  (4ir'+3a«*  +  262  +  c)'=-0. 
Hieraus  resnltirt  die  Besolvente  XXII: 

(a»  _  4ab  +  Scjz"  +  (a*&  +  2ac  -  46*  +  16<i)^* 
+  (a'c  -  ilc  +  Sad)z  +  (a*rf  -  c*)  =-  0  . 

*)  Diese  Uethode  ist,  wie  schon  unter  den  „hiatoriBchen  Bemerkungen" 
angefühlt,  eifonden  tou  Hallet  in  Upsala  (ITSO)  tind  zn  wiedeiholten  Malen 
nocherfniideD. 

Mallet,  Note  analjÜB  Bequationnin  secnndi,  tertii  et  quatti  gradns.  Not. 
Act.  Dpgal.  III.  1780. 

De  aequatione  biqnadratdca.  Stockholm  1784. 

Hnibe,  Analytische  Entdecknagen  et«.  Berlin  nnd  Stralsnnd  1794. 

BjOrling,  Ueber  eine  ÄnflOani^  biqnadratiacher  Gleichnngen.  Omn.  Arch. 
XIX.  1852. 

SchlOmilch,  Nene  Anflfianog  der  biqnadratiBchen  Gleichungen.  Zeitschr. 
.  Math.  n.  Phya.  VI.  49.  1861;  VUL  838.  1863;  Jonro.  math.  XXVIII, 99. 1863. 

TJnfeidiugec,  Die  WnraelfiiTni  der  allgemeinen  Gleichung  dea  vierten 
Grades.    Sitonngeber.  der  k.  k.  Akad.  der  Wissensch.    L.    Wien  1864. 

Pokornj,  üeber  die  biqnadratischen  Gleichnngen.  Zeitschr.  £  Math.  n. 
Fb;B.  X.  320.  186fi. 

Alexandre,  Snr  le  mojen  de  ramener  nne  ^natäon  qnelconqne  da 
quatri^me  degrä  ä  nne  äquatdon  räciproqae  dn  mäme  degrä,  Noov.  aun.  math. 
XSV.  477.  1866. 

L.  Matthieasen,  Die  algebraischen  Methoden  etc.  S.  46.  Leipzig  1866; 
Zeitschr.  f.  Matb.  a.  Fhyi.  VIU.  ISS.  1863. 
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Die  Taiiiite  hat  nun  die  reducirte  Form 

Um    sie   aufzulösen,   dividire   man    sie   durch  so*   und   ordne 
wie  folgt: 

(^■+^,)  +  «(^'+^)+?-o. 

Substituirt  man 
so  wird 

und 

X'i  —  yx'-\-^  =  0. 

Daraus  folgt 

-"  +  i  («  +  l/^^-f^-')=«-  +  J  -  0  . 

,  Schlomilch  substituirt  x  -"  qx'  +  z  and  sucht  dadurch  die 
transfonnirte  Gleichung  sofort  auf  die  Form 

x'*  +  ax'^  +  ßx'^  +  ««'  +  1  =  0 
zu  bringen;    Ordnet  man  die  Varürte  nach  Potenzen  von  x',  so 
erhält  man 

^        q  ^  q'  ~  9* 


^'+£f.'±*'-l'+£*  +  ? 


=  0. 


Man  setze  das  zweite  gleich  dem  vierten  Gliede  und  das  letzte 
gleich  der  Einheit,  so  erhält  man  neben  derselben  Besolrente  XXII. 
die  obige  einfache  Form.  Die  Resolvente  liefert  immer  wenigstens 
eine  reelle  Wurzel  e  und  es  ist 


Die  Gleichung  in  x'  lässt  sieh  durch  die  Substitution 
x'-\-^-~y 
in  eine  quadratische  verwandeln,  deren  Wuraeln  sind: 
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y,  j  iVtJ'  +  saz'  +  ibz+c 

ScblÖmilch  weist  nach,  dass  diese  Methode  im  nahen  Zu- 
sammenhange mit  der  Gartesischen  nnd  Euler'schen  steht.  Die 
vorgelegte  Gleichnng  sei 

und  X  =  qy  -{-  g]  dann  ist  die  Reaolvent« 

8ce^  —  4(6»  —  4d)2*  —  46.;«  —  c»  =  0, 
welche    in   die  Cartesische  übei^eht,  wenn  man  s  —=  c :  2^  setzt, 
nämlich  in 

£*  +  26J*  +  (6*  -  4d)£  -  c»  =  0. 
Es  ist  nun 

s  =,  *'*  +Zbz  +  c 

und  die  reciproke  Gleichung  in  y 

Dieselbe  zerfällt  in  die  quadratischen  Gleichungen 

■+_»_9_n 


y+i 

-„     •,'  +  'i',+'-^ 

Hieraus  folp  zunächst 

jj  ==  r_ll± V^. (?'_n f ^  tJ 

und  wenn  man 

im  Dividenden  den  Werth 

,_yi^-+. 

einsetzt, 

ii'-^'  +  Vir 

Weiter  ist 

nun 

!'--i-1±|V'(*=^: 

z-=qy  +  e  =  e-i-  --9V  ±  y  ^(«'i)*  — ^'i*- 

Substituirt  man  den  vorher  angegebenen  Werth  von  qtj,  so 
resultirt 
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wo  das  eingeklammerte  Doppelzeichen  von  den  andern  beiden  nu- 
abhängig  ist,  so  dass  x  im  Ganzen  vier  Wertbe  hat.  Bringt  man 
die  Resolvente  auf  die  Cartesische  Form  durch  die  Substitution 
£  =  c:  2t,  BO  wird  . 

'-  i[+Vf(±)  l/-$-2(»  +  ^-)]. 
welches  die  Cartesische  oder  Ämp^re'sche  Formel  ist 

Beispiel.    Aufzulösen:  a:*— 10ar>  +  33a:*-— 46;r+ 2p  =  0. 
Die  Resolvent«  in  g  ist 

12z'  —  46^*  +  32«  +  29  =  0. 
Man  findet  hieraus 

^1  ^ I  >      «,  und  ?,  —  i-  (13  ±  V^b). 

Wählt  man  die  Variation  «,  =  —  ^,  so  wird  g  "■  j  ^29 ,  und 
die  Transformirte 

«•--V^f  +  iiü'-'iV^s  +  i-o. 

Man  setze  y  -\ =  »? ,  dann  wird  -. 

/_|V2<,,+4-_0, 
und 

^i  \  _  18_±  2 

Hieraus  berechnet  sich 

Die  Wurzelwerthe  der  vorgelegten  Gleichung  sind  demzufo^e 
:c,  und  a^a  =  3  +  Yö,    «,  und  a:.  =  2  +  V^^. 
Setzt  man  q  ^  l  und  varürt  die  voi^elegte  Gleichung  einfach 
durch  «  ^  —  -g-,  so  erhält  man 

x'*  —  12a;''  +  49|-  x'*  —  87«'  +  f^V  =  0. 
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Daraue  ergeben  sich  die  beidep  quadratisclieti  Qleicliungeii 
a,'«_(6-fl)a:'  +  ^  =  0 
nud 

j:,'  und  ar/  ■=  Y  +  Y^,    x^  und  «4'  ^  y  +  V —  1  • 

Die  Wurzeln  der  voi^elegten  Gleichung  sind  demnach 

a:,  und  a^  —  3  +  1/5 ,      j^  und  a:^  —  2  ±y^^. 

§  219.  Bedaction  der  Tollständigen  Qleichnng  mittels  Rednoente 
(22)  auf  ein«  solche,  in  welcher  das  zw^te  and  vierte  Qlied  fehlen. 
Die  Methode  von  Mallet  zeigt,  wie  mittels  der  Beducente 
a»d  _  /  =  0 
die  Varürte  auf  eine  reciproke  gebracht  wird.  Wir  wollen  jetzt 
zeigen,  wie  die  Bedncirte  sich  weiter  in  eine  Gleichung  von  der 
Form 

«*  +  ^M»  +  5  =  0 
transformiren  lässt. 

Die  Varürte  sei  nach  der  EinfOhrung  der  Beducente  (22)  ver- 
wandelt in 

a:'*  +  ax"  +  ßx'*  +  ra;'  +  ^  -=  0 . 
Man  substituire  weiter 

Die  Transformirte  ist  alsdann 

t,«       g  "P  -  By „»j.«C  +  lr^?£V«y„0 

,    «p  +  Sy  +8o>^        ^ap  +  3y  +  2«)/oy 
Die   Wurzeln  derselben  mögen  bezeichnet  werden  mit  Ui,  Uj>,  Ug, 
«4,  dann  ist  '  .         ' 

Fflr  g  gentigt  es,  den  reellen  Wupzelwerth  der  Beeolyente  XXII. 


£s  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  wenn  man  die  Gleichung 
„<  +  ^„s  +  B  =  0 
variirt,  indem  man  u^  r}  -\-  ^  setzt,  in  der  Yariirten 


OnmdillBa  d.  ut.  n.  mod.  Algelir«. 
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ri'  +  Hf  +  (CS*  +  ^1)T  +  (M'  +  2Ai)n  +  (6^  +  -46^  =0 
stets  die    Reducente  (31)  L    Terachwiudet.    Daraus    erklärt  sicli, 
warum  die  Formen 

a'd  —  t?  und  fl'  —  Aah  +  8c 
immer  zugleich  auftreten. 

Beispiel.  Aufzalösen:  a^  —  lOa^  +  3äx»  ~  46a:  +  20  =  0. 
Die  ResolTente  von  Mallet  ist 

122^  —  46^»  +  32^  +  29  =  0, 
und  die  reelle  Wurael  ^i  ^  —  ^ '     ^^^  durch  «i  =  —  v    Tarürte 
Hauptgleichung  ist 

X-*  —  12x'*  +  49|  »'"  -  87a;'  +  (^V  —  0 . 
Die  Gleichung  in  »  liefert  die  Wurzeln 

„.  _  i+j:'« ,  „,  „„d  „  _  yi'jjii  ?  v^ 

7  —  vag  j/sfl  —  (7  ±  2  K5  } 

„»_=l+yi      tt,undM  =  »^E^ii-±1}^_)  . 
ö  —  j/äg '     ^  *       ^29  -  (6  ±  2  V-^) 

Die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  demnach 

a;,  und  a^  ■=  3  +  "j/S,      a^  und  a;^  ■=  2  +  y —  I . 

§  220.    Bednctlon  einer  biqaadratlBolLen  filalohung  mittels  Redn- 
oente  (22)  auf  die  Differenz  zweier  Quadrate  oder  das  Froduct  tri- 
aomlBcher  Factoren. 
Setzt  man 

(«'*  +  mx'  +  «)*  — p^x'^  =  0, 
oder,  indem  man  nach  Potenzen  Ton  x'  ordnet, 

a;'*+  2ma;'*+  (m*  +  2m  —  i»*)a:''+  2»Kna;'  +  n»  =  0, 
so  wird  wegen  der  Relation 

(2tB)*n*  =  (2m«)' 
offenbar  die  Bedingung  a*S  ~  y*  =  0  erfüllt.   Die  varürte  Gleichung 
lÜBst  sich  nun  in  das  Froduct 

\x'*  +  (m  +p)x'  +  b]  [a:''  +  {m  —  p)x-  +  «]  --  0 
zerlegen.    Die  Grössen  m,  n  und  j)  lassen  sich  mittels  e  bestimmen 
aus  den  Gleichungen 
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S  220.    Beduction  dorch  Reducent«  (22). 


Demzufolge  iat 

Da  die  Absolut^liede*  der  beiden  trinomiBclieii  Factoren  ein- 
Kiider  gleich  sind,  so  sind  die  Wurzeln  der  Tranefonnirten  die 
vier  Glieder  einer  geometrischen  Proportion.  Drückt  man  das 
'obige  Product  kürzer  aus  durch 

(x'^  +  ux'  +  «)(«'*  +vx'  -f  m)  =  0, 

so  ist  die  entwickelte  Gleichung 

a:'*  +  (li  +  v)x''  +  (uv  +  2n)x"'  +  (w  +  v)nx'  +  »«  =  0 . 

Wegen  der  Relationen 

,                                          ttP-2y 
M  +  tl  =  K,      UV=— -, 

sind  M  und  v  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 


%  221.    Rednction  einer  UqtiftdTatiBehen  aielohnng  durch  Variation 
auf  die  Form 


Diese  Transformation  lässt  sich  durch  Einführung  der  Bcdii- 
cente  (22)  a'S  —  y*  ■=  0  in  die  Variirte  bewerkstelligen.  Ent- 
wickelt man  i^mlich  nach  Potenzen  von  x',  so  resultirt  die  Gleichung 


40* 


lyGoo^^lc 


G28  Vierter  Abschnitt.    SnbstitaÜoiumethDden.    T. 

welche  die  ßedncente  zum  YerBchwinden  bringt.    Die  Varüiie  Bei 
non  wiederum  in  kOrzerer  Form 

a:'*  +  ax'*  +  ßx'*  +  yx'  +  d  =  0  . 
Durch  Vei^Ieichnng  der   homologen  Coefßcieat«n  erhält  man  die 
Bestimmnngsgleichungen 


_P-»" 


=  - — „ — -,    und  n*  ■■ 


«         a  -  2p       p  —  p* 
Ans  denselben  folgt 

n^y.a,    a(m  +  p)  —  2jpm  —  2/3  -|-4j':  a  =  0. 
Es    bleibt    also    eine    der   Grössen   m    oder  p   willkfirlich ,    oder 
auch  q. 

Angenommen  es  sei  j)  '^  —  m,  so  wird 

wobei  die  Resolvente  XXII.  die  Werthe  a,  ß,  y,  S  liefert.    Die 
transfonnirte  Oleichang  reducirt  sich  dann   auf  die  quadratische 

x'*  +  mx'  +  «  "=  +  g_{x'*  —  mx'  +  n), 
also 

x''4-mr~^  x' +  n  •=<),  und  «'*  +  m  t-t-^o;' +  n  =  0  . 

'        1 — g        '  '  '        1+3 

Hieraus  ei^ebeu  sich  mit  BerOcksichtigaDg  der  Gleichung  x-^x'-^e 
die  vier  gesuchten  Wurzeln  a:, ,  a^ ,  a^ ,  a;^ . 

Es  werde  noch  angenommen,  dass  s^— j}:m  sei;   dann  sind 
p  und  m  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

«■-i'v  +  '-^^^-o. 

Die    transfonnirte   Gleichung   reducirt   sich    dann    auf   die    qua- 
dratische 

y^.(a:'»  -|:  mx'  +  n) -=  ±yp {x"  +  px'  +  »), 
also 

x''  +  (m  +  y»»j7  +  p)a;'  -(-  «  =  0 , 
x'*  +  («t  —  Ymp  -f  jp)3;'  -[-»—■  0, 
oder,  gemäss  der  Gleichung  in  y, 
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§  222.  Methode  der  Aoflösiuig  mittela  einer  harmonisolieii  Proportion. 

Man  saclie  zwei  Grössen  u  und  v  zu  bestimmen,  za  welchen 
die  gesachte  Wnrzel  x  die  mittlere  harmomsche  Proportionale  bildet. 

Es  sei  also 

oder 


Sabstituirt  man  diesen  Werth    für  a;  in   die  allgemeine  bi- 
qoadratische  Gleichung,  so  resultirt  nach  Multiplieation  mit  (u  ~\-  vj" 
die  nach  Potenzen  von  .«  geordnete  Gleichung 
(16p*  +  Sau' -f  46r"  4- 2ct!  +  rf)«*  +  (8ot>*  4- 86ir'+6<;«*-f  4(fü)»» 

+  (46w*  +  &cv^  +  6rfi;»)u»  +  (2c«*  -j-  Adif)u  +  d»*  =  0. 
Diese   Gleichung  wird  in  eine  reclproke  verwandelt,  wenn  man 
die  Kedocente  (22) 

«*#  —  /  =  0 
in  die  Ck)e£Bcient«n  einführt;  also 

d(4a»>+4&ü»+3cw+2d)»-(CT+2d)\16t^+8(n;»+4&f;»-f2oi;+d)=0. 
Nach  Potenzen  von  v  geordnet  und  2v  gleich  e  gesetzt,  liefert 
diese  Gleichung  die  Besolrent«  XXIII.,  welche  der  Resolyente  XXII. 
homolog  gebildet  ist,  i^mlich 
(<?-a*d)^-\-{a<?  —  ^ahd-\-%cd)i^  +  {b(^  +  2acd-Wd-\-\Q(l^s 

_(_  (c*  — 46c(i+8o£p)=.0. 
Berechnet  n),an  hieraas  die  eine  reelle  Wurzel  z  und  aus  der  Re- 
ducirten  die  vier  Wurzeln  u^,  Ug,  «, ,  ^^^,  so  findet  man 

8u,  g  2k,«  2i*,g  2Wj» 

*'~2«,+«'    ^"21^+r'    ^»  — au,  +  r'    **"=2li7+*' 
Die  beiden  Resolventen  XXIL  und  XXIIL  lassen  eine  eigen- 
thümliche  Äehnlichkeit  mit  den  symmetrischen  Hälften  der  bi- 
kubischen CoToriante  (7«,  s(«)  erkennen.  Wenn  man  in  XXII.  a  =  0 

xind  —  =  2y^  setzt,  so  erbäJt  man  die  bekannte  Cartesische  Be- 
solvente  XIV,  Setzt  man  in  XXIII.  c  =  0  und  ae  =  2y*,  so  er- 
hält man  die  Form 

tf«  +  2&y*  +  (6»  -  4rf}y»  -  a'd  -=  0^ 
welche  sich  von  XIV.  nur  im  letzten  Gliede  unterscheidet. 
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§  223.   Eise  andere  M^tbode  mittels  b&rmonisclier  Proportion. 
Man  suche  zwei  Gr5sBeu  u  und  z,  so  daes  eine  denelben  z.  B. 
11  das  harmonische  Mittel  zwischen  der  gesachten  Wurzel  nnd  der 
andern  Grösse  werde.     Es  sei  also 

a; :  Ä  =  (a:  —  u) :  («  —  ä)  , 
oder  M  =  ^-x^  ■ 

Setzt  man  den  Werth  x  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  ist 
die  nach  u  geordnete  Gleichung 

(jE!«  _  (tj»  -f  6«<  _  ca  +  d)u*  +  2(aiS*  —  2&^  +  3c3»  —  4dir)«> 

+  4(63*- See« +6rf£*)M*  +  8(cr*^  4^«*)«  +  lGde*  =  0. 
Durch  Einführung  der  Reducente  (22)  c*d  —  y*  ^0  erhält  man 
die  Resolvente  XXIII.    Die  gesuchten  Wurzeln  sind 

XU,  III,  eu,  lu, 

*'  "^  2«  —  «1 '    ^^        8«"^"%  '    ^  "^  a«  — u,'    ^*        2z— ü^  ' 

g  224.   Methode  der  AanöBimg  mltteb  einer  disbannonlsclien 
Proportion. 
Man  suche  zwei  Grössen  m  und  v,  so  dass 

u:v  =  v:{ßx—  v), 
oder 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  für  x  in  die  biquadratische 
Gleichung  und  ordnet  die  Transformirte  nach  Potenzen  Ton  u,  so 
resultirt 
(«*  +  2ai;»  +  46**  +  8cv  +  16d)u*  +  (4u»  +  6oi;' +  8öt>»+ 8ct;'}«» 

+  (6y"  +  6ar*  +  46w*)m*  +  (4«'  +  2av^)u  +  r»  =  0. 
Setzt    man    der    Kürze    wegen    r  =  2? ,    u^2y ,    so    geht    die 
Gleichung  über  in 
(S*  4-  as"  +  62*  +  ce  +  rf)«/*  +  (4z^  +  3fl2*  +  2&s'  +  cjs^y» 

+  (G^*  +  3a/'  +  bz*)f  +  (4z'  +  ae^y  -\-^  =  0. 
Führt  mau  die  Beducente  (23)  ein,  so  «rhält  man  die  Besolvente 
XXII.     Die   Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  alsdann 
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§  225.    Methode  tob  Sommer*). 
Die  Auflösung  geschieht  nach  demselben  Princip,  wie  die  der 
kubischen  (§  160),  indem  substituirt  wird 

Ordnet  man  die  Transformirte  nach  Potenzen  von  u,  so  er- 
luilt  man 

"'"y*4"/  +  Py'  +  yy  +  «"  '^y''+''v' +  ßy'  +  Yv  +  s'* 

l,j*  ^3„ya  -I-  2yy  —  4*       ,    y*  — _o!/^  +  l^y'-ry  +  *        n 

"^y'  +  «y'+^"y'  +  yy  +  *     "^y^-f  «y'  +  py'  +  yy  +  a 
Die  Gleichung  wird  quadratisch,  wenn  das  zweite  und  vierte  Glied 
verschwinden,  wenn  also  gesetzt  wird 

4i/  +  2ttf  —  2yy  —  4d  =  0, 

Aif-2af-\-2Yy  -  4d  =  0. 
Durch  Addition   und   Suhtraction   dieser   beiden    Gleichungen    er- 
hält man 

^  =  y*i      j'  =  oj/S 

oder 

Man  gelangt  also  zur  Reducente  (22)  und  somit  auch  zur  Re- 
solvente  XSII,  Dadurch  wird  die  Gleichung  in  x'  reciprok  und 
von  der  Form 


x' 

'  +  «i-  +  ßx 

"  +  yx'  + 

'.■-"■ 

Hat 

man  einen 

Wureelwerth  e 

gefunden,  g 

10  findet 

man 

mittels 

y 

den  Werlh 

von 

u  ans 

«' 

+  '' 

—  0; 

und  zwar  ist 
'•'  -  -27+^fVü?s  '"''  ~  "^  ±  V4K«'-"4«? +  8/)l  . 

An  die  Stelle  von  a^  —  4aß  -f*  ^y  kann  man  bei  linearen 
Transformationen  stets  den  gleichwerthigen  Ausdruck  a^  —  4ah  -f  Sc 
setzen.   Da  nun 

(a;  -  *)  -  y 
*)  Qion.  Arch.  XXTII.  S.  351.  1866. 
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ist,  so  findet  man  ans  z,  y  und  den  vier  Wurzeln  «,,»,,  UjjU,  die 
vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichnng,  nämlich 

§  226.    Hethode  der  AnflSsung  einer  reclproken  Elleioliimg  vom 
vierteil  Oisde. 
Ss  ist  in  §  220  gezeigt  worden,  dasa  durch  die  Beducente  (22) 
jede  linear  transformirte  biqnadratiache  Gleichni^  anf  das  Product 
zweier  trinomischen  Factoren  reduciit  werden  kann.    Sei  also 

fti')-(i-  +  (».+y)«-  +  ..)(«-+(m-j>)»-  +  n)-0. 
£(S  ist  nun  offenbar 

folglich 

oder 

a:,' ;  x^'  ■=  a;/  : «/ . 
Man  kann  jetzt  wegen  der  Variationagleichong  x'  =  x  —  e  selzen 

!,'<■=  («1  -^.)(*»  — 2l), 
oder 

und  ebenso 

Folglich  ist 

und  wegen 


a;,a^  —  (3=1  +  a^)  «i  ^  «,  —  «i*, 
^x^  —  (a^  +  Xf)  «,""»,  —  «,* . 
x^Xt  +  a^a:^  +  az^  =  2(ti,  -  «,*), 


XgX^  =  d:a;,a-j 
(x^x^y—  afn,  —  2,*  — |flif,1a!,a;,  +  d"-0. 

Setzt  man  für  »  seinen  Werth  ein,  nämlich 
SO  resultirt 
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und  analog 


a^^a:,  -|-  d  =  0, 


-1a!,a;4  +  d  =  0. 


^40H-8c-| 
4^s  +  -l 

HierroD  liefert  die  eiste  Gleichang  die  Producte  XiXg  und  XfX^,  die 
zweite  x,a^  und  a^ar^,  die  dritte  x^Xi  und  a^gX^. 

Zur  Darstellong  der  sepajirteii  Wurzeln  gelangt  man  weiter 
auf  folgende  Art.    Es  sei  der  Kürze  wegen  gesetzt 


Xi  Xf  und  X3X^  =  3f,  +  yjtf,*  —  d  =  y,  und  ij, , 
XiXg  und  a^a;^  ^  3f ,  +  yjtfg'  —  d  =  y^  und  ijg , 
a;,a;^  und  a^a^  =  ^s  dl  V^s*  —  ^  =  J/a  "^'^  "^a  • 
Uit  Berßcksichtigung  der  Relation  yt}  =•  d,  findet  man 

oder 

^     —  t^  y,  y.  y. '     *     —  r    y,   '  -^     -^r    y,  '     *     ^ 
je  nachdem 

(<*+  1.^s-+  11%  +  %%)  :  VviVtVa  ™  +  «, 
oder 

(<*  +  yi  «'s  +  tfi  ys  +  y.  Sa) :  V^i^^  =  +  « 

ist;  in  anderer  Darstellung  dieser  Bedingnngsgleicliungea 
je  nachdem 

oder 

+  (>^  -  >^)  (V%  -  VS)  (V%  -  V^)  -  +  2»  v^ 

ist. 


/5i^.  , 


„Gooi^lc 


634  vierter  Abschnitt.     SubstitutionBmeihodeu.     V. 

§  227.  Deber  den  Innern  Zasammenliang  der  Ifinf  Resolventen  XXI, 
Xm,  XXIII,  TYY  lyid  XXXI. 
Au8  den  in  §  217  über  die  Faetorenzerlegung  der  Oovariante 
Ci,e  der  Gayley'schen  Form  aufgestellten  Sätzen,  lassen  sicli  ver- 
scbiedene  wichtige  Relationen  zwiBchen  den  genannten  fünf  Resol- 
venteu  ableiten.    Sie  lassen  sich  BämmtÜch  in  die  Form  XXX: 

£3  _  ^J  _j_  2if  =  0 
dnrch  geeignete  Substitutionen  fiberfüliren. 

1)  Gehen  wir  aus  von  der  Besolvente 

Ci,8(a)  =  (o*  —  4afe  +  8c)2«  +  2(o'6  +  2ac  —  46*  +  16d)  ^ 
+  5(a*c  +  %ail  —  4&e)  ^*  +  20(a*d  —  c')  ^ 

—  ((r'-46cd+8o(P)  =  0. 
£in  Factor  derselben  ist 

o    ,    2o(.  -  12c  +  iaa£       ,    g&e-lSgrf+iaet 
^    T"     So'  —  8fi  +  2*t        "1"  2a6  —  12c  +  18oE  "^     ' 
wo  6  eu>e  Wurzel  von  XXX: 

e»-ifg  +  2^  =  0 
ist    Wenn  man  demnach  umgekehrt  jene  trinomische  Function  in 
C!|_«(ir)°=0  Bubstituirt,   so   wird    diese  bikubische  Kesolrente   auf 
XXX.  reducirt. 

2)  Gehen  wir  aus  von  der  Reaolvente  XXIl.,  ao  ist  ein  Factor 
derselben 

(3a^  -  86  +  24£)«  +  {ab  —  6e  +  6aJ;)  =  0. 
Wenn  man  demnach'  umgekehrt  den  Werth  von  e  in  die  Resolvente 
XXn.  einsetzt,  so  wird  dieselbe  auf  XXX.  reducirt 

3)  Von  der  Resolveste  XXL  ist  ein  Factor 

((i6  — 6c  +  6o£)i(  — (6e—  6fld  +  6c£)  =0. 
Substituiren  wir  also  den  daraus  sich  ergebenden  Wertti  von  s  in 
XXI.,  80  nimmt  diese  Resolvente  ebenfalls  die  Form  XXX.  an. 

4)  Geht  man  aus  von  der  Resolvente  XXIII.,  so  ist  ein  Factor 
derselben 

(6c  ~  6ad  -  6cg)«  +  {3c*  -  8&rf  +  24^6)  =  0. 
Durch  die  Substitution  des  entsprechenden  Werthes  von  e  geht  andi 
die  Reaolvente  XXIH.  in  XXX.  aber. 

Aus  diesen  vier  Formeln  lassen   sich  weiter  leicht  die  Rela- 
tionen herleiten,  welche  zwischen  den  Wurzeln  je  zweier  der  Resol- 
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venten  stattfinden.    Um  z.  B.  die  Beziehung  zwiscben  der  Wurzel 

a^  Ton  XXn.  und  der  Wurzel  e,   von  XXI.  zu  erbalten,   eliminire 

man  £  ans  den  beiden  Gleichungen 

(3a*  -  86  +  24e)2o  +  (ab  -  6c -\-  6og)  =  0, 
(06  _  Gc-\-Gat)s,  -  {bc  -  Gad  +  6ct)  ^  0 . 

Bemerkenswerth  ist  ausserdem,  dasa  die  beiden  Resokenten  XXT. 

und  XXU.  gemeinscbafüicbe  Resultanten  der  beiden  Gleichungen 

ay  — c'      *  ii  +  a 

Bind  und  zwar  so,  daes  wenn  man  g  aus  der  ersten  in  die  zweite 
einsetzt,  man  die  Gleichung  XXI.  erhält;  dass  dagegen,  wenn  man  y 
aus  der  zweiten  in  die  ei^te  suhstituirt,  die  Gleichung  XXIL  resultirt. 
5)  Bezeichnet  man  wieder  wie  früher  die  Wurzel  der  Gleichung 
XXI.  mit  Ä,  die  der  XXIL  mit  -0,  so  gilt,  wie  man  leicht  findet, 
folgendes  System  von  Gleichungen: 

n         +  iflff         +(|&  +  e)   =0, 

|ö+        l-c        =0, 


0  +  0 


+G' 


t+ 


Dies  sind  die  Gleichungen  toq  Heilermann  und  ihre  Determinante 
ist  die  .^-Determinante  von  Äronhold,  nämlich 


(e- 


.  a 

i  +  {) 

10. 

1« 

d 

id'  +  O- 

Sondert  man  £  aus  den  drei  Gleichungen  ab,  maltiplicirt  die  erste 
Gleichnng  mit  a,  die  zweite  mit  e  und  addirt  alle  drei  Gleichungen, 
80  erhält  man 

»  (    «■     +  i  »»  +  I  *)] 
+      (i  i»!  +  j- to  +    f()) 
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§  228.   Theorem  von  Ball*). 
Es  ist  Ton  Ball  gezeigt  worden,  dass  aämmiliche  Methoden 
der  Auflösnug  der  ToUsföndigen  biquadratiBchen  Gleichung  zuletzt 
auf  die  Kesolvente  XXX; 

+      1. 


a'+')' 


(i-^o- 


(i»+f) 


=  £'-^£+2^  =  0 


führen.  Das  GharakteriBtiBche  einer  Methode  der  Aufloaong  würde 
darnach  wesentlich  bestehen  in  der  Art  und  Weise,  wie  man  zar 
Gleichung  2^<=0  gelangt,  sowie  in  der  Form  der  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung.  Die  Besolveate  XXX.  ist  zuerst  angegeben 
von  Strehlke"*)  in  der  Form 

£»-^(6*-3flc+12d)S 


+  i 


7263  +  Qahc  -  27o*d  -  27c»  —  2&' 


später  von  Heilermann***)  in  der  Form  eines  Systems  von  drei 
linearen  Gleichungen  für  die  binäre  Form 

fi^,  y)  =  («j  h  c»  <^.  c)  («,  yf, 

nlimlich 

a{aß)  +  biad  +  ßy)  +  (c  +  f»)  (yS)  =  0, 

b(aß)  +  (|c  -  I  m)  (aS  +  ßy)  +  d{yö)  =  0, 

(c  +  m)  (aß)  +  diaS  +  ßy)  +  e(yä)  =  0, 

worin  a,  ß,  y,  8  bestimmt  sind  durch  die  Substitutionen 

x  =  a^  +  ßri,    y  =  yg  +  tfii; 
endlich  in  derForm  der  Determinante  dieseaSyeteme  von  Aronholdf). 


*)  Qnaiterlj  Joarnal  of  MathematicB  VU.  p.  6  uid  368.    1865. 
Enneper,  Notiz  über  die  biquodratiache  Gleichoug.    Zfiitecbr.  für  Hatb. 
und  Physik.   XVIII.    S.  93.   1878. 

••)  Strehlke,  CreUe'H  Journ.  XII.  S.  368.  1834. 
***]  Heilermann,  Vzognmm  der  Bealscbnle  za  Trier  1866,  und  Zeitachr. 
tax  Math,  nnd  Pbjaik.   XXI.   SM.  1876. 

t)  Aronbold,  Crelle's  Jonrn.    LIT.    1SG6. 
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Hermite*)  }iat  weiter  gezeigt,  daes  die  biquadratiBche  Gleichung 
Bich  vorher  so  tratiBformireii  lässt,  dasB  in  der  Kesolveute  XXX. 
die  entaprechende  quadratische  luTariaute  Terschwiodet,  wodurch 
Bie  rein  knbisch  wird,  nämlich 

Sie  läBBt  sich  Qbr^^ens,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll,  durch 
Änfl&Bung  derselben  dazu  erforderlichen  Hülfsgieichung 

Jr^  -  12^r  +  -iif»~0 

auf  den  Eubua  einer  zweitheiligen  Grösse  reduciren.  Das  Tbeorem 
Ton  Ball  möge  zunächst  an  dec*  Mallet'schen  Methode  nachge- 
wiesen werden. 

Man  geht  jedesmal  aus  von  der  reducirten  Form 

(§217,5.)      «•/■(s:)-(aa;  +  i.)'-  (*)  r,(ai  +  b)' 

+  ll)y,(«'  +  '')-v.-(y. 

Für  die  gew5hnhche  Form  der  Gleichung  ist  ' 
a  =  l,    6  =  -i-o, 

(§  217,  G.)  F,  -=  3  F,»  ~  aV*,«  =■  5B  -  if , 

und  wegen 

4Fi''-  F»*  — a»(FsJ*,,  +  a/4..): 
4B>  — G*  — .B^  +  ^. 
Substituirt  man  in  der  abgekQrzteu  Form  der  vorgelegten  Gleichung 
y*  —  6Sy'  +  4Gy  -  (3B*  -  ^)  =-  0 

y  =  s  -J und  ordnet  nach  Potenzen  von  s,  so  wird  die  Gleichung 

eine  reciproke,  wenn  man  die  Beducente  (22)  a'S  —  y^  =  0. ein- 
fühlt   Wenn  man  nun  die  Reducente  nach  Potenzen  von  e  ordnet, 
so  erhält  man  eine  Besolvente  vom  dritten  Grade,  nämlich 
GV  —  GBGe'  +  (12.B»  —  ^«  —  2G  =-  0. 


')  Uermite,  Snr  la  thäorie  dea  äqnations  modolaiies.  i'arie  18&9.    Man 
rergl.  oben  |  S17  (29). 
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Multiplidrt  man  diese  Gleichung  mit  G  und  berOcksichtigt,  daas 

ist,  Bo  erhält  man 

GV  —  GBGV  +  G{12B*  —  J)  s  ~  8B»  +  2B^  +  2^  =  0. 
Substituirt  man  endlich  Oz  —  2B  =  t,  bo  reaaltiit 

Diese  Gleichung  lässt  sich  leicht  auf  den  Kubus  einer  zweitheiligen 
Grösse  reduciren,  wenn  man  die  Reducente  (6)  a*  —  3j3  =;  0  in  ihre 
Variirte  einföhri.  Man  setze  6  =  YtJ  —  -y  r,  ordne  nach  Potenzen 
Ton  VV  ^^^  bilde  die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate,  wie  folgt: 

Nimmt  man  an  «^  —  3^  =>=  0,  so  ist  die  Bedingungsgteichtmg 

und  die  Gleichnng  in  q 

[l-ÄC9sfr+7if)]'--[iifr'  +  ?Ö»r-4a"  +  i?']. 
Die  Wurzel  der  quadratischen  Resolvente  in  r  ist 

Die  Besolvente  XXX.  lässt  sich,  wie  bereits  bemerkt,  noch  auf  die 
binomische 

£«  +  2^„  =  0 
reduciren,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  derartig  transformirt, 
daes  die  quadratische  Invariante  if„  gleich  Null  wird.    Statt  einer 
reducirten  Gleichung  von  der  Form 

»*  -  QBy'  +  4Gy  -  (35*  -  ^)  -  0 
erhält  man  dann  die  einfachere 

y«  _  QBy''  +  4Gy  -  3B*  =  0 , 
oder,  wenn  man  y  ^=  rj  YB  setzt, 
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Diese  GleichtiDg  läset  sich  dann  Termittels  der  Wurzel  einer  rein 
kubiachen  ßesolventa  in  eine  quadifttische  Terwandeln.  Denn  setzt 
man 

so  wird 

(,=+l-.y=.[,(l+.)-a':(i+t 

Da  nun,  fQr  ?  =  0,  G'  —  AB'  in  —  ?  übergeht,  so  hat  man  in 
diesem  speciellen  Falle  £*  +  2^  ^  0. 

Um  den  Proeess  der  Transformation  genauer  zu  verfolgen,  sei 
die  TO^elegte  Gleiehung  • 

3^^a3r'-\-bx'-\-cx-\-d  =  0. 
Man  snbstituire 

3;*  +  rcr  +  H  =  a:*  +  «a;  +  (mj  —  y)  -=  0 . 
Bezeichnet  man  die  Coefficienten  der  äleichnng  in  u  mit  a,  ßjy,S , 
setzt  ihre  quadratische  Invariante 

und  weiter 

.V*  —  au  +  J  =  r  +   -  6  , 
so  wird  nach  den  Discnssionen  in  §  217  (29) 

Setzt  man  u  <=  w  —  y  und  setzt  in  der  nach  y  geordneten  Gleichung 

4ttJ  —  a(v  —  a)  —  2fc  =  0, 
so  verschwindet  das  zweite  GUed  derselben  und  es  resuHirt 
y*_  6  jw'-|  h(r  +  li\  -{■  Zcv  ~  2ac  -\-  2d\\f  +  iG,y 

—  3  jw»-|  h(r  +  jh\  +  5cv  -  2ac  -\-  2d'\Y ■=  0. 
Nimmt  man  nun  an,  es  sei 

y  =  ,,  p- i  1^6^,- +  ifc)  +  3cu- 2oc  +  2d]  j*, 
BO  wird 

7)*  —  61J*  +  4  ^  ij  —  3  =  0 . 
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Hier  ist  der  KOrze  wegen  geoetzt 

i(«'-4«^+8,)-(?., 

i(3«'-8«-B.. 

Diese  beiden  Ansdrücke  lassen  sich  aus  den  beiden  quadratischen 
Gleichmigen  in  v  und  r  berechnen  und  die  Verwandlung  der 
Gleichacg  in  rj  nach  der  vorbeigehenden  Äoaeinandersetzimg  in 
quadratische  bewerkstelligen  und  zwar  durch  Auflösung  der  bino- 
mischen  Gleichung  von  Hermite 

§  229.    Redoction  der  blqaadratisohen  Glelohmig  durch  die  Bedu- 
oente  (21)  II.  anf  eine  quadratische. 
Bildet  man  die  Yarürte  und  setzt 

oder,  indem  man  diese  Gleichung  entwickelt  und  nach  Potenzen  Ton 
x'  ordnet, 

y'— i"  y'— r»  y'— r'  y'— r' 

80  wird  hierdurch  die  Bedü^ung  (21)  II: 

ß»  -  4ßyS -i- 8aS*  =  0 

erMUt.  Entwickelt  man  diese  PonctioD  nach  Potenzen  von  e,  so 
erhält  man  die  Resolvent«  XXXI: 

Ci,(«)-0. 
Nach  der  Auseinandersetzung  in  g  227,  l  lässt  sich' diese  bikubiache 
Resolvente  in  quadratische  Factoreu  zerl^en-Ton  der  Form 

«»  _i.  ggfc-ee  +  Ga?  bc-ead  +  iej        „ 

*^  "r   Sa»  -  Bb  +  24£  *  f    ab  ^  6c  +  6aJ         "' 

WO  £  eine  der  Wurzeln  Ton 

£»-#£  +  2^  =  0 
bedeutet 

Um  die  Wurzel  a;  ■=  a;'  +  ä  zu  erhalten,  hat  man  noch  «,  y  ■ 
und  r  zu  bestimmen.    Aus  den  Relationen 
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gyn     ^  BW      _^ 


folgt 


r        y'i 


§  330.   Hethode  der  Transform&tioii  dnroh  Einfähmug  der  Bedncente 
(23)  in  die  Varilrte. 
Eine  biquadratisclie  GleichuBg  kann  auch  auf  eioe  quadratische 
reducirt  werden,  indem  man  die  Hedncente  (23) 

„stf  —  4j3tf -f /  =  0 
setzt    Zwischen  den  Reducenten  (23)  und  (22)  findet  eine  einfache 
Beziehung  statt,  wehshe  sich  in  fönenden  Sätzen  ausdrucken  läset: 
Wenn  zwischen  den  Ooe^Gcienten  einer  hiqaadratiachen  Gleichung 
die  Beziehungen 

<i*rf  — 4&d  +  c*  — 0 
oder 

a'd  —  c*  =  0 
stattfinden,  so  gilt  ftlr  die  entaprechenden  Goefficienten  der  Gleichung 
ihrer  Wurzelquadrate  die  Beziehung 

A'D  —  C^^O; 
und  umgekehrt: 

Wenn  zwischen  den  Coefficienten  die  Beziehung 
a'd  ~  c'  =  0 
stattfindet,  so  ist  in  der  Gleichung  ihrer  Quadratwurzeln  entweder 

öder  auch 

^»i>_C*  — 0. 
Um  dieB  zu  erweisen,  schreibe  man  die  Beducente  (211)  in 
der  Form 

(a-~2ß)d  =  y^—2ßd. 
Bildet  man  aus  der  varürten  Gleichung  die  Gleichung  ihrer  Wur- 
zelquadrate 

(l"/  -  (a'-  2«(«")'  +  {/J-  -  2«,  +  2e){x')' 
-(y'-2ßä){x-)  +  i'~0, 

MaltbicMen,  Gnuidiage  d.  mnL  n.  mod.  AlBebrn.  41 
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80  wird  diese  imter  dereelben  BediDgui^;  reciprok.    Denn   quadrirt 
man  die  Torhergeliende  Gleichung,  80  muss  anch 

(a*  -  2ßyS*  —  (y'  -  2ßdy  =  0      . 
Bein,  worin  die  Form  der  ßeducente  (33)  erkennbar  wird.    Uebrigeus 
wird  niEin  auch  finden,  dass,  wenn  man  die  Gleichung  der  Wurzel' 
quadrate  von 

«'*  +  ax"  +  ßx''  +  yx'  —  ^rzrn  =  ^ 
bildet,  das  Absolntglied   gleich  dem  Quadrate  des  Quotienten  aus 
dem  zweiten  und  vierten  CoefficieDten  wird. 

Um  nun  die  Beducente  (33)   zur  Auflösung  der  voUstündigen 
biquadratiachen  Gleichung 

a!*  +  ai^  -\-  bx*  -\-  ex  -{-  d  =  0 
zu  benutzen,  bilde  mui  die  Tariirte,  führe  in  deren  CoefGcienten 
a,  ß,  y,  ä  die  Bedingung 

o««J  _  4/Jd  +  y»  =  0 
ein  und  entwickele  eie  nach  Potenzen  von  e,  wie  folgt: 
(4«+o)»(«*+a5»-i-&Ä»+(»+d)— 4(as*-[-3(W-|-Ä)(«*-|-aÄ'-|-6^+c«+d) 

+  (4«'4-3o?»  +  26«  +  c)*  =  0. 
Hierana  resultirt  die  bikubiscfae  Reeolvente  XXY: 

+ 1  (a'c  -  4ad)ii  + 1  (aV  ~  46d  +  c»)  =  0 . 

Dieselbe    ISsst   sich   in   drei  quadratische  Factoren    zerl^en    von 
der  Form 

4«»  +2ag-\-2y,-=0, 

4^*  +  2a<!  +  2j/g=.0, 
wobei  y,,  y,,  y,  die  Wurzeln  der  Resolvente  XIII  bedeuten.    Dividirt 
man  nämlich  die  drei  Partialgleichungen  durch  4  und  multiplicirt 
sie  miteinander,  so  resultirt 

«'+|<"'+ä-(j'i  +  »,  +  !'.+|«')»'+l«(y, +</.+!(.+{»*)»" 

+  ^^Mt+Mi+StSt+l  »'(Si  +  S. +Si)l  «; 
+  i  "(yi  »>  +  !(.!/.  +  Hty,}'  +  1 !'.!'.!'.  —  0  ■ 
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Setzt  rnttu  nnn  in  den  beiden  bikabischen  Qleiebungen  die  homo-  * 
logen  Coefficienten  einand^  gleich,  so  erhält  man  Folgende  6e- 
stininmngsgleiohuiigeQ  t&i  tfnHnya- 

Ji  +  ya  +  ys  .=  t , 
ViVi  +  »affs  +  y^yi  =  ac  -  4(7 , 

Viftys  =  o*'^  —  4?»^  +  c'  . 
Die  Gleiehnag  in  y  ist  demnach  die  Resolvente  von  Simpson: 
ys  _  jys  _|_  (ac  -  id}y  ~  (a*d  -  46d  +  c")  =  0  . 
Wir  -wollen  noch  diese  Gleichtuig  von  ihrem  zweiten  Gliede 
be&eien  und  setzen  deshalb  an  ihre  Stelle 

(s  -ji)'-  |(i'  -  3»»  +  12<0(!'  -  1») 
+  ^p2J<i  +  ffabi  ~  ^a'd  -  llif —  2i>)  — 0  . 
Wenn  man  non 

snbstituirt,  so  geht  die  kubische  Resolvente  Ober  in 

f  -  if  S  +  2»- _  0  . 
Man  erhält  auf  diese  Weise 

il'  +  2(il  +  jb H, 


|(6«'  +  3o,  +  6)--f  S, 

einen  Ausdruck,  der  wiederholt  bei  bitubischen  Resotventen  schon 
Yorgekommen  ist.  Wir  können  ihn  auch  hier  benutzen,  um  die 
Eesolvente  XXV  durch  die  beiden  Invarianten  auszudrücken.  Da 
lüimlich 

(49'-  16#(4£)  + 128^  =  0 
ist,  so  geben  wir  der  ResoWente  XXV  nunmehr  die  Form 
Uz^+2ae  +  ~by~lGä'Ue'  +  2ae-\-lb\  -  128^  =  0, 

oder 

(6*»  +  äae  +  bf  —  36^(6«»  +  3as  +  b)  —  432#  =  0  . 
Um  die  Bedeutung  der  Grösse  y  klarer  hervor/uheben,  go  folgt  aus 
der  Gleichung  von  Simpson 
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3/g  =  a^i  a^  +  x^x^ , 
imd  hierans  die  drei  folgenden 

«I  =  ffi  +  y.>  =  (^1  +  Xt){^i  +  ^J , 

«*  =  »/i  +  f/u  =  (^1  +  ^){x^  +  ^a)  , 

«3  =■  ?!  +  ?»  =■  (^1  +  ^i){^i  +  a's)  . 

«,,  Mj,  Mj  sind   also  die   Wurzeln  der  Gleichung   der  Wurzelsum- 
men  der  Gleichung  in  y,  aleo  von  der  Resolveute  XVI: 

„3  _  2iM«  +  (6»  +  ac  —  4d)w  +  (o*d  -  aftc  +  c*)  =  0  . 
Ferner  folgt  aus  der  Bedeutung  von  m,    wenn   x^^-\-  Xi  =  o  ge- 
setzt wird, 

ff^  +  aff  +  M,  =  0, 

a=  +  flff  +  Wg  =0. 
Diese    drei    quadratischen  Gleichungen  geben  die  Wurzeln  0,,  a^, 
flg,  a^,  (Tj,  »e,  und  zwar  ist 

<ii^x^-\-x^,    a^  =  x^-^x^, 

O'i  =  ^1   +  ^ä  )      «5  ==  «^*  +  ^4  1  . 

0^'=  Xi-\-  x^J     a^'=  x^-\-  x^. 
DemgemSes   lassen  sich  die  Wurzeln  x^,x^,x^,x^  der  voi^legten 
Gleichung  ausdrücken  durch  alle  sechs  Werthe  von  0,  nämlich 

^i  =  {  (»i  +  Oa  +  «ä  +  O)  ,     ■ 

^  =  Y  t*l   +  "6   +   »4  +  ö)  , 

a^  =  Y  (06  +  «i  +  Ö4  +  «) , 

3^4  =  I  (ffe  +  Ö5  +  «s  +  «)  ■ 
Da  femer 

ö=  -|(«'-fV'«'-4») 
ist,  so  sind  die  Wurzelformen  auch  noch 

a^t  und  Xi  =  —  j-  [o  +  Va*  —  4m,  +  (Vo»  —  4«,  +  Vo*  —  4uJ  ] , 
»,  und  a:«  =  ~  Y  [o  -  Y<?~^^4^,  ±  (>^^4^  —  V«*~^^^0 1  ■ 
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645 


Es   lassen    sich   übrigens    die    vier   Wurzeln   auch    ohne    die 
Gleichnug  in  u  berechnen  aus  dem  Typus 

Man  setze 


Baraos  folgt 
nnd  somit 


XiXj  =^Pi  ,  XgX^  ^  JT,  ^  d 
X^Xg  =Pi  ,  X,X,,  ^  JI^  =  d 
*1*1  =  Pi  I       *(*S   =  «3   =  d 


Pi, 
Pi, 
Pi- 


Pi  und  «,  ■=  4"  G/i  i  l/y,*  —  4d)  , 
ft  und  acj  —  Y  (ffi  +  Vy^—  4rf}  , 
j),  und  %  =  -3-(!/s  +  >'y»'  — 4d). 
DemgemäsB  sind  die  Wurzelformeo 


[  i>i  j'a  i>a  +  ( i»!  +  J^i  +  J^yj  =  y  iJi  Pä  Po  <' =  H- « 


ist,  oder 


/«iPiP. , 


wenn  die  Bedingung 

Oii^iPs  +  (i'i  +  Pi  4- i'j)^] :  Vp^i'jf' =  +  ('•;  y<0 . 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Bedingung 

[jiiWgWa  +  (jTi  +  «j  +  n^d] :  yit,  Ä.Äjf/  =  +  a 
erfUlt  wird. 

Für  die  angefOlirten  arithmetisclien  Wurzel  ausdrücke  kann  man 
auch  folgende  logaritbmische  setzen: 
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log(a!,*)  =  logj),  +logft  +logl's  —  logÄ, 
log  (»:»*)  =  log  pi  -f-  log  n^  4-  1(^  JT,  —  log  li , 
log(%*)  =  log  «1  +  log  Pj  +  log  «j  —  log  d , 
logCar^*)  ■=  log  «,  +  1<^  31,  +  1<^  Pj  —  log  <*  ■ 
Die  vier  Wurzeln  lasaen  sich  sacli  mittels  einee  einzigen 
Werthes  von  p  finden,  z.  B. 

Wegen  der  identischen  Gleichung 

(ar.  +  ar.  +  a:.  +  j:.)x.».  ~  [a^.^.  (».  +  ^.>  +  ^  ^«  (''n  +  '^U 


»'.+='. 

(c  -  ap)p 

arf- 

cp 

'  p*  - 

-d  ■ 

Daraus  folgt 

x'-ix,+  x,_ 

)i  +  »,i,-i'-!^ 

-  <'p)p 

—  d 

I+p. 

-0, 

und 

^-{x,+i:. 

).  +  »,:..  =  =.'-|i: 

^' 

+  1- 

0. 

vier  Wuizelwerthe  der  vorgele^n 

biqDadra- 

tisclieii  Gleidimig 

«1  \  _  <=  - 

«pjp  ±  V^S^Vp)'?" 

:jlS 

''--3? 

^r 

2(p'-i) 

TdXi>'~ 

~«"^. 

i,\  _(«''■ 

-cp)+VM  — cp)'" 

-.)- 

2(P'  -  « 

Beiapiel.    Aa&oIöBen 

-•+1 

^-I2i«'  +  3H.+  , 

—  0. 

Die  kubische  Reaolvente  in  y  ist 
and  eine  Wurzel  derselben  ^j  =  —  2  -^  ;    daraus   folgt  p  = 
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und  Ä  =  —  ö^ .    Die  vier  Wurzeln  der  Haup^leicliang  sind  dem- 
gemäss 

*i  =  |,    a;. 4,    3;,  =  3,    a:,  =  -1- 

Die  Variation  s  ergibt  sicli  aus  der  Gleichung 

I     3  '  « 

und  der  Werth  von  i  aus  der  Relation 

§  231.    Redaotlon  einer  biqnadratlBGlieD  Qleloliiuig  mittels  Reda- 
oente  (23)  auf  die  Differenz  zweier  Un&drate. 
Setzt  man 

(«'*  +  mx'y  —  {nx'  +  p)*  ■=■  0  , 
oder,  indem  man  nach  Potenzen  der  Yariirten  unbekannten  aT'=-x — z 
-  ordnet, 

a;'*  +  2ffia:'»  +  (»M*  —  »*)a:'*  —  2n;)a;' —j)»  ==.  0 , 
BO  wird  wegen  der  Relation 

-  (2».)»i>=  +  4(fM*  -  »V  +  (2«1>)'  =  0 
offenbar  die  Bedingung  o*d  —  4/3d  +  y*  =  0  erfttUi   Die  varürte 
GleicboDg  lässj;   sich   dann   in    das   Froduct    zweier    trinomischer 
Factoren  zerlegen,  nämlich  in 

(a:'.  +  [w  +  n\x'  ■{■  p)  {x''  +  [*»  -  n]x'  -p)  =  0, 
oder  kurz 

(a;''  +  Ma:'  +  p)  (x"'  +  va:'  —  p)  =  0  . 
Entwickelt  man  dies  Frodnct  nach  Potenzen  von  x' ,  so  resultirt 

*'*  +  (w  +  v)x''  +  uvx'*  +  («  —  tj)j)a;'  —  ^*  ^  0  . 
Wegen  der  Relationen 

«  +  „  =  a,     «f;  =  ^,    p  =  >^"* 
sind  «  und  v  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

»/*  ~  «1)  +  |3  =  0  . 
Die  vier  Wurzeln  der  varürten  Gleichung  sind  also  enthalten  in 

x'^-\-71.x' -=J=  =  0, 
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£u'ili<:)i  ixt  X  =■  x'  -{-  z,  wo  /  eine  Woizel  der  Besolreote  XXV 
IjczeiclineL 


g  ^:i2.    B«d>eUon  der  biquadratiselun  fileieho;  dareli  Vimtioa 


(-  +  -/-/-,'^o. 


I^iese  Transformation  lässt  si£h  dnrch  EinfQhrnng  der  Beda- 
ceut«  (23)  a'A  —  4ßd  +  y"  ^  0  in  die  Variirte  bewerkstelligen. 
Entwickelt  man  nämlicb  die  snbstitoirte  Function  nach  Potenzen 
TOD  x' ,  so  erhält  man 

^  1       -  a'  ^  1-9'  ^  1  —  g'         T^      1  _  g' 

Die  Variirte  sei  wiederam 

x'*  -j-  ax'  -\-  ßx'*  -i-  yx'  -i- i  —  0  ; 
tlann  erhält  man  durch  Vergleichtmg  der  homologen  Goefficienten 
die  BeHtimmungsgleichuugen 

^_u  —  2m         p_  —  m'  — 2n  _  y  —  2 »t w  _  9  —  n' 
'i    ~        a  -ß-2p        —  Y  —  a^p'" 

J)a  jedoch  drei  BesUmmung^eichongea  geotlgen,  so  bleibt  das 
Verhültiiiss  zweier  Grössen  willkürlich,  z.B.  q*^n:p.  In  diesem 
Falle  ist 

n  -^  y  ;  a ,    j>  ■=  —  aS  :  y  ,     m  =  2ß  :  a  ,    q=  —  y* :  a*d , 
iinil  es  wird  zugleich  die  Reducente  (23)  zum  VerBcbwinden  ge- 
bracht.    Die  transformirte  Gleichung  wird  durch  Wurzelausziehung 

Vi  {x^  +  mx'  +  n)  =^  ±yit(x'*r]-j,)  , 
o<bT  geordnet 

Die  Gri'iHHcu  p  und  »  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 


"  + 


'.<)-,• 


'(y''ü  +  vi,)' 
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Von  der  Gleichung  in  i;  lässt  sich  auch  die  Gleichung  ihrer 
Quadratwurzeln  bilden,  nämlich 

Die  ReBolrenf«  ist  hier  wie  früher  die  bikubische  XXV.  Sie  ist 
immer  lösbar,  entweder  dadurch,  dass  man  sie  in  drei  quadratische 
Factoren  zerl^t,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  oder  auch  dadurch, 
dass  man  das  zweite  Glied  zum  Verschwinden  brii^t.  Setzt  man 
nämlich  2  "»jS' —  ra,  so  verschwinden  alle  ungeraden  Potenzen 
der  Resolvente  und  man  erhält  XVIII: 
e-o  —  (3a'  -  Sby*  +  (3a*  ~  16a'6  +  64ac  -  256d)«'* 
—  (o*  —  8o*6  4-  64a»c  -  768o'd  +  ^OiSbd  —  5120")  =-  0  . 

§  233.    Anwendong  des  Theorems  von  Ball  auf  die  vorangehenden 
Methoden. 
Substituirt  man  in  der  reducirten  Gleichung 

j^  _  6Sy*  +  4Gy  -  (35'  -  ^)  =  0 
f/  ^^  3  -j-Vs,  ordnet  nach  Potenzen  von  s  und  fahrt  die  ßeducente 
(33)  ein,  so   wird  die  Gleichung   in   s   direct  lösbar.     Entwickelt 
man.  die  Reducente  nach  Potenzen  von  e,  so  resultirt 
E-  R  f  ^«  -  5Bz^  +  (SB*  —  ^)e  —  (B»  -  B?  +  2if)  =  0  . 
Substituirt  man  endlich  noch  z  —  B^t,  so  gelangt  man  wieder 
zur  Resolvente  XXX,  nämlich 

£^  — #6  +  2if  =  0. 

§  234.  Hethode  der  TransformatlOB  durch  Einföhnuig  der  Reda- 
cente  (24)  in  die  Varlirte.  —  Methode  von  Schlesiobe. 
Eine  biquadratische  Gleichung  wird  auf  eine  quadratische 
reducirt,  wenn  die  Summe  zweier  Wurzeln  gleich  Null  ist^  in  wel- 
chem Falle  die  Reducente  (24)  verschwindet.  Es  lässt  sich  nun 
durch  eine  lineare  Transformation  eine  neue  Gleichung 

x'*-  +  ax'^  +  ßx'*  +  yx'  +  5  =  0 
bilden,  in  welcher 

o^d  —  aßy  +  y*  =  0 
wird.    Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  e,  so 
resultirt  die  Resolvente  XXIV: 
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^  +  ■  «^+  ^  (3a»  +  24)^*  +!(«*  +  4a6)r» 

+  ~(2a=6  +  ac  +  6»-4dy  +  l{o»c  +  o6*-4ad)« 

-  ^  (a*rf  -  flfcc  +  c*)  =  0  . 

Dieselbe  findet  sich  bei  Lacroix  C^^*^))  Blomstrand  (1847), 
Schleeiclce  (1851),  Job  (1864)  und  ist  identisch  mit  der  Gleichong 
der  halben  Wurzelsonuuen  oder  der  arithmetischen  Mittel  je  zweier 
Wurzeln  der  vorgel^^n  Gleichtmg.  Die  Bildung  dieser  Gleichnngen 
ist  in  §  19  gelehrt  worden  und  es  m^e  hier  dieselbe  noch  speciell 
fQr  die  biqaadra4d3che  Gleichung  voi^enommen  werden.  £a  sei  zu 
diesem  Zwecke  angenommen 

2  (^1  +  ^)  =  ^  ,      I  (l,  —  Xi)  =  X'  . 

Dann  ist  allgemein  x  =  x'-\-e.  Man  erhält  nun  die  Gleichung 
der  arithmetischen  Mittel  der  Wurzeln,  wenn  man  x'  eliminirt 
aus  den  beiden  Gleichui^en 

I.    (x  +  ef  +  fl«+  df-\-b{x-\-zf  +  e{x'-\-g)->rd  =  Q, 
IL    «—  «)*  -  a{x  —ey-\-h{x'  —  e)*^c(x'^B)  +  d  =  0. 
Die  Sbrig  bleibende  Function  ist  dann 

(Xi-{-Xt~  ^s)(Xy  +  a^s  —  2z)(Xj  +x^  —  2z)  x 
(ar,  +  Xs-  2z)  {x^  -\- x^  -  2i)(x3  +  x^  -  2^)  =  0  . 
Entwickelt  man  die  Gleichungen  I.  und  II.,  so  ist  die  halbe 
8amme  derselben 

m.  x''-^{6z'-\-3aa-\-b)x''-\-(g'-\-az^-\-bz'-i-ez-\-d)=0 
die  halbe  Differenz 

IV.     (4z  +  ajx'"  +  (4j»  +  3air*  +  2bz  +  c)x'  =  0  . 
Dividirt  man  die  letzte  Gleichui^  durch  x'  und  setzt  den  Werth 
x'*  in  die  Torhei^hende  ein,  so  erhält  man  die  ßeducente 
«M -«/*>■  + (J*=0. 
Die  Formen  der  beiden  Gleichnngen  m.  und  TV.  legen  ea  uns 
nahe,  eine  derartige  Theilung  des  Polynoms  vorzunehmen,  wie  es 
auch    Ton   Prancoeur*)    and    Schlesicke"*)    direct    ausgefthrt 

*}  Conn  compl.  de  tnathäm.  II.  g  681.    Farü  IBST.    U&n  Teigl.  auch 
oben  i  Sit. 

**)  Gmn.  Areh.  SVl.  68.  1860. 


lyGoo^^lc 


8  234.    HeUiode  von  Schlesicbe.  Gf>l 

worden  ist  Schleaicke  and  Job*)  haben  gezeigt,  wie  man 
die  bikubJBcbe  Reaolvente  XXIY  in  drei  quadratische  Factoren  zer- 
legen kann.     Man  setze  zu  diesem  Zwecke 

ie'  +  2a.E  +  M,  =  0  , 

4ä*  +  2o«  +  Mj  =  0  , 

4«*  +  2oir-fW3-=0, 
worin   die   Absolutglieder  u^,  u,,  u^    noch   unbestimmt,   aber,   wie 
gleich  gezeigt  werden  wird,  die  Wurzehi  der  kubischen  Resolvente 
XYI  sind.     Dividirt  man  nämlich   diese  drei  Partialgleichungen 
durch  4  und  moltipticirt  sie  mit  einander,  eo  erhält  man 

^«+^a^  +  i(u,  +  «,  +  «,  +  3aV  +  To(«*+«*+«3+2«*)^ 

+  ^  [«I«»  +  «S«S  +  «S«l  +  «*(«I  +,«s  +  «s)]'^' 
-f-  —  a(u,ttt  +  MjMj  +  MsMi)^  +  —  UjU^U^  =  0  . 

Setzt  man  in  den  beiden  kubischen  Gleichungen  in  e  die  homologen 
Goefficienten  einander  gleich,  eo  erhält  man  folgende  drei  Bestim- 
mung^Ieichungen  fKr  Ui,Uf,  u,: 

»1 +"» +  «s  =  26, 
«,«,  +  «,«,  +  «,«,  =b*  +  ac  —  4d, 

**i"s«8  ■=■  —  ('**'*  —  «ftc  +  c*)  ■ 
Demnach  sind  u,,w,,u,  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 
u"  -  2hu'  +  (&»  +  oc  —  4d)u  +  (ö»d  —  öÄc  +  c»)  =  0  . 
Diese  vollständige  kubische  Gleichung  kann  man  auch  noch 
von  dem  zweiten  Gliede  befreien  und  an  ihre  Stelle  setzen 

~  ~(72M  +  9aSe  -  27o'ii—  27ir  -  2t")  —  0  . 
Wenn  man  nun  weiter 

«-fl 2S 

snbstituirt,  so  geht  die  kubische  Kesolvente  über  in 

Man  erhält  auf  diese  Weise 


•)  Job,  Boik.  zur  Aufl.  der  Gleichnngen,    Progr,    DreBden  1861, 
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4z*  +  2ff2+  3  &  =  2£, 

und  weil 

(2t)'  -  4  J(2g)  +  16^  =  0 
iHt,  SO  nimmt  die  Resolvente  XXIV  nnmaelir  die  Form  an 
(4.-*  +  2az  +  ^  bY  -  4<f  Uz^  +  2fl^  +  I  ft)  +  16^  =  0, 

oder  anch 

(6/  +  3ae  +  bf  -  9if  (62=  +  3a^  +  ft)  +  54^  =  0 . 
Aus  der  Gleichoi^ 

*  4f*  +  2fl2  +  I  6  =  2t 
folgt  weiter 

(2.+  '<.)*-2S+ia'-|(,_is., 
ond  somit 

Füluen  wir  ans  der  Torhetgehenden  Oleiclimig  fOr  t  seinen 
Werth  in  die  Gleichung 

£»-^£+2^  =  0 
ein,  so  erbalten  wir  die  Resolveote  XVII: 
^  _  (3fl*  _  8fc)y*  +  (3o*  —  16o*ft  +  16ac  +  166*  —  64^)^* 
—  (o»  — 4o6  +  8c)*  =  0, 
welche  eich  zuerst  bei  Lagrange  findet.    Es  ist  dies  flbrigeds  die- 
selbe   Gleichung,  welche   wir   erhalten    haben   würden,   wenn   die 
Variation  durch  die  Substitution 

ansgefßhrt  worden  wäre. 

Wie  nun  ans  den  abgeleiteten  Formeln  die  yier  Wurzeln  ge- 
funden werden  können,  ist  leicht  zu  übersehen.     Mit  Hülfe  von 

J?-.f£  +  2#  =  0 
findet  man  aus  der  Gleichung 

4«»  +  2a2  + J6  =  2g 
eechs  Werth©  von  z,  nämlich  . 
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»1  —  -j-  K  +',),      «.  —  Y  (*>  +  *«)  . 
».  —  y  (a^i  +  *.)  ,       »ä  —  Y  (%  +  ».)  . 

«•  —  Y  ("^1  +  I.) ,      «1  —  Y  (»«  +  *a)  • 

Daraus  folgt  darch  Addition  je  dreien  Gleichungen 

»,  ■=  «1  +  ».  +  «j  +  -j  <" , 

«.  —  «1  +  «s  +  «.  +  Y  <" , 

*.  —  «.  +  2.  +  »4  +  Y  »  ,■ 

*.  —  ««+  »t  +  «■+  j  <•  ■ 
Uebrigena   lassen  sich  die  rär  Wurzeln   aoch  mittels   eines 
einzigen  Werthes  TOD  e  berechnen.     Aus  III.  und  IV.  folgen  die 
Gleichungen 

."  +  i  =  0. 
Dividiren  wir  die  letzte  Gleichniig  in  die  Yarürte 

x'*  -\-Ax''  +  ßx*  -J-  yx'  +  ~^-^=-^  =  0  , 
ao  ergibt  sich  daraus  noch  die  »weite  quadratische  Qleichung 

a;'*  +  ax'  +  "^  ~  ^  =  0  . 
Man  findet  demnach  x,,x^,x^,x^  aus  den  Gleichungen 

x'^  +  ^x'-^^-lf^-O, 

und 

x'  ~\-  e  ==  X  . 

§  335.    Reduction  einer  biquadratlschen  Oleichnng  mittels  Redn- 
cente  (34)  auf  die  Differenz  zweier  Quadrate. 
Setzt  man 

(«''  +  ma:'  -|~  ft'f  —  (mx'  +  p'f  =  0  , 
.oder,  indem  man  nach  Potenzen  der  vanirten  Unbekannten  x'  •=x  —  z 
ordnet, 
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a:'*  4-  2mx'^  +  2««'*  +  2m(n  —  p)x'  +  «'  —  p*  =  0  , 
Bo  wird  durch  die  Relation 

(2m)*(«'  -  p«)  -  (2m)'2n(»  -  p)  +  (2m)^(n  -  p)*  =  0 
die  Rednceute  o'd —  a/äy  -f-  }^  zum  Verschwinden  gehracht. 
Die  Yarürte  ^Ust  sich  in  das  Product 

-  (a:'*  +  n—p){x'*  +  2mx'  +  «  +p)  =  0 
verwandeln,  oder  kuiz  in 

(a;'«  +  3)(a;'»  +  «i'  +  «)  =  0. 
Entwickelt  mau  dies  Prodnet  in  das  PolTnom 

x'*  4-  «^'*  +  (ä  +  w)a:''  +  qux'  +  fft"=  0  , 
so  gelten  die  Bestimmung^leicbnngen 

=  =     •  =  »P  —  v, 

Die  Grössen  s  und  v  sind  demnach  die  Wnizeln  der  Gletehnng 

und  die  vier  Wurzeln  der  varürten  Gleichung  gegeben  durch 

x'^  -\-  ttx'  -f-  ijj  =  0  . 
Endlich  ist  x  =  x'  -\-  e,  vo  e  eine  Wurzel  der  Resolvente  XXV 
bezeichnet. 

§  236.    Rednotlon  der  biquadratlBclien  Oleicliiuig  dorcli  Variation 
auf  die  Form 

\      px'  +  q         )  \p)    "^ 

Diese  Transformation  lässt  sich  durch  Einführung  der  Redu- 
cente  (24)  in  die  Variirte  bewerkstelligen.  Dean  entwickelt  man 
die  Substdtuirte  nach  Potenzen  von  x',   so  resultirt  die  Gleichung 

:t-  +  2mi-'+2«i'  +  2».'"'~'"l-+'''"'~''"'-0, 

welche  der  Bedingung  a*d  —  aßy  +  j^  ^  0  Gen^e  leistet. 
Setzt  man  der  EOrze  wegen  also 

x'*  +  ax'"  +  ßx'^  +  y«'  -f  tf  —  0 
und  setzt  die  homologen  Coefficienten   einander  gleich,  so  erhält 
man  folgende  Bestimmungsgleichnngen: 
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§  237.     Anwenduii^  des  Ball'Bchen  Theorems. 

•li  +  rl      „. ^ 


„„.-«  =  . 


Ea  bleibt  also  eine  der  Grösaen  p  und  q  willkürlich. 

Setzt  man  q:p'=p:m,  so  ßJlt  die  Methode  mit  der  im  vorher- 
gehenden Par^raphen  beschriebenen  znaammen;  es  wird 


Darana  ergeben  sich  wieder  die  Gleichongen 


a;'*  +  ax'  + 


«p- 


§  237.    Anweidiing  des  Theorems  von  Ball  auf  diese  Methoden. 

Wenn  man  in  der  reducirten  Gleichung 
(x  +  y  aX  —  GBfa:+^  oV  +  4G (x-^- ^a\  -{3B^^f)=0, 

oder  in  kürzerer  Form 

/  —  6£y»  +  4Gy  —  (3J?*  -  ^)  =  0 , 

y^a  +  T' — Y^  setzt  und  nach  Potenzen  von  $  ordnet,  sowie 
die  Reducente  (24)  in  die  neuen  CoefBcienten  einführt^  so  wird  die 
Gleichung  in  s  direct  lösbar.  O^'duet  man  die  Reducente  nach  Po- 
tenzen von  e,  BO  resultirt 

e"  -  GBe^  +  (12B*  ~  ^)e  -  (SB'  -  2Bf  +  2?^)  =  0  . 
Substituirt  man  endlich  g — 2£  =  — £,  ao  gelangt  man  wieder 
zur  Reaolrente  XXX,  nämlich 

e*-  if£  +  2#  =  0. 

§  238.  Methode  der  Transformation  dnroh  ElnlOhrnng  der  Beda- 
oente  (24)  I  und  (26)  In  die  qnadrat^h  varürte  Stanunglelchong. 
Eine  biquadratiache  Gleichung  lösst  sich  immer  auf  eine 
quadratiache  Form  bringen,  wenn  die  Wurzeln  eine  arithmetiache 
Proportion  bilden,  in  welchem  Falle  die  hnbiache  Variante  G  oder 
Fg  verachwindet.  Bei  der  allgemeinen  Gleichung  mnss  man  auchen, 
die  kubiache  Variante  der  Vapirten  zum  Verschwinden  zu  bringen. 
Dieaea  kann  durch  eine  quadratiache  Transformation  bewerkatelligt 
werden,  indem  man  aetzt  {x  —  if^x'.  Dieaelbe  führt  auf  die 
Gleichung 
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x'*  +  a^x'^  +  ftic'*  +  Yix'  +  Äi  ■=  0, 
tmd  die  Entwickelung  der  Reducente  (26),  nämlich 

-  (b,»  -  4a,ft  +  Sy,)  =  o«  —  6ii*^+8a'(ay  +  />»  —  *) 
-  lÖa/Jy  +  8/ ==  0 
nach  Potenzen  der  Variation  s  fahrt  auf  die  Kesolvente  XX  unter 
der  speciellen  Form 

(a^  —  4ab  +  Hc)^  +  y  (3a*  —  Ua'b  +  20ac  +  86*  —  32(r>* 

+  ^  (3o*  —  lGa»6  +  20a*c  +  IGaJr  -  32od  -  I6bc)e 

+  g  («*  —  6a*6  +  8a»c  +  8a^t*  —  8n"rf  —  16afcc  +  8c-)  =0. 

Dieselbe  findet  sich  zuerst   in  den  Schriften  ?on  Lagrange  (R^- 
fiexions  etc.  pag.  193).     Setzt  man 

z^—      a--        -  -"T 

so  resultirt  di«  Resolvente  XXX. 

Die    vorgelegte    biquadratische   Gleichung   vrird    durch   diese 
Transformation  nun  auf  die  Form 

x'*  +  a,x'^  +  ß,x''  -  l-  (V  -  ia,ß,)x-  +  Ä,  =  0 

gebracht^  welche  sich  in  zwei  quadratisclie  Factoren 


und 


■  +  |«.--  +  ''±*^'^-o 


■  +  |..«'  +  !^ÄSM_o 


zerl^en  lässt.  Hieraus  findet  man  schliesslich  x  =  Yx'-^-s.  Die 
ßereclmung  der  Grössen  Oj,  ft,  y,,  d,  ist  aus  dem  Früheren  (§  217) 
bekannt;  es  sind  nämlich  die  Ooefficienten  der  Gleichung  der  Wurzel- 
quadrate der  linear  tranaformirten  Gleichung. 

§  239.   B«daction  der  biqnadratlBolieii  Oleichang  mittels  der  Bedn- 

ceBte  (21)1  auf  die  Differenz  Bweier  ftuadrate  eder  das  Prodnct 

zweier  trinomlsoher  Paotoreu. 

Eine  btquadratische  Gleichung,  in  welcher  die  Reducente  (21)1 

gleich  Null  ist^  lässt  sich  stets  auf  die  Form 

(x''  +  mx'  +  n)«  —  p«  =.  0 
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g  839.    Redacljon  mittek  der  Redacente  (21)  I.  667 

bringen  oder  auch  in  dw  Product 

(«'»  +  mx   +  [n  +p\){x'*  -i-  mx-  +  [»  -  j>])  =  0 
Terwandeln.  Entwickelt  man  dasselbe  nach  Potenzen  von  x',  so  reaultirt 
x'*  -f-  Hmx'^  -f  {ni*  +  2n)x'*  +  2mnx'  +  («*  —  p«)  ™  0  . 
Tergteicht  man  die  homologen  Glieder  der  beiden  yariirten 
Gleichungen,    so    ci^eben    sich    daraus    folgende    Bestimmungs- 
gleichungen fUr  ni,  n  und  pi 


m  ==  —  «j ,     «  =  yi :  «1 ;     p  •=  V^y/  —  «i'^i  :  a,  . 

Hieraus  ergeben  sich  leicht  die  im  vorhergehenden  Par^raphen 
aufgestellten  Formeln.  Man  kann  denselben  eine  etwas  modificirte 
Form  geben,  nämlich 


x'  +  \-  o,»'  -  i  («,'  -  4ft)  + 1  nV"  -  4?,)-  -  US,  -  0. 

Die  Function  («/  —  4^i)*  —  64d,,  welche  hierbei  auftritt,  hat 
noch  eine  bemerkenswerthe  Bedeutung.  Wenn  nämlich  dieselbe  in 
einer  biquadratischen  Gleichung  gleich  Null  wird,  so  verschwindet 
zugleich  die  kubische  Yariante  der  Qleichung  ihrer  Quadratwurzeln. 
Hat  die  primäre.  Gleichung  also  die  apecietle  Form 

I*  +  aar"  +  6a:»  +  ea  +  '-^^^-  =  0  , 

Bo  hat  die  andere  Gleichung  die  Form 

x»  -)-  ^ic"  +  .Ba^  —  '  {A^  —  AAB)i^-  +  i)  =  0  . 


g  240.   Rednetion  einer  biqnadratlsohen  Qleichang  darch  V&rlatiim 
aof  die  Form 


Wenn  man  die  Reducente  (31)1  in  die  CoefGcienten  der  qua- 
dratisch Variirten  einführt,  so  lässt  sich  die  transformirte  Gleichung 

x*  +  aix">  +  ß^x'*  +,yix'  +  tf,  —  0 
stets  auf  eine  der  voranstehenden  analoge  Form  bringen.    Man 
kann  zonuchst  n*  willkürlich   annehmen,   z,  B.  gleich  —  1.     Ent- 
wickelt man  die  Substituirte,  so  resultirt  bei  den  Annahmen 
1 
«*  "=  T  ""     "  =  ^1  '    P'^Vi' 
die  Gleichung 
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«''+«■»''+  (■["!'+  »i  +  sA^'+YOiCSi +  !/,)«' 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  erfttUen  die  Bedingung 
«1*  —  4«!^,  +  ^^i  ^0  und  diese  gibt  nach  Potenzen  der  Variation 
z  entwickelt,  die  ResoJrente  XX.     Die  reducirte  GleichuDg  iat 

^■' + i  «.»•  + 1  [fe  + ».)  ±  (».  -  »J  V^^l  -  0 . 

Die  Grössen  j/,  und  y,  berechne  man  &as  den  Belationen 

Vi  +  y,  —  ^n  ■  «1 , 

»,■  +  !'.'- 2  «1,        

Man  kann  auch  ^i  ^  0  und  n'  •=  yiiy^  setzen.  Die  reducirte 
Gleichung  wird  alsdann 

Die  Entwicklung  der  eoketituirten  Function  ergibt 

'    '  L*        »'  ~  ^'J         y-  —  y«      '  yi  —  Ä        ' 

und  die  Hülfsgrössen  y,  und  y^  bestimnit  man  für  diesen  Fall  aus 


Endlich    kann    man   auch    noch    annehmen,   es    sei   n  <>=>  y, , 
i»  =■  Js  und  m'  =  j/j :  yi .     Die  Reducirte  lautet  in  dem  Falle 

«■'  + 1  «,^'  +  {j,  +  Vi^y,  +  !(,)-  0 . 

Entwickelt  man  wieder  die  substituirte  Function  nach  Poten- 
zen der  variirten  Wurzelgrosse  x' ,  so  reaultirt  die  Gleichung 

Die  Bestimmungsgleichungen  fQr  y^  und  y^  sind  alsdann  fol- 
gende: 

v'  +  ViVt  +  y^^^Si- 

Hieraus  findet  man  mit  leichter  MOhe 
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§  842.    QleichuDg  der  Quadrat  mmelo.  G59 

§  241.    AnweBdnng  des  Theorems  von  Ball  auf  diese  Hetliodeit. 
Dm  die  Stanmgleiclitmg  f{x)  =  0  auf  die  Form 
s^  +  «iS*  +  ßiS  —  -g-  («i'  —  4a,/3i)s  +  (S,  =  0 
zu  bringen,  setze  mau  in  der  Gleichung 

/  —  6ift/*  +  AGy  -  (3B*  -  ^)  =  0 

y  ^  "j/s und  bilde  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate.    Ordnet 

man  dieselbe  nach  Potenzen  von  s  und  fahrt  die  Reducente  (21)  I.    . 
ein,  so  wird  die  nach  e  geordnete  Kesolvente: 

GV  +  6J?Gs*  +  (125*  —  3F)s  +  2G  =  0. 
Multiplicirt  man  dieselbe  mit  Gund  substituirt  Ge  —  2B=~%, 
80  resultirt  abermals  die  Reeolvente  XXX,  nämlich 

§  242.    Methode  der  ÄuflSsnug  einer  biqnadratisoheu  Glelohong 
ditrch  die  Bildong  der  Gleichang  ihrer  Qaadratvurzeiii. 
Diese  Methode  ist  der  in  §   167   fOr  die  Auflösung  der  ku- 
bischen Gleichungen  entwickelten  ganz  entsprechend.    Bildet  man 
von  der  Gleichung 

welche  sich  in  die  quadratischen  Factoren 

zerlegen  lässt,  die  Gleichung  ihrer  Wurzelquadrate: 

f-{A^-  2B)f  +  l  (^*  -  4A^B  +  4B*  +  SB)y* 
~^[A'{A'  —  4B/  -  12SBJ)]y'  ^D^^O, 
oder  kurz 

80  findet  ftlr  diese  Gleichung  die  Beziehui^ 
(a^  —  4ßf  —  64ff  =  0 
statt     Bildet  man  demnach  von  der  Stammgleichung 

x^ -\.  ar' -\- bx' +  ex -\- il  —  0 
die  Variirte  und  setzt  die  vorstehende  Gleichung  in  die  Coefficienten 
ein,  80  wird 

l"  +  „j:"  +  ß^"  +  ya:-  +  (?'---.•-»)  _  0, 
«• 
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und  die  ResolveDte  ist  die  lineare 

(o' —  4a&  +  8c)s  -  |(«*-  8a*b+  166*-  04(1)  =0. 

Um  die  Torhergebeiide  Gleichung  in  x'  aufzulösen,  bilde  man  die 
Gieicliung  ihrer  Quadratwurzeln,  welche  die  Form 

i/  +  Ay'  +  By'  -  |  {A"  ~  4AB)y  +  D  =  0 
hat.  Die  CoefGcienten  berechne  man  aus  den  Beetimmuugsgleicbungen 

A^{A*  -  4^)*  -f-  16(a'  -  4ß)B  +  G4y  —  0, 

Eliminirt  man  auB  der  zweiten  dieser  drei  Gleichungen  B 
mit  Anwendung  der  ersten,  so  resultirt  die  nach  Potenzen  von 
A  geordnete  kuhische  Kesokente 

A"  +  4«^*  +  4(3a«  -  8ß)A'-i-S(a^  -  4aß  -j-  8y)  =  0. 
Die  Gleichui^  in  B  ist  ebenfalls  vom  dritten  Grade,  nämlich 

J5'  +  i.B>+-|-(7«'-32«JJ-|(«'-04y)-0. 

B  lässt  sich  natürlich  berechnen  mittels  der  ersten  Bestimmungs- 
gleichung,  wenn  ein  Wärth  von  A  bekannt  ist.  Aus  y  berechnet 
man  x'  und  mittels  e  auch  x,  wobei  zu  bedenken  bleibt,  dass  auch 
hier  wie  bei  den  .Variationen  höherer  Ordnung  iremde^  Lösungen 
auftreten.  Es  wird  deshalb  weiter  noch  eine  Prüfung  anzustellen 
sein,  ob  man  einen  wahren  Wnrzelwertli  gefunden  hat  oder  nicht 
Die  kubischen  Besolventen  können  ebenfalls  auf  die  bekannte 
Form  2^  =1  0  gebracht  werden.  Bildet  man  nämlich  voll  der 
ersten  Resolvente  die  Gleichung  ihrer  Wnrzelproducte 
£«-(_4(3a»-8j3)2*+32«(a»-4a^+8y>»+64(ß»-4a/i+8y)-=0 
und  substituirt 

r'*  =  32g--|-(3«»~8^, 
so  erhält  man  die  der  Besolvente  XXX.  entsprechende  Form 
?'-^„&  +  2^„  =  0. 

§  243.    Methode  der  Transformation  durch  EinfBhrang  dar  Kedn- 
cente  (30)  in  die  quadraüsch  varürte  Stunfflgleicfatuig. 
Bildet  man  von  einer  vorgelegten  allgemeinen  biquadratischen 
Gleichung  die  Gleichung  der   Wurzelquadrate    der  Yarürten    und 
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setzt  ihre  Discriminante  gleich  Null,  so  erhält  man  durch  Ent- 
wickelang  derselben  nach  Potenzen  der  Variation  e  die  Gleichung 
der  arithmetischen  Mittel  XSIY.  Diese  ist  zwar  vom  sechsten 
Gtade,  lässt  sich  jedoch  nach  §  234  auf  die  einfache  Form 
(02*  +  3fl«  +  hf  -  9if  (6^»  +  3ßz  +  ö)  +  54?  =  0 
reduciren.  Daraus  berechnet  man  zunächst  z.  Um  x  zu  finden, 
bedarf  es  nur  noch  der  Bestimmung  von  x'  aus  den  beiden  Gleichungen 

x'*'  +  a^a;'ä  +  /S.a;'*  +  y^x'  +  Ä,  =  0 
und 

4i'' +  3a,3;'*  +  2^,a:' + /,-=  0. 

g  244.   Methode  der  TTanBformatioa  durch  EinfOhrnng  der  Reda- 
cente  (31)  in  die  Gleiohniig  der  Wnizelquadrate  der  Variirten. 
Wenn  man   die  vorgelegte   Gleichung  f{x)  "=  0  quadratisch 
rariirt,  indem  gesetzt  wird  (:r  —  ^)^=^  x' ,  so  erhält  man 
x*  +  a^x'^  +  ftx'*  +  y^x'  +  ff^  =  0. 
Setzt  man  die  kubische  Invariante  ?„  dieser  Gleichung  gleich 
Null  und  ordnet  sie  nach  Potenzen  von  e,  so  resultirt  die  Beeol' 
vente  XXXII.,  nämlich 

A?,2-d  Ue'  -\-2azJr\  frV  -  288if *  Uz^  ■\- 2az -\- \  hY 
+  4  .  432^^(4«*  +  2a2  +  |-  i)  +  128if»  —  8  .  864^7-'  —  0. 

Subatituirt  man  i^  -j-  2(is  +3    ^  =  2?;,  so  lässt  sieh  die 
Gleichung  imiformen  in 

(9^,  -  JV  -3J-,t,  (9Jl  -  f)  -  S^te".  -0- 
Hieraus  berechnet  mani;  und  e.   Um  x'  zu  finden,  gehe  man 
aus  von  dem  Frodncte 

(x'*  +  2ux'  +  ttf  +i>)  (3;'^  +  2vx'-j-  »r  —  p)  =  0. 
Entwickelt  man  nach  Potenzen  von  x',  so  erhält  man 
^■^+2(u-^v)x''-i-6tivx-'-i-[2uv(u-i-v)+2p(v-u)]x'+{u'v»~p^)=<i. 
Durch  Vergleichung  der  homologen  Coefflcienten  erhält  man 

»  +  !;  =  -*-«,,      uv'=lß^,     p=  \  ^(5,^-36*;. 
u  und  tf  sind  demnach  die  Wurzeln  der  Gleichung 

»*-|«.»+6A-0, 
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Dnd  x'  wild  berechnet  aus 


x'  +  2m,3:'  +  -J-^,  ±-^Yßx'-3Qai  =  0. 

Die   Tier   Wurzeln   dieser   Gleictung   repräsentirea   vier   har- 
monische Puncie: 


—  M  —  I/h'  —  VV  —  }},       —  V  —   Yv'  —  MV  +  p, 

^u+Y^'-i'v-p,     -v-i-Yv'-uv  +  p, 

denn  es  ist 

u-v  +  ¥»'-tiv+p~yv'^UD+p       „^v-\-yv'~uv+p+Vu'- 

U.V-P 

-  {u-v)+Vn'-^v-p+Vc'-uv+n       u  -v+yv'-uv+p-Vu'- 

uv~p 

Diese  Änedrüche  lassen  sich  auf  folgende  Art  herleiten.    Es  sei 

{x^  -\.2ux-^jß)  {x-  -f  -Zvx  +.  s)  =  0, 
also  die  Wurzeln 

3;^  und  Ä^j  =  —  ?(  +  y«^  —  y , 
x^  lind  x^  =<  —  v  +  Y'"^  —  ^  ■ 
Diese  Wnrzeln  haben  folgende  drei  Bedingungen  zu  erfDllen: 


Setzt  man  die  Werthe  ffir  x, ,  x^,  x^,  x^   in  diese  Ausdrücke 
ein,  so  erhält  man  jedesmal  die  Bestimm ungsgleichung 

y  ■{■  s  =  2wt), 
folglich  ist 

y  =  uv-{-p,    B  =  uv~p. 

§  245.    VeTallgemeinenuig  der  Ealer'BciLen  Methoden nacti  Lagrange. 
Gegeben  sei  die  ToUstündige  Gleichung 

«*  +  ö^'  +  &**  ■\-  ex  -\-  d  =>  0  . 
Man  setze 

wo  «,j  Zj,  z^  die  Wurzeln  der  kubischen  Besolvente 
^^  +  />*  +  9«  +  A  =  0 
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bedeuten.    Die  aubstituirte  Function  werde  beiderseits  zum  Qua- 
drat erhoben,  also 

oder 

^"  +  i"'  +  ä  «•  +  /■-  2  (ViÄ  +  Yv,  +  Vv,)- 

Erhebt  mau  auch   diese  Gleichung  zum  Quadrat,  so  erhält 
man  unter  Berücksichtigung  der  Relationen 

'.  +  »I  +  «.  —  —  A 

»,S, +  «,£,  + «j«,—        J, 

it*  +  oj?  +  -i  (3o'  +  lefli'  +  i  (<•■  +  16af—  128  Y^Hi)  x 
+  äie  ("'  +  ^^'■Y  +  266^  —  1024JI  —  612o  Y-h)  —  0 . 
Vergleicht  man  die  homologen  Coef&cienten  dieser  und  der 
Torgelegten  Gleichung,  so  resultiren  die  Bestimmuugsgleichungen: 

l  —  —~  (3a'  —  8i),   •;  —  ^(3a^—  16a'b+  16(ic+  lef-  64(!), 
*--^.(<i'-4o!.+  8c)'. 

Dies  führt  uns  also  auf  die  Resolvente  XYII,  welche  durch 
die  Substitution 

'-H+  {  (3a'  -  8J) 
auf  die  Normalform  XXX.  gebracht  wird. 

Die  gesuchten  Wurzelwerthe  sind  nun 

«,  und  li 7  »  +  V^i  ±  (V't  +  V',) , 

X,  und  ij  —  —  -\  a  -  Vi,  +  (VI,  —  Vi,), 

wenu 

y-h  —  Yi^, jj  ((■"  —  4ol  +  Sc)  positiT  ist; 

dagegen 

I,  und  X, i  a  —  VF,  +  (yi,  +  Yi,) , 

I,  und  », -1-  o  +  Y'\  +{Y^,  -  Y',) , 

wenn 

V^j «a In  "=  ~64  ("^  ~  *«''  H"  8e)  negativ  ist. 
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§  246.   Methode  von  Oranert*). 
Zwischen  den  vier  Cirössen  t,  u,  v,  w  iindet  folgende  identische 
Gleichung  statt,  wobei  der  Kürze  wegen  f-j-M  +  v  +  w^s  ge- 
setzt ist: 

s*  — 4^5^+2(3**— )(*—?;»  — u^  8^— 4[2M«w4-f(i'—u'—u*—w')]s 
+  [^  —  2.i»(u»  +  «»  +  m;»)  +  Suvwt  —  4(u*w*  +  v'w'  +  u^u^ 
+  («'  +  «*  +  «'71=0. 
Gegeben  sei  nun  die  Gleichung 

Man  nehme  au,  es  sei 

X='S  =  t-\-U~\'V-\-tO 

und 

4(4-a  =  0, 
so  ist  ofifenbar 

„*  _|_  „»  -f.  M,s  =  L  (ßa^  _  85J  ^ 

K*ü*  _(_  i,*„;*  +  «,!„»  =  -Ij  (3o«  _  16a»&  +  16ac  +  lÖi*  -  64rf), 

Aus  der  Beziehung 

4  [2ituw  +  i((*  -  «^  -  «*  —  m;^]  =  —  c 
folgt  noch 

Mvtc  =  —  TF  (a^  —  4a&  +  8c). 
Nun  ist  klar,  dass  u,  v,  u>  die  drei  Wurzeln  der  Resolvente  XV: 
«"— ^(3o»-8&)^-}-^(3o*— 16a»6+16ac+166»-64rf)Ä* 
-j^(a»-4ö6+8c)*=0 

sind  und  dass   im  Uebrigen  diese  AuflösongBinethode  so  ziemlich 
genau  mit  der  vorigen  übereinstimmt. 


•)  Qrunert's  Arch.  XL.  394.  1 
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§  347.  Methode  der  Anflösnng  darcti  die  BUdaDg  der  Oleichong 
der  WaizelituadTate  der  sabsütairteii  FnsctioE*}. 
In  §  209  ist  eine  dnnreiche  Methode  initgetheilt  worden,  welche 
Hulbe  anwandte,  am  die  unvollstÄndige  biquadratisctie  Gleichung 
aoizulösen.  Dieselbe  läset  eich  in  folgender  Weiae  verallgemeinein. 
Man  substituire 

»•+(:t  +  i<.y+l>ir+3_0, 

und  bilde  hierroo  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate.  Man  erhält 
nach  den  bekannten  B«geln 

»'-[(!t  +  |«)'-2j']«*+[y'-2(*+  1  »)«]^-!Z'-0, 

oder  kurz 

Hieraus  folgen  die  Bestimmungsgleichungen 

^=i[(^+T«y+/-]' 

1^  —  2q{x-\-~a\=g,    q'  =  —  h. 

Eliminirt  mau  p  and  q  ans  diesen  Gleichungen  and  ordnet  die 
Resultante  nach  Potenzen  7on  x,  so  findet  man 

a:*  +  aa:*  +  y  (3a' +  i& D  ^*  +  Iq  (a"  +  Ißa/"—  128}/^ä)» 

+  256  ^^*  +  32aY+  256/^  -  1024  j/—  512o  Y'-h)  =0. 

Vei^leicht  man  die  homologen  Coefficienten  dieser  und  der  vorge- 
legten Gleichung,  so  resultiren  daraus  die  drei  Bestimmungs- 
gleichungen von  f,g,h  und  damit  wieder  die  Resolvente  XVII. 
von  Lagrange. 

§  248.   Hethode  Toa  Gayley,  Hesse,  Hermite,  Aronbold  und 
Lebesgno**). 
Man  gehe  aus  von  der  redacirten  Form  der  Gleichung 
j^  _  Gi/y-  -f-  4Gy  -  (Mi"   -  J=)  -  0, 

•)  Crunerfi  Archiv  XLV.   415.    1866. 
•♦)  Crelle'8  Journal  LH.  1666.    Notit,  ann.  de  math.  par  Terquom  XVII. 
880.   18S8. 
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und  sabatituire 

y  =  YÄz^  +  C  +  VÄs^C'-^yiz^+C  =.«  +  «  +  ». 
Es  seien  s^,  Sg,  e^  die  Wurzeln  der  Reeolyente 

Zur  Bestimmung  der  Urössen  A  and  C  hat  man  nun 

y  =  u-{-v-\-u), 
/  —  3C  -=  2{hv  +  uw  +  cw). 
QuKdrirt  man  abermals,  so  resultirt 

y*  _  ßcy  +  9C'  =  4(u"t;*  +  M*w*  +  v^ta')  +  SttPwy , 
oder,  indem  man  die  Wertbe  von  u*,  v^,  w*  einsetzt, 

.  f  —  GCy*  -  Suvivy  —  (3C*  +  4Ä*Q)  ==■  0. 
Vergleicht  man  diese  mit  der  angenommenen  Form,  so  erkennt  man, 
daas  C=-B  und  4yl*e=- J^  isi     . 
Es  ist  nun  weiter 


folglich 

A^R  —  -J-  .B^  +  B'  =  ^  G» , 

oder 

4B^  —  G*  -  BJ  =^ 4^'Ä. 

Daraas  folgt 

Setzt  man  ''IAb  =  {;,  so  erhält  man  wieder  die  Resolvente  XXX, 
und  beachtet  man,  dass  C^=  Vi,G^=Vf  ist,  so  gelangt  man  zu  den 
exacten  Wnrzelformen  der  vollständigen  biquadratischen  Gleichung, 
nämlich: 

x^  und  x^  ^ 

+y^.+iJ.V'->+lJV-IÄ+ij,]/IäFZ.;ryr5S; 

±l/n+|  j.l?-ir+~y-3.D.+ jj,  ^--f—'^y-m 
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ffj  und  x^ -= 


+/F.+i.r.j?-«+,i>/=aB;+|j,l?-if-jJjy=^. 

Die  Vorzeichen  der  vorderea  Radicale  gelten  nur,  wenn  die  kubische 
Variante  ^s  ^  ü^  ((**  —  4a&  +  8c)  negativ  ist,  wodutch  die  Be- 
dingung 

V^T+ü.  ■  j/n +  1  fc  ■  y'n  +  'ft.  —  I  n 

erfrdlt  wird.  Ist  dagegen  F^  positiv,  so  sind  von  sümmtlichen 
Vorzeichen  der  vorderen  ßadicale  die  entgegengesetzten  zu  nehmen. 

§  249.   Die  Methode  der  falschen  Snhstltatlonen*). 

Es  sei  gegeben  die  vollständige  Gleichung 

f{x)  =  a;*  +  ai'  +  (iä;'  +  er  +  Ä  -=  0. 
Sind  2i  und  s^  zwei  Substitutioffen  fHr  die  Unbekannte,  welche  den 
beiden  Gleichungen 

4^,2((^,  +  g,)  +  a[(z,  +  e^)'  +  2ZjZ.j}  +  2b(z,  -f-  z^)  +  2c  =  0, 
2ag,»V  +  26«,z,(£,  +  g^)  +  c[(fi  +  f»)*+2«,«,]+4(?(^,+Äj)=0    ■ 
genügen  und 

/■(z,)  =  ^,*  +  ar,'  +  ftü,*  +  c^i  +  rf  -=  V, , 
/■(^j)  =  *3*  +  «^.'  +  P't^  +  CÄj  +  rf  =.  y, 
die  Fehler  der  Gleichung;  ausserdem  «Pj  und  *,  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

/■(«,)«'  + 3S(,, -.,)■«■  +  /■(»,)  =  0, 
so  ist 

_  ^t  *.  —  ^i  *, 
*  —     *,  -  *,     ■ 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  es  sei 


•)  Man  vergl.  §  161. 
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Wird  der  Werth  ßlr  z  in  die  roi^elegte  Gleicbnng  eingesetzt  uud 
das  PolyDom  nach  Potenzen  von  u  geordnet,  so  resultirt 

-\-las^'+2b^^-+^ee^-\-4d)]u■^-(ß^*-\-a^^''-\-b^^'-{-c^^-i-d)=0. 
Diese  Glttichimg  lässt  sich  aof  eine  quadratische  rednciten,  indem 
man  das  zweite  und  vierte  Glied  gleich  Null  setzt,  also 
(4z,*  +  Sa^ü-  +  2bz^  +  c)r,  +  (as/  +  2bzJ  +  3«,  +  4d)  —  0, 
(4«,'  -f-  dag,'  -i-  2hzt  +  c)/j  -f  (az,*  +  2hz*  +  3cz,  +  4rf)  —  0 . 
Snbtrshirt  man  beide  Gleichungen  von  einander  und  dividirt  durch 
gf  —  e^,  so  erhält  man 

I.  4z,2j(z,  +  Zä)  +  a  [f^i  +«J'  +  2^i«,]  +  26(^,  +  ?i)  +  2c  =  0. 

Multipliciit  man  die  erste  mit  e*,  die  zweite  mit  Zj*  und  sab- 
trahirt  heide  von  einander,  so  lässt  sich  die  Differenz  ebenfalls 
durch  üj  —  «,  dividiren  und  man  eihält 

II.  2ar,*V+2&Zii,(z,+2,)  +  c[(z,+r,)*+2r,Zj]  +  4rf(r,4-£,)=0. 

Aus  L  folgt  weiter 


HL 


M'  +  ä^t^j  +  ^.ijhl? 


2  2(?,  +^.)  +  a 

Multipliciii  man  I.  mit  z^e^  uud  subtrahirt  IL,  so  resultirt 

IV.    2,  +  z,  -=  -  4  ~§^  - 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Gleichung 
bezeichnet  z^e^  kurz  mit  %  and  entwickelt  nach  Potenzen  von  %, 
so  erhält  man  die  Resolvente  XXI.: 
(a*  —  4o6  +  8c)n*  —  {a^c  +  Sad  —  Ahc)n^  —  {ac*  —  4o6d+  Sc*?)« 

Hieraus  kann  ZiZ,  nnd  mittels  der  Relation 

jedes  zusammengehörige  Paar  von  Wertiien  berechnet  werden. 
Es  lassen  sich  aber  noch  zwei  andere  kubische  Resolventen  bilden 
und  zwar  in  z,-{-  z^  und  in  z  allein.  Die  eratere  erhält  man,  wenn 
man  z,  z,  aus  III.  in  JV.  substituirt  und  entwickelt.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  die  Resolvente  XXII: 
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(a"  -  4ab  +  8c)  (l)*  +  (a»6  +  2ac  -  4&«  +  iQä)^^-)' 

+  (a'c  ~  Uc  +  8arf)  {^\  +  (a^i  -  c*)  =  0 . 

Um  die  Gleichung  in  e  allein  ea  erhalten,  gehe  man  aus  von 
der  quadratischen 

«'-(«,+«.)»  +  »,', -0. 
Setzt  man  den  Werth  von  5^  -(-  :e2  ein,  so  erhält  man 

r*  +  4  ^^  u  +  «  =  0 , 

und  nach  Potenzen  von  n  geordnet 

{4e  +  o)w»  +  (a«'  —  c)a  —  {re  +  4d)g  =  0. 

Wenn  man  aus  dieser  und  der  Besolvente  XXI.  die  Gr&sse  « 
eliminirt,  so  erhält  man  die  ßesolvente  XXXI.: 

Ö..W-0, 

welches  bekanntlich  die  Form  der  bikubischen  Covariante  ist. 

Ea  bleibt  noch  übrig,  die  Gleichung  in  u  zn  formiren.     Daa 
mittelste  Glied  ist  nach  g  227,  5  gleich 

+  60  (i  Ol  +  l  io  +  ;  «)      _  3t(e,  -  .,)■. 

+   "  («  '+   4"'  +  '')  J 

Die  reducirte  Gleichung  nimmt  demnach  die  Form  an: 

/■(«,)«'  +  3S(«,  -  ,,)■«■  +  /■(.,)  _  0  . 
Diese  Methode  steht  im  innem  Zusammenhange  mit  der  Me- 
thode von  Mallet  (g  218).  Die  vollständige  Gleichung  in  u  lässt 
sich  durch  die  Reducente  a'd  —  y'  ^  0  nicht  auf  die  reciproke 
Form  bringen,  weil  dies  auf  die  Relation  e^  ■=  2,  fuhren  würde. 
Sobald  aber  das  zweite  und  vierte  Glied  gleich  NuU  gesetzt  sind, 
die  Gleichung  also  auf  die  kanonische  Form 

M*  +  ^«*  +  £  =  0 
gebracht  ist,  so  wird  diese  reciprok,  wenn  man  annimmt 
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Dies  gibt  nämlich 

Üinä  2,  and  2^  die  beiden  Wnizeln  der  (ileichong 
v'  —  (z,  +  g^)r  +  r.üj  =  0 
nnd  s  die  Wurzel  der  Resolrente  ron  Uallet,  so  ist  f,  -J-  ^^  •=  2z, 
und  nadi  dem  Voiiiei^henden 

T'  —  2zr—  J-  flz  +  y  V^v  4r87zqpl6rf  =  o, 

oder 

folglich 

v  =  s±  V'p^li?"-!-  bs*  -\-C£  +  d  =»  2  +  ]/^- 
Dadurch  wird 

BQdet  man  also  die  Yarürte  tob  f{x)  =  0,  und  setzt 

r  a    M—  1' 
ordnet  nach  Potenzen  tou  u,  so  wird  die  Gleichnng  von  der  Form 

y+^H*  +  £  — 0, 
nnd  zwar,  wie  in  §  219  nnd  §  225  gezeigt  ist, 

,,«  _  2    -     "P-^y      -  u*  +  'P  +  ^r-^'Vfr  =  0 
op  +  2y  +  2«v«r     """  <.ß  +  ar+s«V«r 

§  250.    Methode  der  SnbstltnÜoii  qnadratifleher  FanetioiieH   der 
Unbekannten  mit  Anvendung  der  EliminationsiDethode  von  Ealer, 
Lacroix  und  PoisBon. 
Das  folgende  Verfahren  ist  bereits  in  §  170  auf  die  AnflÖBnng 
kubischer  Gleichungen  angewendet  worden.    Gegeben  sei 
f(x)  =3^-\-a3r'  +  bx'  +  cx-\-d  =  0. 
Mui  substituire 

s'  +  vx-\-wO, 
nnd  suche   die  Finalgleichni^  in  v.    Zu  dem  Zwecke  setze  man 
nach  einander  die  beiden  Wurzeln  x^  und  x^   der  Snbstitnirten  in 


lyGoo^^lc 


g  250.    Subaütntiion  quadrataacher  Fnuctioneti.  671 

f{x)  ein  und  multipUcire  die  Polynome  {(x^)  and  f(Xf).    Daraus 
resultirt  wegen  «,3^^  ■=  «: 

M*  +  a(S,  +  a)»»  +  i{S,  +  a.%  +  6)»*  +  0(8^  +  aS,  +  65,  +  c)u 
+  d(S^  +  aS,  +  bS^  +  cS,  +  (T)  =  0. 
Nun  ist 

S, V,    Sa  =  »*  — 2«,    .%=  — n^  +  3v«, 

S^  =  «*  _  4m«*  4-  2«^ 
Demnacli  ißt  die  transformirte  Gleichung 

H*~[av-(a^  -  20)]«"  +  [bv^  —  (ab  —  3c)t>+  (ft«  -  2oc  +  2<01w' 
-  [cv"  —  {ac  —  Ad)v*  +  {hc  —  3«rf)f  -  (c»  —  2fc</)J« 
+  rf(ti*  —  oc"  +  6))*  —  er  +  .-Z)  =  0 . 

Fflhii  man  die  Reducente  (31)  I.  in  die  CoefBcienten  ein,  so 
erhält  man  die  Reeolrente  XX.  Die  Gleichung  in  u  läest  sich 
dann  traneformiren  in  die  Form  ' 

^  +  Ay'  +  B-0, 
wenn  man  annimmt  «  ^  y  -|-  -^  (<*"  —  «*  +  26)  . 

§  251.   Dieselbe  AnflöBong  mit  Anwendimg.  einer  andern  Ellmlna- 

tionsmethode  mittels  symmetrisoher  Fnnotlonan. 

Eb  werde  wie  vorhin  die  quadratische  Fonction 

a:*  +  tJ.r  +  tt  ■=  0 

eingefnhrt.    Betrachtet  man  v  als  constant  und  «  als  abhängig 

variabel,  so  gelten  folgende  Gleichungen: 

£{u) vÄi  —  S,  ==  flu  —  ö*  +  26 , 

2:(„»)  =  «»S,  +  2rS,  +  5^  ■=  (fl*  -  26)p»  -  2(a^  —  3o6  +  3t)r 

+  (a*  —  4a*6  +  4ac  +  26»  —  4d), 
E{u^)  _  -  v^S^  _  ^v'8^  —  ^vS^  —  Sg  =  (a»  —  3a6  +  3c)w» 
.  -  3(fl*  —  4o»6  +  4ac  -f  26*  —  4<?)«* 

+  3(0"  --  5o»6  -f  bah*  +  5o*c  -  5ad  —  bhc)v 

E{u*)  =  (n'  —  4a*6  +  4öc  +  26«  -  4(Z)«*        ' 

—  4(0^  -  5a»6  +  5a6»  +  5o»c  —  5öd  —  56c)t''  +  ■  ■  • 
Mittels  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Transformirte 
t(*  +  au*  +  p«*  +  j-M  +  d  =«=  0 
in  exacter  Form  darBtellen.    Um  dies  sm  bewerkstelligen,  beachte 
man  die  Newton'schen  Gleichungen 
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r((i*j  =       K*_  4a«j3  -I-  4„j,  _j_9(}if  _  4tf . 
Diese  Gleichungen  jtihren  nacheinander  auf  die  tinbestämmten 
Coefficienten  c,  ß,  y,  d  und  schliesslich  auf  die  Gleichung  in  «, 
welche  wir  bereits  im  vorhe^ehenden  Paragraphen  kennen  gelernt 
haben.    Ordnen  wir  dieselbe  nach  Potenzen  von  v,  also 

dv*  ~  (cm  +  a(r)v'  +  [6«*  +  (ac  -  4d)«  +  hd]v* 
-  [o«ä  +  {ab  —  3c)w*  +  (bc  —  dad)u  +  ed]v    . 
+  [K*+(n*-26K+(i.*  — 2ac+2(Z)M*+(c*-26d)M  +  rf«j=0, 

multipliciren  dieselbe  mit  ^  und  fOhren  die  Reducente  (21)  I.  in 
die  CoefGcienten  ein,  bo  gelangt  man  zur  Itesolvente  XXI.  in  fol- 
gender Form: 

(o3  _  4<ji  +  8c)  (jV  -  {<C-c  -  4&C+  8arf)  (^V 

~{ac^  —  \ahd  -\-i^eiX){^\-\-  {f  ~~  \hcd  -^  %air)  =^^ . 

§  252.    BedncUon  der  blquadr&tiseheii  Glelchimg  mittels  der 
EUminatlonsmetliode  von  Sylvester  und  Hesse. 
Die  Suhstituirte  sei  wiederum  rc*  -(-  vx  +  m  =^  0,  oder  etwas 
allgemeiner 

:^  ■\-  vx  -\-  ie  —  y  =  0. 
Es  werde  die  Gleichung  in  y  formirt  nach  dem  in  §§  42, 44, 172 
beschriebenen  Verfahren,  indem  man   folgendes   System   von  line- 
aren Gleichungen  bildet: 

ar"'  +  «.t*  -f  hx^  +  CA*  +  (7a:  =  0 , 
a:"  +  «a^  +  Äa.-'  +  ex"  +  (/j.--  =  0, 

^'  +  ^■^■'  +  "^-•  =  0, 

3^_j_,.x-^_j.„3:=  =0, 

ar*  +  va:^  +  «x»  =  0, 

a.''  +  rar'  -|-  !(a^  .=  0. 

Es  mnss  nun  die  Determinante  dieses  Systems  verschwinden. 
Mau  kann  dasselbe  aber  noch  reduciren.  Setzt  man  x  =  Xy,t^  =  x^, 
3?^=x^,  3^  =  x^,  3?  =  x,^,  i"  =  i,;,  eliminirt  x^,  x^  und  a:,,  so 
erhält  man  folgendes  System;  * 
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(v-  —  flv  +  2m  +  b)x^  —  {aa  —  cjx,  —     (w*  —  d)a::s  =  0, 

a;.,  -j-  vxj  +  UX2  =>  0, 

(vM  —  an)xt  +  («^  —  i»  +  d)Xs  —  (cm  —  dv)x^  =  0. 
Bildet  man  hiervon  die  Determinante,   bo  erhält  mui  als  Fi- 
nalgleichung die  frahere  Gleichung  in  u: 
«'  -  [a(v~a)  +  26]«»  +  [i(i>*  —  av-^  b)  +  3c«  -  2ac  +  2i]\»- 

—  [c{v^  —  av^  +  ?.!,'  —  c)  +  rf(4r*  —  Sav)  +  2t(n« 
+  d{v*  —  ovä  -f  61.«  —  ci;  +  (/)  =  0. 

Dieselbe  lässt  sich  in  der  oben  Torgeschlagenen  Weise  ver- 
allgemeinem,  indem  man  «  =  w  —  y  substitairt  und  nach  Poten- 
zen TOn  y  entwickelt,  wie  folgt: 
!f*-[4w-a(v-a)-2b]f 

+  [6w^—Z{av-a^-}'n)w  +  b(v''-av-\-b)-{-dcv-2ac-\-2d\i/ 

—  [4tv'>—3(av—a^-\-2b)w^-\-2{biv^—av-\-b)-i-Scv~2ac-^2d\w 

—  {cjr'—av^'\-bv~c)-\-d(ir^~Sav-^2b)}]ij 

+  K— (od  — a^  +  2i)jp»-f  {b{v--  av-\-b)  +  3cv~2ac-\-2d]n-'' 
~{c(ir'-  «v»  ■^bv-c)-\-  d(iv'  -  ^av  +  2b)  ]  w 
+  d{v*  —  av"  +  bv*  —  cv  ■{■  (T)]  =  0 . 

Diese  Gleichung  nimmt  die  kanonische  Form 

/  +  ^y  +  B  =  0 

au,  wenn  man  den  zweiten  und  den  vierten  CoelBcienten  gleich 
Null  setzt.  Eliminirt  mau  aus  diesen  beiden  Bestimmungsgleichungen 
für  V  und  w  die  letztere  Grösse,  so  erhält  ntan  die  Resolrente  XX. 
Ist  0^0  und  wird  «  ■=  —  -  —  gesetzt,  so  geht  dieselbe 
Über  in  die  Resolvente  von  Cartesius  und  Euler. 

§  253.  Transformation  der  Oleiclitmg' in  eine  andere,  in  welcher 
drei  Zwischenglieder  fehlen,  nach  Tschirnhausen,  Lagrange, 
Jerrard  and  Hermlte. 
In  §  51  ist  das  Theorem  bewiesen  worden,  dass  man  durch 
Substitution  einer  algebraischen  Function  im  Stande  ist,  das  zweite, 
dritte  und  vierte  Glied  einer  biquadratischen  Gleichung  zum  Ver- 
schwinden zu  bringen  und  dass  es  hierzu  nur  der  Auflösung  einer 
kubischen  Resolvente  bedar£    Subatituiren  wir  nämlich 

tX^  -\-  VX'  +  «37  -(-  (m7  — ■  1/)  =  0, 

So  wird  die  Determinante 

HatUilHKii,  arnndiags  d.  ut.  n,  mod.  Algcbn.  43 
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Dieselbe  läset  sich  abkürzen  in  eine  andere  von  25  ülementen. 
Setzt  man  der  kurzem  Bezeicbnang  wegen  vorläufig  w  —  y  ^  s, 
so  kann  man  schreiben: 

0  s       (as  —  dt)  (bs  —  äv)  (es— du) 

labe  d 

(at—ti)  (M—it)    (ct—s)       dt  0 

0  t  V  u  s 

t  V  II  s  0 

Diese  Resultante  der  substituirten  Function  und  f{x)  =  0  ist  nun 
eine  bomogene  Function  der  Grössen  t,Vjil,s  vom  vierten  Grade. 
Setzt  man  wieder  s  =>  »r  —  y  und  ordnet  die  Besultante  nach  Po- 
tenzen Ton  y ,  so  entsteht  die  Gleichung 

y'  +  oy'  +  ßy'  +  yy  +  i-o 

worin  a  eine  homogene  Function  der  drei  Unbestimmten  u,  V,  fr 
Tom  ersten  Grade,  ß  eine  solche  Tom  zweiten,  y  vom  dritten  Grade 
ist;  also  etwa 

ix  —  Äio  +  Bp+Cti  +  Dl, 

ß  —  Miif  +  Fii'  +  e»«  +  Hl'  +  Itci}  +  Kiiu+Licl 
+  Mt:u  +  Nvl+Out. 
Die   binäre  Form  ß   läset   sich   nach  der  Eigenschaft  homogener 
quadratischer  Functionen  in  die  Summe  der  Quadrate  von  Tier  linearen 
Functionen  zerlegen,  also  in 

ß  —  {^,»  +  B,»  +  C,u  +  /),()'  +  (Ä,ic  +  B,v  +  C,«)" 

+  (A,,v+B,v)'  +  {A,,cy. 

Lässt  man  nun  die  drei  mittleren  Glieder  a,  ß,y  Terscbwinden, 

so  kann  man  die  Gleichung  fi)r  ß  zerlegen  in  die  beiden  andern 

Ä,«:  +  BiV  +  C,o  +  D,'  —  iA"  +  S."  +  0,«)  y^^, 

Agif -\- B^v  •=    A^wY—l. 

Eliminirt  man  ausdiesen  beiden  Gleichungen  und  der  ersten  Gleichung 
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§  254.    Methode  von  Simpson.  675 

a  =>  0  drei  der  Grossen  w,v,tt,t,  so  behält  man  aoch  eine 
Gleichung  mit  zweien,  welche  sich,  weil  linear,  in  y  ==  0  Bubsti- 
tuiren  lassen,  ohne  die  Gleichung  Ober  ihren  dritten  Grad  zu  er- 
höhen.   Die  Resolvente  ist  demnach  eine  kubische  und  die  Reducirte 

Hieraus  bestimmt  man  y  und  mittels  der  Reduceute  t,  u,  v,  w. 
Die  gesuchte  Wurzel  hat  aledann  den  Werth 
P+^yJ^Hy' 

Ü  +  Ty  +  y'  ' 

welcher  durch  die  Bestimmung  des  grössten  gemeinschaßJichea 
Divisors  der  beiden  Polynome 

se" -\- aa^ -j- Ix^ -i- ex  +  d '=  0 , 

ia^  +  vx^  -\-  uz  -i-  {to  —  if)  ^=  0 
gewonnen  wird. 

§  254.    Die  Italienisehe  Uethode  veraUgamelnert  ron  SimpBOn*). 

Die  Methode  von  Ferrari,  auch  die  italienische  Methode  ge- 
nannt, setzt  die  Wegschafiung  des  zweiten  Gliedes  voraus.  Simpson, 
Lagrange  und  Euler  haben  sie  tut  die  Tollständige  Gleichung 
yerall  gemeinert. 

Das  Princip  derselben  besteht  in  der  Substitution  einer  biqna- 
dratischen  Function  der  Unbekannten,  welche  sich  in  die  Differenz 
zweier  Quadrate  oder  in  das  Product  zweier  trinomischen  Factoren 
verwandeln  lässt.    Ist  die  vo^elegte  Gleichung 

3^  +  aa~'-\-hx''-\-cx  +  d=0, 
so  nehme  man  an,  das  Polynom   lasse  sich  durch  eine   geebnete 
Bestimmung  anderer  KUlfsgrössen  e,  q  und  r  auf  die  Form 

^«"+   J»x  +  ,y-(g»  +  r)'_0 

reduciren.    Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  in 

iE*  +  aic"  +  (j  a*  +  2*  —  q*\x^  +  (ae  —  2qr)x  +  (z^  -  '■')'=0, 

nnd  vergleicht  die  homologen  Coefficienten  dieses  und  des  voi^e- 

*)  SimpBon,  Treatiae  of  algebra.    London  1146. 
Eulet,  VolUtand.  Anteitang  zur  Algebra  II.    Cap.  XIV.    1770, 
Lagrange,  Konv.  m^m.  de  Tacod  roj.  doB  Bcionces,  ann^e  1770,  p,  173 
seqq.    Berlin  1772. 
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legten  FoIyDoma,  so  ergeben  sich  daraaa  die  drei  Bestimmungs- 
gleichangen 

9*  =  2^+{(a'-4t), 
2qr  =  as  —  c, 

r^^z^  —  d. 

Multiplicirt  man  die  erste  mit  dem  Vierfachen  der  dritten  und  anb- 
trabirt  das  Prodnct  von  dem  Quadrate  der  zweiten  Gleichung,  so  _ 
resultirt  die  Reaolvente  XIII.  in  der  Form 

•      2*  —  i  fc2=  +  I  (ac  —  4d)z  —  j  (a'rf  —  Utl  +  c^)  =  0. 

Diese  Gleichung  bat  wenigstens  eine  reelle  Wurzel,  und  die  vier 
Wurzeln  werden  berechnet  aua  den  beiden  quadratischen  Gleichungen, 
worin  sich  die-  Transformirte  zerlegen  läast,  nämlich 

ä^  +  (j"  +  5)i  +  (^  +  <-)-0. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  nun  noch 

d  =  2»  —  r*  =  (s  +  r)  (^  -  r), 

und  wegen  der  Relationen 
x* -^  ß  a -\- fÄ  X -\- (z  +  r)  =  x^  —  (a-,  +  x,)x  +  x^x^  =  0, 
3-'+  (^  a  —  q\  X  -i-  (z  —  r)  =  x^  —  {x^  -\-  x^)x  +  x^x,  ^  0 , 

finden  noch  folgende  bemerkenswerthe  Gleichungen  statt: 

■'"i'2='e +  *'  =  !') 
T.x^  =  s  —  r  ^  <i :  y. 

Hieraus  folgt 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Kesolvente  XIII.  ein,  so  reauHirt 
die  reciproke  kubische  Resolvente  XVI.,  welches  die  Gleichung  der 
Wurzelproducte  von  f{x)  •=  0  ist,  und  wie  später  in  dem  Kapitel 
über  die  Combinationsmethoden  gezeigt  werden  wird,  die  elegan- 
testen Wurzelformen  liefert. 

Führt  man  die  Werthe  von  q  und  r  durch  z  ausgedruckt  in 
die  quadratischen  Factoren  der  Transformirten  ein,  so  zerfallt  das 
Polynom  f{x)  ofTenbar  in  das  Product 
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§  255.    Snbstitation  einer  biqnadratiBcIiea  Function.  677 

(^7*  +  [ [  «  +  |/|  fl'  -  6  +  2^]  ^  +  [ir  +  ]/?  ^,i]  )  X 

§  255.   Eine  andere  Hetliode  der  Sabstitation  einer  biqoadratlBclien 
Function. 
Gegeben  sei  die  TollstSndige  Gleichung 

X*  -\-  ar"  +  bx*  -i-  ex  +  (l  =  0; 
man  substitaire 


Entwickelt  man  diese  Function  nach  Potenzen  von  x ,  so  erhält  man 

a:*  +  fl3^  +  -^(a*-4i*''+8^]j;''-f[o3-2HV]a:+[a«-«^y]=0. 

Aus  der  Yergleichung  der  homologen  CoeMcienten  dieser  und  der 
voi^elegten  Gleichui^;  ergeben  sich  folgende  Bestimmungegleicbungeu 
fQr  5 ,  y  nnd  u : 


„'-i  (»■-«) +  2.-"-;=^ 

'^    y" 

Daraus  folgt 

(at  —  cf  —  in'  —  4i  +  8»)  (.-■ 

'-'l), 

oder  die  Eesokente  XIII.  in  der  Form 

r'-  -g-  is*  +  {  (ac  -  4rf}  «  —  -g-  {a\l  —  AM  +  6-*)  =  0. 
Aus  der  Substituirten  folgt  die  Reducirte: 

d.  i,  dieselbe  Wurzelform  wie  in  der  vorhergehenden  Methode. 

§  356.  Eine  dritte  Hethode  der  Snbstitnt^on  einer  biqoadratisolieii 
Function. 
Geht  man  aus  von  der  hypothetischen  Gleichung 

so  erhält  man  durch  Entwickelung  dieser  Function  nach  Potenzen 
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der  Unbekannten  x  und'  Vergleichung  der  homologen  Coefficienten 
der  Haupt^leichung: 

j        d  —  2i/,        b  —  y,*  —  iz,        c  —  iy,t,        rf  —  *,* 

"   "^  eT-^j/j        i  —  y,'  -  2z,  "  c  —  2y,?,  '^  d  ^^«,' " 

Hieraue  leitet  man  zunäcbBt  die  Bestimmungsgleichangen  für  y  und 
ü  ab.    Es  ist  für  u  =  V^^  : 

II.  ^, +  ^.  =  fr- I  (!/!*  + y«*), 

III.  y,2i +yj^s'=c, 

IV.  g,*  +  V  -=  2rf- 
AuB  n.  und  IV.  folgt 

Aus  I.  folgt 

and  endlich  aufi  II.  und  III.  die  beiden  andern 


Substituirt  man  noch 

so  erhält  man  die  Resolvente  XVI: 

ff  —  2bjj^  +  (6*  +  flc  —  4(0  1)  +  («*rf  —  «frc  +  c')  =0. 
Die  vier  Hülfsgrössen  i/„  y^i  ^n  ^i  ergeben  sich  aus  den  Ausdrücken 

j/i  und  y,  =  -    (a  ±  YÄ^i  —  a*), 
«j  und  «i  =  y  [{6  -  ij)  +  V4d  -  (&  -  ij)'"] . 
Da  sich  die  Gleichung  - 

auch  in  folgender  Gestalt  schreiben  lässt: 

V»'  +  (', +'.)'  +  '.  V  ^ 

iJijcBcaByGoOi^lc 


§  267.    Substitatioii  einer  biqnadratiHcben  Function.  679 

80  ist  klar,  dass  man  der  hypothetischen  Gleichung  auch  die  all- 
gemeine Form 

(:i::)"+e:;:)"-» 

geben  kann. 

§  257.   Vierte  Methode  der  Sabstitatloa  einer  Mqnadratischen 
Fonction. 
Man  gehe  ans  von  der  hypothetischen  Gleichung 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  x  und  setzt 
die  homologen  Coefficienten  der  beiden  biquadratischen  Gleichungen 
einander  gleich,  so  erhält  mau,  wenn  man  vorläufig 

«  +  2^ 
setzt,  folgende  Beetimmungsgleichnngen  fflr  y  und  z: 

j         a  —  2y         6  — y'  — 22,         c  —  2yi,         d  — «i* 

"   ™  a~-f2y  ■"  Ö  —  1/'  —  'fz^  ™  ö+Ty^-  "^  d^^' ' 

Durch  Eliminiation  von  z,  und  ^g  kommt  man  schliesslich  auf  die 
Eesolvente  XVI.  in  der  Form: 

j,9  _  21}i/  +  {6*  +  ac  —  4rf)j/'  +  {a*d  —  o6c  +  c*)  =  0. 
Ausserdem  findet  man  leicht 

=  "■!''  +_''i'  """  '^ 
*^  2y-« 

Aus  der  substituirten  Function  folgen  nunmehr  die  beiden  quadrar 
tischen  Gleichungen 


Ist  in  einem  speciellen  Falle  a  =  0  und  setzt  man  y-^+^jV—  1, 
80  erhält  man  die  Cartesischen  oder  sogenannten  Ampere'schen 
Formeln*): 

*)  Ampere,  Snr  une  r^solution  de  rdquation  du  quatri^me  degrä.  Corr. 
math.  et  pb^s.  par  Quetelet  IX.  147.   1S36.   OraDert'a  Archiv  I.    16.   1841. 
Heis,  AnfgabensammlaDg.    %  97.   EOln.    1S78.    60.  Aafl. 
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X,  und  x,=       J  [,+  ]/l  ,*  -  2(b  +  |)]  , 

a^,  und  a;,  =  —  ^  [^  +  j/-  tj*  -  2  (ft  —  ^)]  ■ 

§  258.  Methode  der  Sabstitatioii  zweier  linearer  Fmotioiieii  der 
unbekannten  nach  Franke  nnd  Job*). 
Man  gebe  von  der  Bemerkung  aus,  dass  das  complexe  Binom 
a  -\-  ß  Y —  1  die  allgemeinst«  Form  der  Wurzel  sei.  Es  ist  be- 
kannt, dass  auch  zugleich  der  Ausdruck  a  —  ßY —  1  eine  zweite 
Wurzel  ist    Man  substituire  demgemäss 

X-{a±ßy^^)=x-  a(l±y-^J^=^0, 
woför  man  auch  der  Kürze  wegen  setzen  kann 

Setzt  man  dies  in  das  Polynom  f{x)  ein,  so  zerfallt  dasselbe  in 
einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil,  welche  einzeln  gleich 
Null  gesetzt,  zwei  Bestimmungsgleichungen  für  e  und  n  abgeben. 
Man  findet  auf  diese  Weise 
(«*  +  ns^  +  bz^  -\-  cz'+  d)  -  nz^{Gz-  +  Ue  +  i)  +  nV  =  0, 
(4^^  +  Saz^  +  2be  +  c)  —  ns^(4e  +  a)  =  0. 
Das  Princip  dieser  Methode  stimmt  demnach  mit  demjenigen  dberein, 
wonach  die  Trennung  der  reellen  und  complesen  Wurzeln  vorge- 
nommen wird  (cf.  Eytelwein,  Grundlehren  I.  §  133,  1824). 

Setzt  man  den  Werth  von  m^  aus  der  zweiten  in  die  erst« 
Gleichung  ein,  so  erhält  man  die  Resolvente  XXIV.,  welche,  wie 
schon  froher  gezeigt  worden,  die  Gleichung  der  halben  Wurzel- 
sumnien  ist.    Da  nämlich 

x^  =«,(!_  Y^^^ 
ist,  so  erhält  man  durch  Addition  dieser  beiden  Gleidiungen  sofort 

j  (^1  +  ^V)  =■  e,  ■ 
Subtrahirt  man  beide  Gleichungen,  so  ergibt  sich 


*)  Pranke,  die  Elemente  der  Zableolehro.   §  140.   Leipeig  IS60. 
Job,  Beiträge  zur  AnflöBung  der  Gleicbnngeo.    Dresden  isei. 
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§  258.    Methode  von  Franko  and  Job.  681 

aiao 

Aus  der  letzteren  der  beiden  Bestimmungsgleichnngen  folgt  demnach 


2  t.^1— ^äJ—  ±  |/  4^, +  a  ' 

und  wenn   man  die  Crleicbang  fj  =  -^  (a;^  +  x^)  dazu  addirt: 

X,  und  3;^  =  ä:,  +  1/ — ^      -    -v V '-iL--'. 

Was  die  Berechnang  der  beiden  andern  Werthe  betrifft,  so  ist  in 
§  234  gezeigt  worden,  dass  die  bikubiscbe  Gleichung  drei  Wurzel- 
paare besitzt,  deren  jedes  gleich  dem  halben  Coefficienten  a  ist.  Es 
ist  nämlich 

e^  +  Y  «2^-  ^  «i  =  0, 

Wenn  man  jetzt  ^  +  v"  ^  <  *?  setzt,  so  erhält  man  eine  bikubische 
Resolvent«,  in  welcher  die  ungeraden  Potenzen  voü  i;  fehlen,  und 
man  erhält  das  zweite  Wurzelpaar  a^  und  x^,  wenn  man  tj  mit  —  ij 
TertauBcht.  Der  vorige  Ausdruck  in  e  geht  nach  jener  Substitution 
über  in 

X,  und  x,^-^ri,~^a±^  ]/      "- -'-  ----^^^ ^~, 

und  die  andern  beiden  Wurzeln  smd 

,  1  1,1t/—  ^/^ (3 a'"^8 bj',j~-^2la''-  ia b  +  Sc) 

s  4  4  "      4     —  ^Y  -fii 

Biese  Wurzelformen  können  als  die  Yerallgemeinerungen  der 
Ampere'schen  betrachtet  werden. 

Da  die  Besolvente  XXIY.  in  XVII.  Übergeht,  wenn  man 
*  "=  4  y  —  4  <*  setzt,  so  ist  n  eine  Wurzel  Yon  XVII.  Da  das 
Absolut^lied  der  Gleichung  XVII.  wesentlich  negativ  ist,  so  hat 
sie  immer  eine  reelle  positive  Wurzel  und  man  wird  deshalb  stets 
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zwei  gleiche  reelle  Werthe  ^ji  unii  —  ij,  Ton  entgegengeBetzten  Vor- 
zeichen finden  kpnnen,  welche  die  vier  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  mit  Hülfe  der  beiden  abgeleiteten  Formeln  liefern.  WaB 
das  YerhältnisB  der  übrigen  Wurzeln  ij,  und  —  ij^ ,  ijj  und  —  rj^ 
.  zu  den  Wurzeln  Xi,  x^,  x^,  x,  anbetrifft,  so  findet  dasselbe  seinen 
Ausdruck  in  folgenden  Formeln: 

«.und«,  "±4;*''-4''^iJ* K . V. ' 


Xg  undXf 
Xi  und  x^ 

Xg  und  x^ 


a^midÄ^|^_^l  \(  [  )  ^  -|/^'-(3a'-86).T,  +  8(a'-to6+8c) 


§  259.   Methode  der  ZerlegOBg  einer  biqnadratlBcheii  Oleiehmig  in 
zwei  qaadratlBCha  nach  Lacroiz*). 

Die  in  §  202  entwickelte  Methode  der  Zerlegung  des  Polynoms 
nach  Tan  Schooten  lässt  eine  Anwendung  auf  die  vollständige 
Gleichung  zu.  Dieselbe  lässt  sieb  auf  sechs  verschiedene  Arten  in 
das  Product 

{^-\-ex  +  p)  (!*■+  yx-\-q)  =  Q 
zerlegen.  Indem  man  durch  Vei^leichung  des  Products  der  beiden 
Factoren  mit  der  vorgelegten  Gleicliung  die  Coefficienten  e,  p,  y,  g 
zu  bestimmen  sucht,  findet  man  nach  Elimination  dreier  von  ihnen, 
dass  die  Finalgleichung,  von  welcher  der  vierte  abhängt,  vom  sechsten 
Grade  ist. 

In  der  That  liefert  das  Product 

**  +  («  +  y)a^  +  (!>  +  ■??  +  sX  +  Oi>  +  'q)x  +  pi 

Glied  für  Glied  verglichen  mit 

a^  +  öa;'  +  tx*  +  ca;  +  rf  " 
folgende  Bestimmungsgleichungen: 

P  +  ey-i-q  =  b, 
yp-^eq  =  c, 
pq=^d. 
Aus  der  zweiten  und  dritten  folgt 


•)  Lscroix,   Compl.   d'AJg^bre   §  4Ö,   1804;   Ley,  Progr.   K81n   1860; 
UDert's  Archiv  XXXIX.  198.  1862;  Blomatrand,  p.  20.  184T. 
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-y(6  — gy) 


-y 

Die  erete 

gibt 

y  — ö 

~*> 

und  wenn 

man 

dies 

in  die  beiden 

Gleichungen 

einsetzt, 

reBuItirt 

P 

„Ü 

2z-  a 

— , 

«■ 

-2ae'  +  (fl' 

+  0)'  -  (."h  - 

■<=) 

2z  —  a 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  vierte  Beatimmungsgleichung  ein 
und  ordnet  nacli  Potenzen  von  s ,  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Wurzelsummen. 

Demnach  sind  die  beiden  quadratischen  Gleichungen,  welche 
die  geeucbten  Wurzeln  liefern: 

x,j  '',  -  » 

^     X-  +  (a  -  «.)«  +  '-i'-^l"-i:+ ("1±  «'.-- t?»^'  _  0  , 

Hier  sind  e^  und  a  —  z,  znei  zusammeDgehörige  Werthe  von  e, 
und  wenn  man'die  beiden  andern  Wurzelpaare  der  Resolvente  mit 
Bf  und  a  —  s^,  z^  und  a  —  2,  bezeichnet^  so  ist  auch  noch 


.  «"  +  « 


-".■  +  >'. 


'  ^j  :^  +  (»  -  ^).  +  '."^^..M:  (^+4)t=l.(i^Lzl«  „  0  .     ■ 

Diese  quadratischen  Factoren  werden  von  verschiedenen  Älgebristen 
noch  modificirt.  Blomstrand  substituirt  ii  ^  ^  -\-  -^  o  und 
erhält  Ausdrücke,  welche  denen  in  §  258  gegebenen  ähnlich  sind. 
Ley  subetitnirt  in  den  vier  BestimmungBgleicbnngen 
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X  +  y  ^  a,        yp  +  sq-'^c, 
i'  +  2y  +  «  =  &,  i>3  =  <'. 

das  Prodact  ey  ^  t]  nnd  erhält  dadurch 

e  und  1/  =  a"  (ö  +  V^o"  —  ^v)  t 

pMJidq  =  \{b-n  +  Vib~  nf  ~4rf)  . 

Die  Grösse  rj  ist  dann  eine  Wurzel  der  Besolrente  XVI.  Za  diesen 
letzteren  Ausdrücken  gelaugte  auch  Spitz*). 

Es  genügt  nun  zwar  zur  Berechnung  aller  TierWurzelna^j,  x,, 
Xf,  X,  die  Eenntniss  einer  einzigen  Wurzel  der  Resolvente.  Man  bann 
indess  durch  Anwendung  eines  CombinationsTerfahrens  aach  alle 
drei  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente  zur  Berechnung  ferwenden. 

Substitnirt  man  nämlich  p  -{■  'j  ^  ti  ^o  erhält  man 

und  Heraus  weiter  die  Gleichungen 

t-la  +  ^ya'-lb  +  Ai, 

Setzt  man  diese  Werthc  in  die  dritte  Gleichung 

yp  +  zq^c, 
oder 

«'  +  ^  I  -  c , 
ein,  macht  die  Gleichung  rational  und  setzt  i'  +  -   wieder  gleich 
p  -\-  q^t,  so  erhält  man  die  Resolvente  XIII.    Da  nun 

l^-%p  +  d  =  0      ■ 
ist,  so  findet  man  weiter 

x,-x-,  und  x^x^  =  j.,  and  jr,  =  \-  (g,  +  VT.' ~"4<7), 
x,x,  und  x^x-f  ^=pi  und  x^  ^  v  (^  "h  Vü*  —  *<*) > 
x,Xt  und  XjiTj^jjj  und  «3  =■ -^  (^  +  V"^' —  4ti) , 
•)  Spitz,  Gninerfs  Archiv  XXXIII.    S.  4*2.     1859. 

.       DiqnzeanyGoO'^lc 


g  260.     Methode  der  1 

ractorenz  erlegnog. 

und  hieraus 

a;,  ' 

=  ±/i*^'i^ 

zJ'i)^ 

x^ 

=  ±|/P^^ 

"(t. 

;^)  (t. 
-Vh^ 

rJI)^ 

a-j 

=+>/:'^- 

-  VC  - 

(E, 

-  «0  (£■ 

-  Vc  - 

-VC-' 
-4ä)  - 

:-«) 

Diese  Wnrzelformen  sind  gültig  für  den  Fall 

Wenn  dieser  Ausdruck  aber  den  Wertli  ^^  (c :  Yd)  annimmt,  so 
sind  sämmtUclie  Vorzeichen  Tor  den  inneren  Wurzelzeichen  umzu- 
kehren. 

§  260.    Ein^  andere  Methode  der  Factorenzerlegong. 
Wir  setzen  yoraus,  es  sei 

ein  trinomisch  quadratischer  Factor  der  biquadratischen  Gleichung 

X" -\- ax' -i- bx' -j- cm -j- d  =  0, 
und  suchen  nun  den  andern  durch  Division  zu  bestimmen  wie  folgt: 

(X*  +  ax^  +  bx^  +  ca;  +  d) :  (x^  +         a  +  «    a;  +  y ) 

Dass  der  Rest  Rx-^-  8  gleich  Null  werde,  fordert  die  ErfÖllung 
der  Gleichungen 

-»"--ga«»-|-J(a*-4&  +  4.v)M+g(a'-4«i.+8c)=0, 

-  y«*  +  »'  +  i  («*  -ib)y  +  d  =  0. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  aber 
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also 

I.  „.„,  +  i.(„._4J). 

Aus  der  ersten  Gleicliung  folgt 

n.     2u^y~l(u'-\a'-\-by^=la(ij  +  ^^-~c=^ae~c. 
Aus  der  zweiten  Gleichung  ergibt  sieb  auch  noch 
y^—fu'—^a^  +  hjy-^  —  d, 
und  wenn  man  sie  zu  einem  Quadrat  er^nzt: 

III.     [j,-i(„'-ia'+6)]'_J[.>~la'  +  (.]'-<i 

Quadrirt  man  II.  und  multiplieirt  I.  mit  dem  Vierfachen  von 
III.,  so  resoltirt 

(l"-")'-^(v»'-'')('+T  »■-»). 
und  nach  Potenzen  von  e  geordnet  die  Resolvente  XIII.    Die  wei- 
tere Berechnung  der  Wurzeln  ist  einfach. 

§  261.    Hetbode  der  Factorenzerlegung  Ton  Bardey*). 

Diese  Methode  bietet  im  Vergleich  «u  den  vorhergehenden 
Metboden  nichts  wesentlich  Neues  dar,  denn  es  wird  zn  der  Factoren- 
zerlegung  des  Polynoms  f(x)  in 

(i?  +  j!,:+p)(if  +  yx  +  q)-0 
in  der  zweiten  Beatimmungsgleichung  (§  259) 

i>  +  ä-2S  +  |» 
angenommen,  wodurch  man  direct  auf  die  allgemeine  Resolvente  XXX 

e»  -  if  S  +  2^  =  0 
gefuhrt  wird.     Nimmt  man  an,  das  Prodnct  sei 

[»■  +  (-'»-„)«+-'-i  +  S-r]-0, 
^  An^beDsammlnng  Kap.  39. 
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so  resultirea  aus  der  EntwickluDg  und  Yergleicliung  homologer 
Coefficienten  die  Bestimmungagleichnngen  fOr  u  und  v: 

«o-^ws  +  eö-s»!. 

Multiplicirt  man  die  ersten  beiden  Gleichungen  mit  einander 
und  fuhrt  die  dritte  ein,  so  erhält  man  die  Resolvente  XXX.  Da 
i  drei  verschiedene  Werthe  bat,  so  ist  dies  auch  fDr  a  der  Fall 
Aus  den  beiden  quadratischen  Fa«toren  ei^eben  sich  sofort  fol- 
gende sechs  Combinationen  der  Wurzehi: 

3^1+*!=  — (y»  —  «!"),     i^+^i  =  — ('y«  +  "i), 

^i-h^ (y""~"»)'   ^  +  ^4 (-2°+"it)' 

«1  +  3:4  — —  r{-a-«s),     «,  +  «5=  — (ya+u^V  - 

wo  2m  die  Wurzel  der  Resohente  XVII  bezeichnet.  Da  «  eine 
Quadratwurzel  ist,  so  kann  das  Vorzeichen  dieser  ChrÖBse  -\-  oder 
—  sein.  Um  zu  enteclieiden,  welches  Vorzeichen  genommen  werden 
musB,  beachte  man  den  Werth  der  Beducente  (21)1: 

-  {a^  —  4a6  +  8e) 
=  {x,  +  a;^  —  aij  —  Xt)(Xj  —  x^  -\-  X3  —  x^)  (a^j  —  x^  ~  x^ -\-  x,) 

Wenn  demnach  der  Ausdruck  a^  —  4J  +  8c  negativ  ist,  so 
gelten  die  in  jenen  sechs  Combinationen  angenommenen  Vorzeichen; 
ist  dagegen  a^  — -  4ab  -\-  8c  positiv,  so  muss  man  von  allen 
Vorzeichen  das  entgegengesetzte  nehmen.  Für  den  ersten  Fall 
findet  man  also 


-i(- 


-o  +  «, +  1.,  +  ».), 
r»  +  «1  — «,  —  »,), 

r "  - ".  -  «.  +  •■)  • 
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Das  Prodnct  Uiti^u,  bleibt  übrigens  nocb  positiv,  wenn  man 
das  Toneicben  von  zweien  der  Factoren  ändert,  wenn  man  also 
schreibt : 

rr,  +  X, (1"-«,)  ,     ',  +  '.--  (1«+«.). 

*.  +  «.--(;«  +  «.),     ':,  +  ', (2  «-".)' 

Durch  diese  Annahme  wird  indess  nnr  die  Reihenfolge  der  Wur- 
zelwerthe  geändert,  wie  sich  aus  folgendem  System  erkennen  lässt; 

^'  =  -i-(-T«+"'-"^-"0' 
3^  =  -2  (-  Y  "  +  "'+"*  +  *^)  ' 

^  ="   2"  (~  2"  "  ~  "1  ~  "'  +  ^)  ' 

a:^  =  Y  (- |- a  -  M,  +  u,  -  «,) - 

Bardey  stellt  nocb  weitere  Betrachtnngen  Über  die  Realität 
der  Wurzeln  der  Resolvente  an.  Die  biquadratiscbe  Gleicbung 
kann  nämlich  haben 

1)  Tier  reelle  Wurzeln,  oder 

2)  zwei  reelle  und  zwei  complexe,  oder 

3)  vier  complexe  Wurzeln. 

In  jedem  dieser  drei  Fälle  ist  anf  mindestens  eine  Art  die 
Zerlegung  in  zwei  quadratische  Factoren  mit  reellen  Coefficienten 
denkbar;  denn  die  Wurzelformen  sind: 

1|    a-i  =  o, ,  3^  =  a^,  ij  =  ff, ,  X^^a^, 

2)        =a,,  «c,,  =Ö3+ylji",      =c,— fti, 

Im  ersten  Falle  ist  die  Bildung  quadratischer  Factoren  mit 
reellen  Coefficienten  offenbar  auf  dreifache  Weise  möglich.  Es  niuss 
also  in  dem  Factor 


ae 
ei 
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drei  verschiedene  reelle  ti,  aber  auch  drei  verschiedene  reelle  £  nnd 
damit  drei  verschiedene  reelle  v  geben.    Denn  £  ist  eine  Function 
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Ton  u  und  v  eine  andere  von  ^  In  diesem  Falle  muss  demnach 
die  Resolvente  drei  reelle  Wurzeln  haben. 

Wenn  wie  im  zweiten  und  dritten  Falle  die  vorgelegte  Gleichung 
entweder  zwei  reelle  und  zwei  complexe  oder  vier  complexe  Wurzeln 
hat,  BO  iet  offenbar  nur  eine  einzige  Art  der  Zerlegung  dea  Poly- 
noms möglich,  und  zwar  verlangt  die  Bedingung  der  Realität  der 
CoefGcienten  des  trinomiechen  Factors  im  ersten  Falle  die  Combi- 
nation  Ton  x^  mit  x^;  im  andern  Falle  die  Combinationen  {x^x^) 
und  (x^x^).  Dies  setzt  Toraue,  dasa  genrnsa,  der  Form  des  quadrati- 
schen Factors 

»''+(|»±«)*  +  |i'  +  5  +  ''-0 

nur  ein  +u  und  eip  entsprechendes  2g  4:  v  reell  sei.  Ist  aber 
u  reell,  so  ist  es  auch  g  und  ti. 

Es  ist  nun  ftlr  jedes  reelle  t  nicht  jedes  zugehörige  u  reell; 
es  kann  je  nach  dem  Vorzeichen  des  Radicanden  entweder  reell 
oder  imaginär  werden.  Wenn  demnach  in  dem  erwähnten  Falle 
alle  drei  i  reell  aind,  so  ist  auch  immer  eins  unter  diesen,  rf^lches 
ein  M  und  somit  auch  ein  v  reell  macht.  Ist  nur  ein  t  reell,  so 
musB  dieses  selbst  u  und  ti  in  reeller  Form  darstellen. 

Hat  daher  die  kubische  Resolvente  XXX  drei  reelle  Wurzeln, 
so  muBS  nnter  diesen  immer  eine  Torhaudeu  sein,  welche  ein  reelles 
u,  also  auch  ein  reelles  v  liefert  Hat  die  ResolTcnte  nur  eine 
reelle  Wurzel j  so  muss  dieser  ein  reelles  u  entsprechen.  Man  bat 
demnach  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Die  knbische  Besolvente  XXX  bat  drei  reelle  Wurzeln. 
Wenn  diese  drei  reelle  Werthe  von  u,  also  auch  Ton  v  liefern, 
80  hat  die  Gleichung  Tier  reelle  Wurzeln.  Wenn  dieselben  ein 
reelles  h  und  zwei  imaginäre  ungleiche  Werthe  von  «  liefern,  so 
sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  Bämmtlich  conjugirt 
complex.  Sind  d^egen  ein  u  reell  und  zwei  imaginär  und  gleich, 
so  dass  die  Resolvente  unter  drei  reellen  Wurzeln  zwei  gleiche 
haben  muss,  so  hat  die  biquadratische  Gleichung,  wie  leicht  ans 
den  Wurzelformen  zu  ersehen  ist,  zwei  gleiche  reelle  und  zwei 
complexe  Wurzeln.  , 


anndiOga  d.  Hit^n.  mad.  Algcbn. 
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2.    Die  kobiacke  BeaolTente  XXX  bat  eine  reelle  und  xwei  com- 
pleie  Wnrzelo. 

Der  reellen  Wurzel  £,  entspricht  ein  reeller  Werth  von  u,  nnd 
»,;  die  beiden  complexen  Wurzeln  ^  + 1*  """^  &  —  *)*  geben 

«s  =^  y  +  tf i  ,    «3^7  —  dl . 
DemgemäsB  ist 

*i  =  2  (-  I  «  +  ".  +  2y)  ,  (reeU), 

*»  =  v(~a''+«»-2y),  (reell), 

ai  =  y  (—  y  »  —  "i  +  2tf  i\ ,  (complex) , 

Xt,  =  ^(—  Y  a  —  M,  —  25 A ,  t«o™ple'')  • 

Fuhrt  man  die  Wuizelfonnen  Ton  t,  nämlich  £j,  £,  -|-  i}i  nnd 
^  —  1]  i  in  den  Ausdruck  für  n  ein,  so  erhält  man  f Qr  u  die  Formen 
II,  und 

„,  =  ]/»(+ «y^i,  M, = y»! — »  y— l  . 

Daraus  folgt 

«,  +  «,  =  V2  (h.  +  l/t«*"-M«)  , 
„^  —  M,  =  ^2  (»(  —  V'*»* +"n*j  ■ 
Substitnirt  man 

-  =  tan#, 
so  erhält  man  zu  einer  beq^nemem  Berechnung  die  Formeln: 
M^  +  «3  =  2  cos  |-  »  VotTcÖs* , 
ttj  —  Mj  ■=  2  ain  ~  &y  —  m:  cos  #  . 

Wenn  m  positiv  ist,  so  wird  «^  +  "a  ™^1'  '™*^  *S  —  "s  im^när; 
sonst  umgekehrt.  Um  #  zu  berechnen,  genügt  es,  den  poBitiven 
oder  absoluten  Werth  von  m  zu  nehmen. 
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§  262.  Tranafonuatioii  der  binäres  biqnadratiBclieii  Formen  dnrch 
lineare  Substitution  in  die  BOgfenannte  kanonisobeForm  nacb  Hesse*). 
Hesse  geht  in  seiner  berühmten  Abhandlung  aus  von  der  Form 
(1)  f{x,  y)  =  oa^  -\-  Ahx^y  +  öci^y*  +  Adxy^  +  cj/* 
und  bemerkt  zunächst^  daes  die  binäre  biquadratische  Function  die 
einzige  sei,  dereu  Determinante  ihrer  zweiten  partiellen  Differenzial- 
quotienten  von  demselben  Grade  sei,  wie  die  Function  selbst.  Diese 
st^enannte  Hesse'sche  Form  (Heesiane)  ist  also 

(21  „«=  ^  .  2V  _  /  3Y_y  . 

^  '  dx'     dy*        \dxcy) 

Hesse  beweist  zunächst  das  wichtige  Theorem,  doss  die  zu- 
sammengesetzte Function 

(3)  Ü=xf+xv 

eine  Determinante  V  besitzt,  welche  dieselbe  Form  wie  I/bat;  also 

(4)  y-Kf+T,. 

Indem  wir  bezüglich  des  Beweises  dieses  Theorems  auf  die 
Abhandlung  selbst  verweisen,  bilden  wir  zuerst  die  Determinante  v 
der  Function  f.    Man  findet  leicht 

(5)  j|^=C.4=(oc— fcV+2(arf-ic)a:'V+(«c+2W-3c*}a;y 

+  2(6e  —  cd)a;!/'  +  (ce  -  (P)y' . 
Bildet  man  weiter  die  Determinante  V  und  setzt  die  Coeffi- 
cienten  a^  und  ^  auf  beiden   Seiten  der  Gleichung  (4)  einander 
gleich,  so  erhält  man  die  neuen  Gleichungen 

ll2'[(«o  +  tA)(kc  +  »Q  -  («S  +  tB)']  =  K<t  +  TA, 
™  (12'[(«e  +  t£) («c  +  xC)  -  («<;+  iB/]  —  Ka+  IE, 
wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  worden  ist 
\2\ac  —  lf)  —  A, 
.  W(ad-hc)  =  B, 


m 


■12'(a<i  +  2M-3(!')— C, 

•  12"(6e  -  c<i)  —  -O , 
12'(ee -<?)  —  £. 


Crelle'B  JonTD.  XLl.  S.  243.  IBöl. 
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Am  den  beidcD  Bcatimmniigugleidningen  ergeben  dch  die 
Weithe: 

Daraus  folgt 

(9;  *  =  xT  -  tff  =  x*  -  3  .  12»J,.t r*«  -  3 .  12^ .  /«.jt*  , 
sod  wenn  der  Kflrze  wegen  x  ^  —  12*i .  1  gesetzt  wird : 

(10)  ^^'/rTs*.^  =  -  4A'  +  J,.,i  -  J«., . 

Die  Grössen  Kund  T  lassen  sich  durch  di#partieUen  Differennal- 
qnotienten  Ton  9  oder  xT —  jK  wie  folgt  aosdrficken: 

^ yä7'    ^=  +  T77- 

Die  Transformation  der  vorgelegten  Function  f  durch  die 
Snbatitntionen 

(11)  fx-«E  +  ^,, 

in  die  sogenaimte  kanonische  Fortn 

(12)  /■(«,»)-X-{'  +  6C'P,'  +  £',' 

erfordert  die  Bestinunang  Ton  sieben  Unbekannten  a,  /I,  7,  i,  A', 
■  C,E.  Substituirt  man  die  Werthe  von  x  und  y  aus  (11)  in 
f{x,  y)  — ■  (a,  h,  c,  d,  e)  (x,y)*,  und  setzt  beiderseits  die  Coefficienten 
gleicher  Potenzen  und  Prodocte  der  neuen  Variabein  einander  gleich, 
so  erhält  man  nur  fönf  Gleichungen,  wonias  hervorgeht,  dass  zwei 
der  zn  beetimmendeD  Unbekannten  willkOrlich  bleiben,  z.  B.  }"c=  d  ^^  1 . 
Toii  diesen  fünf  Gleichungen  sind  nur  von  Belang  die  folgen- 
den drei: 

IÄ'=f(a,Y),    E'==fiß,d), 

Die  Indices  a  und  ß  deuten  diejenigen  AosdrQcke  an,  in  welche 
die  zweiten  partiellen  Differenzialquotienten  übe^^hen,  wenn  man 
in  ihnen  statt  x,  y  entweder  a,  y  oder  ß,  8  setet  Die  beiden 
übrigen  Gleichungen,  welche  die  Verhältnisse  a:y  und  ^ :  d  be- 
stimmen, werden  später  durch  äquivalente  Gleichongen  ersetci 
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Betrachtet  man  f  als  eine  FoDcfdon  der  Variablen  g  und  ij,  setzt 

und  den  Uodnl  der  Transformation 

.cS-ßy-r,     ■ 
Bo  ist  die  Determinante 

(14)  v==^v', 

wie  Ton  Hesse  (Crelle's  Jonm.  28.  Bd.  S.  89)  bewiesen  worden  ist. 
Es  ist  nun 

(16)   «'  -  12'C  (ä'  5'  +  -^tr-^-121"  {.,.  +  £-,<■) . 

Setzt  man  diesen  Wertb  in  die  Torhergehende  Gleicbung  ein, 
80  wird 

i2'£7'r.,,4    ,     J'i?'— 3C'»„  „    ,    ,„  ,"1 

V  =  — ,-  ^A  S*  +  — ^. ^'rj'  +  £>*J  . 

Multiplicirt  mau  diese  Gleichung  mit 


die  Gleichung  (12)  mit 


(3*i!,"— flC«) 
und  addirt  beide  Gleichungen,  so  erhält  man 

(16)  U^xf-\-tv  =  QiW- 

Hieraus  folgt,  dass  sich  jede  homogene  binäre  biquadratische 
Function  and  ihre  Determinante  mit  solchen  Constanten  mnltipli- 
ciren  lasst^  dass  die  Summe  ein  vollständiges  Quadrat  wird. 

Um  das  Verhältniss  x :  r  zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass, 
da  Ufiia  vollständiges  ynadrat  ist,  dieselben  Werthe  der  Variablen 
X,  y,  welche  U  verschwinden  iflachen,  auch  die  partiellen  Differenzial- 
quotienten  -^ ,  -5—  dieser  Functiou  werden  verschwinden  lassen. 
Es  ist  nun 

dxdy'^  "  Sy',        dy  ' 
und  wenn   man  diese  Gleichungen  nach   den    linearen   expliciteu 
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Grössen  x  und  y  auflöst,  so  erhält  man  anter  BerCtcksichtigong  der 
Bedeutung  von  v; 

Hieraus  ist  nun  zu  ersehen,  dass  für  die  Werthe  von  x  tmd 
y,  für  welche  die  ersten  partiellen  Differenzialqnotienten  TerschwindeD, 
auch  die  Determinante  t  verschwinden  würde.  Mithin  verschwindet 
f3r  die  Werthe  der  Variabein,  fOr  welche  die  zusammengesetzte 
Function  U  gleich  Null  wird,  auch  die  Determinante  V=-Ef-\-  Tv 
dieser  Function.  Nan  ist  aber  gemäss  (11)  1^1,  fi'=0  fSr 
X  ^  a,  y  =  y,  und  S  =  0,  »j  =  1  für  a:  ■=  ^,  y  =  5 .  Es  ver- 
schwindet also  nach  (16)  die  zusammengesetzte  Function  U^xf-]-xv 
S&r  diese  beiden  Werthepaare  und  ebenso  die  Determinante 

r=  Kf-\-  Tv 

dieser  Function.  DieseWerthepaare  genügen  demnach  den  Gleichungen 

^f+,v-0, 

^    '  Kf+Tv  —  0. 

Hieraus  folgt  die  Determinante 

welche   wir  bereits  in  den  Gleichungen  (9)   und  (10)  kennen  ge- 
lernt haben.     Zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  x :  t  dient  dem- 
nach diese  kubische  Resolvente,  welche  Aronhold  später  in  Form 
einer  zweiten  Determinante  ^  dargestellt  hat.    Es  ist  nämlich 
0  =  3  .  12'  .  t'  ^  =  3  .  12*  .  t\—  4i»  +  J^.sA  -  J4,s)  =  0  . 

Hieran  knüpft  sich  der  Satz:  dass  jedes  binäre  Biquadrat 
und  seine  Determinante  sich  auf  drei  verschiedene  Arten 
mit  solchen  Constanten  multiplicir^  lasst,  dass  ihre 
Summe  ein  vollständiges  Quadrat  wird. 

Wenn  man  nun  ein  Wurzelpaar  x  und  t  gefunden  hat  und 
dasselbe  in  (17)  einsetzt,  z,  B.  in  xf-\-zv*=0,  so  werden  die 
beiden  Werthepaare  von  x  und  y,  welche  dieser  Gleichung  ^nügen, 
die  gesuchten  Werthe  von  ay  und^d  sein.  Da  man  aber  nur  das 
Verhältniss  x :  y  findet,  so  ist  z.  B.  y  willkürlicli,  und  ebenso  können 
y  und  6  gleich  1  gesetzt  werden.  Die  beiden  andern  Grössen  a 
und  ß  werden  sich  als  die  ungleichen  Wurzeln  der  nach  x  biquadrati- 


lyGoo^^lc 


§  sea.    Methode  Ton  Hesae.  695 

sehen  Gleichung  darstellen,  welche  zwei  Paare  gleicher  Worzehi 
hat.  Hat  maji  aber  durch  Anflösuog  dieser  Gleichung  a,  ß,  y,  8 
gefunden,  so  gibt  das  System  (13)  die  Werthe  der  CoefScienten 
A',  C,  E'  der  kanonischen  Form  (12). 

Die  Verhältnisse  a :  y  und  ß :  S  sind  als  die  ungleichen  Wurzeln 
einer  der  biquadratischen  Gleichungen  (17)  bezeichnet  Man  kann 
aber  statt  dieser  eine  quadratische  Gleichung  bilden,  deren  Wurzeln 
die  ungleichen  Wurzeln  von  (17)  sind.  Zu  diesem  Zwecke  diffe- 
renzire  man  die  durch  die  linearen  Substitutionen  (11)  identische 
Gleichung  (16) 

zweimal  partiell  nach  x,  also 

oder,  weil  wir  den  Transformationsmodul  aS  —  j3i]°=r  gesetzt  haben, 

« |~,  + » S  - ;' [«V  -  ■ii'äiS  +  r'n  ■ 

Man  nehme  nun  an,  es  sei  in  dieser  identischen  Gleichung 
sowol  rechts  als  links  ay  oder  ßS  statt  xy  gesetzt.  Bei  dieser 
Annahme  verschwindet  das  Prodnct  i}^  und  es  bleibt  die  Gleichung 
richtig,  wenn  man  das  mittlere  Glied  — 4yS7}^  in  +  2ydr]i  ver- 
wandelt Durch  diese  Äenderung  geht  die  Gleichung  über  in  die 
einfachere 

oder,  wenn  man  für  dr^  -j-  y%  seinen  ursprünglichen  Werth  y  ein- 
setzt^ in 

Dieses  ist  die  gesuchte  quadratische  Gleichung.  Wei^n  man 
nun  diese  Rechnung  in  der  Weise  wiederholt,  dass  man  die  Gleichung 
(16)  erst  einmal  nach  x  und  einmal  nach  y,  dann  noch  zweimal 
nach  y  difFerenzirt,  so  gelangt  man  zu  folgenden  drei  Gleichungen: 

ox*   '       8x'        r'  "  ' 

Sy*^     dy'       r' 


„Gooi^lc 


(19) 


696  Vierter  Abichiiitt.     SabatitntioiuniieUiodeii.    V. 

Einfacher  gelangt  man  zu  den  beiden  letsten  Gleichungen, 
indem  man  erst  die  dritte  bildet  durch  TertauBchung  von  x  mit  y 
und  darauf  die  zweit«  durch  Combination  der  beiden  fibrigen  mit 
(17)  sucht. 

Um  diese  Gleichungen  in  eine  einzige  von  allgemeinster  Form 
zusammenzufassen,  wählt  Hesse  zwei  beliebige  Grössen  jj  and  g, 
multiplicirt  die  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  p*,  pq  und 
q'  und  addirt  die  Producte.     Dies  gibt 

Es  bleibt  noch  übrig,  den  Werth  des  Quotienten  -f  zn  be- 
stimmen. Man  erwäge,  dass  die  angegebenen  , quadratischen 
Gleichungen  dieselben  Wurzeln  haben,  welche  die  biquadratischen 
Gleichungen  (17)  doppelt  enthalten.  Aus  diesem  Umstände  dürfen 
wir  schliessen,  dass  das  Quadrat  der  quadratischen  Gleichungen 
z.  B.  der  ersten  in  (18)  in  die  biquadratische  Gleichung,  von  einem 
Constanten  Factor  0  abgesehen,  übergehen,  oder  dass 

sein  muss.    Setzt  mui  die  CoefGcienten  von  x*  beiderseits  einander 
gleich,  80  resultirt 

ff  =  12»(xa  +  tA)  . 
Durch  Gleichsetzung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von  xy" 
erhält  man  eine  Relation,  aus  welcher  sich,  mittels  Substitution 
des  Werthes  von  ff,  der  gesuchte  Werth  von  —  -^  ei^ibt,  nämlich 

„_„  6(«b-f  T^ 

Um  den  Dividenden  zu  transformireu,  nehme  man  die  zweite 
Gleichung  des  Systems  (7),  nämlich 

if  =  ^  (ad  -  bc) . 

Lässt  man  hierin  die  Grössen  a,  b,  c,  d  in  die  entsprechenden 
xa-\-%A  übergehen,  so  geht  f  in  kf-{-Tv  und  v  in  Kf  ■\-  Tv 
Über.     Daraus  folgt 
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Kb  +  r2{=.?^'  [xa-\-TÄ)(xd-\-tD)  —  {»b  +  f:E){xc  +  iCJ] 
und  somit 

(.>         6  ■  x6  -f  t£" 
Da  abei  nach  (17)  xT=-£t  ist,  so  reducirt  aicli  die  Gleichung 
auf  die  einfachere 

(20)  -S-if 

Es  lasseu  sich  noch  einige  nützliche  Formeln  mehr  herleiten. 
In  der  identischen  Gleichung  (16)  war 

C'q r'g 

*  ~         A'E'  —  9C7"      ^  ^  12»{A'il"  — 9C»)' 

Dividirt  man  die  erste  durch  die  zweite,  so  erhält  man 
^  =  -12»^, 
und  wenn  man  wieder  r  ^  ttS  —  ßy  einsalzt,    . 

(21)  C ^.'"■■f 

Femer  erhält  man  aus  der  zweiten  Gleichung,  weun  man  aus 
(20)  den  Werth  tob  q  einsetzt, 

(22)  J'£'_9C=-^^^^^-^-J- 

Um  Alles  zusammenzufassen,  suche  man  aus  der  Gleichung 
3>  =  0  ein  Werthepaar  x  und  r,  aetse  dias  und  den  Werth  —  2p:r* 
aus  (20)  in  eine  der  quadratischen  Gleichungen  (18)  ein  und  suche 
Kwei  Werthepaare  a,  y  und  ß,  tf,  den  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  entsprechend,  welche  der  Gleichut^  genügen.  Diese  sind 
dann  die  Goefficienten  der  linearen  Substitutionen,  durch  welche 
die  Function  f(x,  y)  transforniirt  wird  in  die  Form 

««,»)  -  fi",  r)t'  -  (««  -  ß)>7  ■  i  iV.^  {'ii'  +  f(ß, «)?' . 

Wir  können  hieraus  nun  die  Auflösung  der  biquadratjschen 
Gleichung 

.  f(x,  y)  =  (a,  b,  c,  rf,  efix,  yf  =  0 
leicht  herleiten.     Setzen  wir   der   Einfachheit   wegen   y  ••=•  \   und 
1}  >—  1 ,  so  ist  die  SubstitntionBformel 
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"^      H+' 
und  die  Transformirte 

^■£'  +  60'|'  +  £"  — 0. 
Die  Tier  Wurzeln  dieser  Gleichang  sind  nun 

I,,    l,--!,,    &,    6.--fe. 

Setzt  man  diese  Werthe  ia  die  Substitntionsformel  ein,  so  sind 
die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  f^O: 

y^  +  s'    **      vX~s 
Wenn  man  der  KOrze  wegen 


setzt,  80  erhält  man  durch  Elimmation  roa  g^  und  £,  aus  dem 
System  (23)  folgende  Belationeu  zwischen  den  Wurzeln  *,,a;»,a:j,  x^ 
und   den   Wurzeln  -  ■=  ü,  -^gder  quadratiBchenGleichnng(18): 

1«,»^.  - 1  (»1  +  ».)('  +  0  +  »S  =  0  ■ 

Es  läset  sich  nun  jeder  Wurzel  einer  algebraisch  auflösbaren 
Gleichung  eine  Form  geben ,  welche  rationale  Functionen  der 
Wurzeln  enthält.  Diese  erhält  man,  wenn  man  alle  drei  Wurzeln 
der  BesolTent«  4>  ^  0  in  die  Rechnung  einführt.  Dieselben  seten- 
imn  ?!- ,  ^  ,  üi  und  die  diesen  entsprechenden  Wurzeln  der  quadrati- 
schen Gleichung (18)  2,  ^,,  ggi,,  s^  ^.  Die  Gleichungen  (24)  werden 
auf  diese  Weise 

f  «1=1^  -  v(*i  +  ^)  (^1  +  &)  +  ^iS.  =  0. 

(25)  ; 

U  *4  -  I  i^,  +  a:.)  (^,  +  &)  +  -^,  S>  =  0  i 

f  *ia:,  -^(x,  +  X,)  (f,  +  &)  +  z,i,  =  0, 
(26)  j 

x,x,  -  l-(x,  +  X,)  (*,  +  5,)  +  ^.g,  =  0; 
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h  -  l  (^  +  a^)  («3  +  &)  +  «»53  ■=  0 . 
Je  zwei  dieser  Systeme  geben  eiues  der  drei  folgenden: 

io.5,  -!('.  +  S.)  ('.  +  ü  +  «,fc  -  0, 
«.t-ife  +  6,)fe  +  S,)+»,t,-0, 
'.S,  -  I  (2.  +  fc)  (»,  +  ü  +  «,S,  -  0. 

Wenn  man  die  drei  Gleichungen,  welche  aus  der  quadratischen 
(18)  gezogen  werden,  indem  man  successive  die  drei  Werthe  toq 
—  eiaaetzt,  mit  einander  multiplieirt ,  so  erhält  mau  eine  Gleichung 
sechsten  Grades,  deren  Coefäcienten  symmetrische  Functionen  der 
Wurzeln  von  <1>  =  0  enthalten,  also  auch  rationale  Functionen 
Von  a,  b,  c,  d,  e.  Diese  Gleichung,  zwischen  deren  Wurzeln  s,  % 
die  Delationen  (28)  stattöuden,  lässt  sich  nun  umgekehrt  mit  Hülfe 
der  kubischen  Kesolrente  in  drei  quadratische  Gleichungen  zerlegen 
und  ist  also  algebraisch  auflösbar  in  Rücksicht  auf  die  CoefGcienten 
a,  h,  c,^,  e,  wie  weiter  unten  gezeigt  wird. 

Addirt  mau  die  beiden  Gleichungen  (26)  und  setzt  fär 
^1  +  *a  +  *3  +  ^4 
seinen  Werth ,  so  resultirt 


Es  haben  aber  2,  +  £,  und  ^^  5,  folgende  aus  der  ersten  Gleichung 
des  Systems  (18)  entnommene  Werthe: 

"-i  b+B 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein, 
so  kann  man  derselben  mit  Efilfe  der  Gleichungen  (20),  (8)  und  (7) 
folgende  Gestalt  geben: 


lyGoo^^lc 


700  Vierter  Abecluiitt.    SnbBtitutionsmethaden.    T. 

4(a:,a^ +a^3;,)  —  -  ^("^  -  6  .  12.cV 
oder  mit  BcrOckeicIitigniig  von  (10) 

(29)  x,x^  +  x,Xi  -  l  (2A,  +  c). 

Hieraus  ersieht  m&n,  dass  sich  die  Wurzeln  der  Besotvente 
<]>  =  0  und  ^  ^  0  rational  durch  die  Wurzeln  der  biquadratischeo 
Gleichung  ausdrücken  lassen.    Man  erlült  auch  noch  leicht 

(30)  (x,  +  ,,)(x.  +  «.) -!(«-»,). 

Addirt  man  zu  der  Torhergehendeu  Gleichm^  die  beiden  anderen 
Gleichungen 

—  2£[x,Xt]=  -  12.^, 
so  erhält  man,  nachdem  man  die  Quadratwurzel  ausgezogen  hat, 


oder  mit  Berflcksichtignng  Ton  (10),  indem  x  :  t  =  —  12*A  gesetzt 
wird, 

^i  4"  ^B  —  ^  —  Xi  =•  —  yb*  —  flc  -j~  aAi . 

Man  hat  demnach  folgende  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  Wurzeln: 


(31) 


a;, 

X 

+  «,  +  ». 
+  x,-x, 
-x,  +  x. 

+  x, 

—  'l 
+  •=, 

- 

~^+ 

ai, , 

»ii 

"aeT 

^, 

«i 

ae  + 

»"!,. 

Von  den  Vorzeichen  der  Wurzeln  bestimmen  immer  zwei  das  dritte. 
Denn  multiplicirt  man  die  drei  letzten  Gleichungen,  so  ist  die  linke  Seite 

gleich j  (26*  —  3abc  -j-  o*d),  und  es  mQssen  also  die  Vorzeichen 

so  gewählt  werden,  dass  das  Prodnct  das  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen der  Variimte   f,  erhält. 
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Hesse  fflgt  Boch  eine  geometrische  Interpretation  der  vor- 
stehenden Entwickelungen  hinzu.  Betrachtet  man  die  vier  Wurzeln 
«i,  a^,  aij,  x^  als  die  Durchschnittspuncte  der  Curye  /'(«)■=  r^mit. 
der  Abscissenaxe,  so  stellen  die  Wurzeln  der  Gleichung  (18),  wenn 
man  den  Grössen  x  und  t  dos  eine  Paar  von  Werthen  *,  und  t, 
gibt,  ebenfalls  zwei  Puncte  z^  und  gj  auf  derselben  Geraden  vor. 
Die  erste  Gleichung  des  Systems  (25)  ist  die  Bedingung,  welche 
die  Punctepaare  x,,  x^,  r,>  £,  zu  erfüllen  haben,  wenn  sie  har- 
monisch zugeordnet  sein  sollen.    Denn  ea  fo^  aus  derselben 

und  aus  der  zweiten 

t^,  '- 1^<  —  -  I  ■ 
Demnach  werden  die  Gleichungen  (25)  dasjenige  Ponctepaar  e^,  g, 
bestimmen,  welches  sowol  dem  Punctepaare  Xi,  2,  harmonisch  zu- 
geordnet ist,  als  dem  Punctepaare  x,,  x^.  Auf  gleiche  Weise  be- 
stimmen die  Gleichungen  (26)  dasjenige  Punctepaar  e^,^,  welches 
den  Punctepaaren  x^,  x^  und  x^,  x^  harmonisch  zugeordnet  ist,  und 
endlich  die  Gleichungen  (27)  das  den  Punctepaaren  Xi,  x^  und  x^,  x^ 
zugeordnete  harmonische  Punctepaar  ^,  ^. 

Die  so  bestimmten  Punctepaare  (Hi^i),  (?t,  &),  (^j,  ^)  sind 
ausserdem  einander  harmonisch  zugeordnet,  wie.  aus  dem  System 
(28)  hervorgeht.    Wir  gewinnen  somit  folgendes  Theorem: 

Wenn  vier  Puncte  auf  einer  Geraden  gegeben  sind, 
so  gibt  es  drei  neue  Punctepaare,  deren  jedes  harmonisch 
ist  zu  einem  Paare,  wie  zu  dem  andern.  Diese  drei  neuen 
Punctepaare  sind  untereinander  selbst  harmonisch  zu- 
geordnet. 

Diese  drei  PunktepaaTc  werden  durch  eine  bikubische  Resol- 
vente  bestimmt,  welche  algebraisch  lösbar  ist,  wie  jetzt  bewiesen 
werden  soll.  Es  werde  demnach  vorausgesetzt,  dass  zwischen  den 
sechs  Wurzeln  tr,,  ti,  ^s>  ^,  la,  ta  ^^^  Gleichungen  (38)  gelten. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

so  geht  das  System  (2S)  Ober  in 
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&-i-iw.  +  «.  =  o, 

Die  bikabische  GleichoBg  zerßllt  in  die  drei  folgeoden  Fac- 
toren 

(33)  \^+p,^-\-q,  =  0; 
\e^+Pte  +  qt  =  0. 

Dieselbe  ist  von  der  Form 

!^  +/^5 .+  (,«*  +  Ar»  +  ,y  +  fc2  +  Z  =  0. 

Satwickelt  man  das  Product  und  setzt  die  Goefficienten  gleicber 
Potenzen  von  e  einander  gleich,  so  wird 

■ff—PiP^+PzPi  +i'iP*+?i  +  3*  +  9'3. 

h  =  p,p^.,  +  Pi(g,  +  fj;)  -i-Ptig^  +  g,)  +ftC«i  +  ?»), 

und  mit  6erücksichtigiuig«der  Gleichungen  (32) 

f^Pi  +R+ft» 

ff  =  V  ^*P'  +  ftP>  +  ^'^)' 

h  =  -^PiPtPi- 

Die  Coefficienten  der  zweiten  Glieder  in  (33)  sind  demnacb 
die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvente 

(34)  ^^fv^^-l-gv-^h  =  Q- 

Hat  man  hieraus  p,,  p^,  Pa  berechnet,  so  findet  man  q^,  Qj,  g^ 
aus  den  Gleichimgen  (32). 

So  weit  Hesse.  Zur  Herstellung'  der  exacten  Forme!  (34) 
fiigeu  wir  hinzu,  dass,  wenn  man  sich  der  partiellen  DiSerenidal- 
qnotienten  der  Gleichung  (10)  bedient,  die  Gleichungen  (33)  fol- 
gende Formen  annehmen: 

SO  daes'  man  hat 
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(01),        V^rfl        \eä), 

(^).      (K).      (m' 

v-JA^'A   vVA'9'"A    l^^AV'A 

/3£\  /a^x  /^^\ 

Die  ReBolvente  (34)  wird  dadurch 

v'  +  ^Fv'  +  ^Ov+Ib-O. 
Bezflglicli   der   in    der    Abhandlung    vorkommenden   Grössen 


die  Relation 

? 12  ^, 12^  (/*.  i  -  12  i}) 

stattfindet. 

Entwickelt  man  noch  die  übrigen  drei  CoefBcienten  i,  fc,  l  der 
bikubiechen  Gleichung  in  e,  so  findet  man 

(I)' +  '(«.+«.  +  ?.) 
Ä  =  10  \^^-  -^ , 

weswegen  sich  sämmtliche  Coefficieuteu  in  Functionen  der  partiellen 
Differenzialqnotienten  von  ^  ausdrücken  lassen. 
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§  263.  Hethode  der  Faetonnzerlegimg  einer  binären  biquadratiBchen 
Function  nacli  Heilermann*). 
In  den  folgenden  Paragraphen   boU   immer   die  allgemeinere 
Form  des  Biquadrats 

I.  f{x,  y)  =  as^  +  Ahj^y  +  &C3ry^  -{-  itlxj/^  +  et^ 

y\ 
•=  (a,  h,  c,  d,  c)  [X,  yy, 

oder  wenn  y  ■=  1  wird,  die  Form 

f{x)={a,h,c,d,e){x,\y 

den  BetraclitQngen  zu  Grunde  gelegt  werden.    Um  das  Biquadrat 

f(x,y^  in  vier  lineare  Factoren  zu  zerlegen,  setzt  Heilermann  in 

ähnlicher  Weise  wie  bei  den  kubischen  Functionen 

II.  x  =  ai  +  ßr,,    y  =  y|  +  *i). 

Durch  Entwickelung  des  Polynoms  f{^,  i])  erhält  man  ähnliche 
Ausdrücke  wie  in  der  Methode  der  falschen  Snbstitntiouen  (§  249), 
nämlich 

A(6,  V)  =  [««*  +  iba'y  +  Gc«»/  +  ^'^''y'  +  ey^H* 

+  4[(a«»+3ftßV+3cay*+rf;^)/?  +  (6n»+3mV  +  3day»+cy»)*]£"q 

+  6[(aa*  +  2bay  +  cy')ß*  +  2(6a»  +  2cay  +  df)ß8 

+  (ca»  +  2day  +  ey')d'\Vri* 

+  [aß*  +  4i>/JM  +  6c/J*d*  +  4d^d'  +  ed*|ij*. 

Die  Coefficienteu  a,  ß,  y,  d  können  nun  so  bestimmt  werden, 
dass  das  zweite  und  vierte  Glied  verschwinden,  also  die  Function 
/*(!,  if)  die  kanonische  Form 

Ai'  +  BVfi'-hCt,* 
annimmt.    Man  setze  also 

(im'+!ybii'r+3mr'+df)ß  +  {ba'+3ax'r  +  3,liir<+er')d—0, 

laß'+  abß'd  +  icß'+itS')tx  +  (i/!=+3c/!'ä  +  3rf/iiJ'+  eä')^-.0. 

Durch  Elimination  der  ersten  und  letzten  Glieder  dieser  beiden 
Gleichungen  erhält  map  zunächst  die  beiden  anderen 
laafi  +  h(i,S  +  ßr)  +  i^liaS  +  ßy)  +  2lbaß+ciaS+ßr)+dr/l}ri--0, 
[c«^  +  ,i(«ä  +  ft.)  +  ecäK"«  +  »)  +  2t!«^  +  <"*+ A')+ »rfl"? = 0 . 

*)  Zerlegung  det  homogeDen,  quadratischen,  hutnachen  and  biqoadntiachea 
Fnnctioiien  iweier  Ver&nderlichen  in  Factoren.  Trier  1956.  Man  vergleiche 
auch  Zeitschrift  fOr  Math.  a.  Fb^s.  XXI.  364.  1876. 
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Diese  lassen  sich  in  folgende  Doppelgleicliung  zusammenfaesen: 

IV  ««p-tH^+Pyi+^Y«  _  baß+c(ttd+0y)+dya  ^  caß  +  d(«ä+Jy)  +  6y9 

-"  -JM  +  Py)  "'' 

Wird    der  gemeinsame  Werth   dieser  drei  Quotienten  mit  —  2i, 
bezeichnet,  so  entsteht  folgendes  S78iem  von  linearen  Gleichungen : 

aaß+  h{«S  +  ßy)  +  {e  +  2>:)yS-0, 

•      V.  laß+{c- ).){aS  +  ßy)+  dyS  —  O, 

(c  +  i).)aß+  d{aS  +  M+  CYi-O. 

Hieraus  ergibt  sich  nun  zur  Bestimmung  der  Grösse  i.  die 
Gleichung 

VI.  _4i»  + Ji.i  — J^,B  =  0, 

welche  wir  bereits  frOher  kennen  gelernt  haben. 

Die  drei  Wurzeln  derselben  sind 

•»._i(_j„+i/jj,_ij.,)Vi(-j„-i/jä,7-i7ä:,)* 

Nach  Einsetzung  eines  dieser  Werthe  können  die  Gleichungen  V. 
zur  Bestimmong  der  Quotienten  —  und  4  dienen.  £s  entsteht  durch 
paarweise  Verbindung  derselben 

»■^•y+j™      h'-ac+al"^       c'-hd+l(c-2lj~'       b(c-\-2).)-a(l' 

„,        a      p^        c''  —  bd  +  Hc  —  2X.)__      d^—ce  +  el_  djc +  2i.)  — he 

'^-      y'i       '     t'-ac+al       ~''c'—bd+Xi,c-U)'^  h(c +  2X)  -  ad' 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

6(c+2A)  —ad=A„ 
(c+2A)*—  ae  =2B,,    ■ 
die +  21)  -&e  =C,, 
£,*  — ^,Ci-=  — i>,, 
80  ist  nach  §  121 

I,  Orandiaga  d.  ant  n.  mod.  Algabra,  4& 


i 
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P J.  +  C,  qi  y^D, 

'  ^,  +  -B,  ±  V—  ^', 

Hierdurch  siud  die  CoefScieDteo  c,  /S,  y,  Ö  hinreichend  be- 
stimmt, da  alle  Glieder  von  /'(g,  ij)  nur  die  Quotienten  —  nnd  -^ 
enthalten. 

Durch  Anwendung  der  Gleichungen  Y.  kann  man  dem  Coem- 
cienten  von  g^i)^  eine  sehr  einfache  Gestalt  geben.     Eb  ist  nämlich 

=6[{aaß  +  b[ad-^ßy]  +  €rd}aß  +  ibaß-\-clad-^ßy]+dYS)(aS  +  ßr} 
+  {caß  +  d[ad  +  ßy]  +  eyä)yd]  =  6a(a#  -  /Jy)^ 

Die  vorgelegte  Function  f{x,  y)  ist  also  dargestellt  als  Ftmction 
zweiten  Grades  von  den  Variabeln  |*  und  ij*  in  der  einfachen  Form 

XI.  f{x, y)  - «», r)-i'  +  enai  -  /irf-p,'  +  f(ß, «),'. 

Dieselbe  kann  also  nach  §  121  in  Factoren  zerlegt  werden. 
Um  aus  dieser  Darstellung  eine  Formel  fDr  die  Auflösung  der  bi- 
qaadretisclieu  Gleichung  herzuleiten,  gebe  man  den  Functionen 
f(a,  y)  und  f{ß,  S)  eine  andere  Form.  Es  ist  zunächst 
f{a,y)={aa'+^ba'y-\-Bcay^-\-dy'')a-\-(b(^-\-3ca'y-\-3daj^-\-ef)y, 
und  es  ei^bt  sich  hieraus  durch  Anwendung  der  ersten  Gleichung 
In  lU: 

/■(«,  y)  =  ?.*-^J'  (aa'  +  36aV  +  3coy*  +  dy^ 

Dazu   erhält  man,   wenn   man    die   erste   Gleichung   in    dem 
System  Y.  mit  a,  die  zweite  mit  y  multiplicirt  und  dann  beide  zu 
einander  addirt, 
(««*  +  2bay  +  y*)/J  +  {ha'  +  2cay-\-dr')ä  =  —  A(a*  —  ßy)y. 

Demgemäsa  ist 

-  (°-  ?'')'  ([»»  +  'H«  +  [(>"  +  'rh-  ir")- 

Mit  Benutzung  der  ersten  Gleichung  in  dem  Systeme  Y.  geht 
die  Gleichung  über  in 
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Id  ähnlielier  Weise  kann  man   fQt  /'(«, }')  und  entsprechend 
anch  far  /*(/),  S)  folgende  Systeme  von  Gleichungen  bilden: 

in..  -««,>■) 

_  litM"  [3i/j  _  („„  +  !,,)(„«  _  ßy)-l 

-  '•'„',f '''  P'^y'  +  V"  +  'r  +  2ir){S  -  ßy)] 

-  ^^-^  P/«'*  -  (dy  +  ™  +  2i.)(««  -  ^rtl 


XII 

b. 

-tXß.i) 

- 

y' 

[3»^*«+(a^  +  lJ)(«J-^ril 

- 

«y' 

[Sin«' 

-  (J/)  +  eJ  +  2U)(a«  - 

-m 

- 

[3/|SV 

-(dS  +  cß  +  2iß){«S- 

-ßy)] 

- 

— ;-r- 

[3i.r 

-  (es  +  dßKai  -  ßy)]. 

Die  Darstellung  XI.  der  Function   vierten  Grades  geht  durch 
Substitution  der  ersten  Werthe  von  f(a,  y)  and  f(ß,  d)  über  in 
f(x,y) («,-,,)'[Si-(...+S)(.,-.,)]fr|)'+6J(f -«,)>«.«,)' 

wo  «t  für  — ,  «}  für  j  gesetzt  ist    In   dieser  Darstellung   ist  die 

Summe  der  Coefdcienteu 

Xin.  -(»,—«,)'[3i-(o<,+ij(«,-»,) -61+31 +(o»,+i;(»i-«.)J 

und  die  Discriminuite  der  qusdratisclien  FunctioD  ist  gleich 
XIV.  (J'  —  oc  +  ol)(»,  —  »,)'. 

Durch  Anwendung  dieser  Reduetionen  ergibt  sich  zunächst 
•  nach  §  121,  (?) : 

««.  9)  -  '—^  [(<■«.  +  V)y'i'  -  {<",  +  V)S'r,']' 

- -''^~  (»■-»»  + »Wf'P  -  äV)'. 

und  hieraus  folgt  weiter  die  Factorenzerlegung: 
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>c[(ai,+b-}'l>'-ac+ii)yV-Ui,+b-yif—w:+iU)d',i'] 
— '■'^■'■4(<K,+M-V't'^«H^*,.|+(i»,+6+V'P=m+äi)*ii./] 
X  [{m,+b+y6'-ac+ai)'ri—(iiz,+b+  yi?^ac+äifiti] 
X  ltm,+h—yp'~lte+rifyi+{a!,+b—yi>'—iic+alfi7i] 
x[((W,+6— Vi*— a«Tai)>5--C(Wi+6— yt*— <w:+a>l)"a»i]. 
Setzt  man  nan  in  Berücksichtigimg  Ton  II. 

so  geht  der  erste  Factor  ül>er  in 


t,('n«,+t  +  V'i.'-at  +  alf-»i(»«,  +  l.-lf-nt  +  .l)* 

Durch  einige  Umformmigen  erhält  man  noch  für  den  speciellen  Wur- 
zelwerth  i  ■=  A, 

(a2,  +  b  +  yW-^c  +  ai,)  («/,  +  !.+  )/6'  —  oc  +  Ol,) 

'  '^    l'l.'-«.+.l,  

—  (f-oc+al,)  +  (!'-<i<!+oJ,)+2)/((.'-m-j-oi,Xl'-oc+ol,) 

-  \y\f  -  öc  +  o J,  +  1/6*  -  Je  +  oJ,]'. 

Der  erst«  Factor  Ton  XV.  ist  demnach 


XVI. 


■  i  +  Ct  +  ytr-at+al,  +  ('»■__ac+ol,J-y6^-oc+al.)j 

-^4  ' 


("«,+»  +  yv-  oc+al.)    +  (<■«,  +  i  +  l'S'-oc  +i^)' 
worin  die  drei  Warzelgrössen  der  Gleichung 
XVU.  yb'  —üi+lii,.  yir  —ac  +  äi,.yb'  —  ac  +  aX, 

i  (26"  —  Sole  +  a"ij; . 

Für  die  drei  andern  Factoren,   welche   in    XV.  TOrkommeu, 
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erhält  man  Quotienten,  deren  Dividenden  aus  dem  Ausdrucke  XV!. 
hervorgehen,  wenn  man  in  Uebereinatimmung  mit  der  Bedingung 
XVII,  die  Vorzeichen  der  Wurzelgröaaea  abändert,  d,  h,  jedesmal 
zwei  in  die  entgegengesetzten  umkehrt.  Der  Divisor  in  XVI.  und 
die  drei  anderen,  welche  ähnlich  gebildet  sind,  setzen  ein  Product 
zusammen,  welches  gleich  a'(ßi  —  z^y  ist.  Dadurch  geht  die  Fac- 
torenzerlegung  XV.  Über  in 

XVIII.  ~  f{x  y)  = 

><  [a  a;  +  (6 — l'fe*'— a  c + a -i[— Vt'' ~  ^+ a';is+ V**— ac+^s)  yj. 
Werden  nicht  die  ersten  Werthe  von  /"{«,  y)  und  f{ß,  S)  aus 
XIL  in  die  Darstellung  XI.  eingesetzt,  sondern  die  letzten,  so  er- 
hält man 

XIX.  f{!^,y)  = 

X  {e)j+{d-\-y^~ce+eX^—Vd'  -  c e + ei^-^W- ai-\-eQ3Ö\ 
X  ley-^-ld—YiP  -  ce  +  eX,+]/(f=  -^+e^~y^^cc-i-eX^x^ 
X  [ey+  (ä- ]/(?  -  ce  -i-eX^-Yd'  -  ce  +cAj+V'^*=^c^+eÄ3)a;] . 
Die  drei  Wurzelgrössen  genügen  hier  der  Gleichung 

Auch  die  übrigen  Darstellungen  der  Grössen  f(a,  y)  und  f{ß,  S), 
welche  unter  XII.  angegeben  sind,  können  zur  Herleitung  einer 
Auflösungsformel  der  Gleichung  /"(s,  y)=>0  angewendet  werden; 
iusbesondere  gelangt  man  durch  Einsetzung  deijenigen  Ausdrücke, 
welche  die  Differenz  c—  X  enthalten,  zu  einem  Resultate,  in  welchem 
die  CoefBcienten  a  und  e,  b  und  d  symmetrisch  vorkommen. 

Durch  Umformungen,  ivelche  den  oben  ausgeführten  ähnlich 
und  deshalb  dem  Leser  überlassen  bleiben,  entsteht: 

XX.  ""  = 

'j 

[-lc-l)ap-{H-y<n^e  +  ^)ßy]^±[-ic-l)<^fi-(d-Vä'^^+d)adi: 

i{e^l)l3  +  (jb  +  yb'-a^+aX)„S]^±  Rt  -l)r  J  +  (6  +  V'i'""-^+^?rl^, 

eine  Formel,  welche  schon  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  f(x,  y)  =■  0 
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datfiteUt,  tind  auch  die  beiden  andern  liefert,  wenn  gleichzeitig 
die  Voraeichen  Ton  Yb*  —  ae-\-  oA,  und  l/tf  —  «je  +  eX^  in  die  ent- 
gegengesetzten verwandelt  werden.  Setzt  man  unn  noch  die  Werthe 
Ton«,  ß,  y,  d,  die  sicfaaus  X.  in  derselben  Weise,  wie  bei  den  kubischen 
Functionen  ergeben,  in  die  letzte  Formel,  so  erhält  man 


Die  vorangehenden  Entwicklungen  setzen  Toraue,  dase  im  All- 
gemeinen aS  —  ßy  von  Null  verschieden  ist,   weil  man  sonst  zu 

dem  Resultate  ~  =  —  =  j  gelangen  würde.  Es  ist  aber,  wie 
aus  Vm.  und  IX.  hervorgeht,  —  die  Wurzel  einer  bikubischen 
Gleichung,  deren  Goefficienten  Functionen  von  a,  h,  c,  d,  e  sind. 
Mau  würde  also  die  Unbekannte  x  bestimmen  können  durch  Auf- 
suchung des  gemeinschafUiGben  linearen  Factors  dieser  beiden  Po- 
lynome. Ist  in  einem  speciellen  Falle  ad  —  ßy  '^  0,  so  gelten 
demnach  die  Formeln  XVIII.,  XIX.  und  XXI.;  jedoch  nimmt  letztere 
den  unbestimmten  Werth  -j-  an. 

Die  DiflFerenz  uS  —  ßy  wird  aber  nur  gleich  Null,  wenn  sich 
in  den  Systemen  VIII.  und  IX.  fflr  die  Quotienten  "  und  ^  gleiche 
Werthe  ergeben;  alsdann  ist  zugleich 

(&c— flrf+26i)*-4(ft'-ac+oi)[c»— M+i(c— 2i)]=0, 

XXn.    (cd— fce+2dA)*  — 4(d*  — ec  +  a)[c»  — ftrf-fi(c  — 2Jl)]=0, 

[(c+  2Xf-  oc]«  —  4(&c - ad-\-2hk){cd  —  6e+  2dX) -=  0. 

Wird  aus  zweien  dieser  Gleichungen  oder  ans  einer  derselben 
und  der  Gleichung  VI.  die  Grosse  J.  eliminirt,  so  wird  die  Discri- 
minante  I)^  =  0,  wodurch  die  Bedii^nng  aS  —  ßy  =  0  in  den 
CoefEctenten  der  Function  f{x,  y)  ausgedrOckt  ist 

Bestimmen  nun  aber  die  Gleichungen  VIII.  und  IX.  gleiche 
zusammengeh&rige  Werthe  von  -  und  ~ ,  so  genügen  dieselben 
Werthe  auch  den  Bedingungen  III.  und  diese  gehen  dadurch  beide 
über  in  die  Gleichung 
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welche  wegen  ihrer  Entstehung  zwei  gleiche  Wurzeln  hat 

Aus  diesem  Grunde  eaxA  dann  auch  zwei  lineare  Factoren  von 
fXx,  y)  einander  gleich,  und  zwar  ist  das  Product  dieser  Factoren 
dargestellt  durch  die  quadratische  Function 

welche,  gleich  Null  gesetzt,  die  gleichen  Werthe  von  -  und  ^   als 
Wnrzeln  ergibt.    Es  wird  dann  sein 

fix,  y)  =  {A,:^  +  2B,xy  +  C,f){Lx^  +  2Mxy  +  Nf). 
Für  die  CoeiBcieiiten  L,  2M,  N  findet  man  leicht 

so  daaB  also  die  Factoieozerlegimg 
XXIII.  f(x,y) 

-  (Ay  +  iB,xy  +  C,,j')  (:^  ^'  +  2  'i"  «!/  +  ^,  f) 

entsteht 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  Gleichung  f(a,  y)  ■=  0  gleich- 
zeitig die  Bedingung  dafOr  angibt,  dass  die  Gleichungen  YIII.  und 
IX.,  die  Gleichung  f(x,  y)  =  0  und  die  GleijchuDg  Tl.  zwei  gleiche 
Wurzeln  enthalten.   Ist  D^  —  0,  so  sind  die  Wurzelwerthe  Ton  VI: 

durch  deren  Zuziehung  die  Systeme  XVIII.  und  XIX.  vereinfacht 
werden. 

Aus  der  Doppelgleichong  IV.  combinirt  mit  VI.  lassen  sich 
die  Coefficienten  «,  ß,  y,  8  einerseits  herleiten.  Man  kann  aber 
auch  die  Summe  ad  -j-  ßy  eliminiren  und  das  Product  -  ■  -^  be- 
rechnen aus  der  Resolvente  XXI  y.: 

(2fc»  —  Saic  +  «^d)a'|3»  —  (2fe*<i  —  Sacd  +  aieWß^yd 
—  (26(P—  Uce  -f  ade)aßy'S*+  (2^  -  ?,cde  -|- fce*)y*5»  =  0. 

Weiter  ergibt  sich  dann  aus  IV.  die  Beziehung  zwischen  Summe 
und  Product 

welche  znr  Berechnung  von  ^  +  -^  oder  -^  +  ^     dient,    so    dass 
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daraus  die  Werthe   von   a,  ß,  y,  S   in    die  Form   XI.   eingesetzt 
werden  konneQ. 

Es  Bcheint  Heilermann  entgangen  zu  sein,  daes  man  die 
Quotienten  ~  und  ^  nicht  bloss  mittels  der  ReBolTent«n  TfXTy. 
und  XXII  y-,  d.  i.  der  Gleichungen  ihrer  Summe  und  Productc,  be- 
rechnen kann,  sondern  dass  sich  auch  aus  den  Systemen  VlII.  und 
IX.  die  bikubische  Resolrente  XXXI  jr.  d.  i.  die  bikubiscbe  Cova- 
riante  dei  Function  f(tt,  y)  herleiten  lasst,  welche  die  Wertbe 
einzeln,  aber  auch  in  drei  zusammengehörigen  Paaren  liefert,  da 
man  diese  Resolvente  in  drei  quadratische  Factoren,  zerlegen  kann, 
wie  in  §  217,  7  gelehrt  worden  ist.  Thss  die  Covariante  C(,e  in 
der  neuem  Algebra  eine  hervorragende  Rolle  spielt,  werden  wir 
weiter  in  dem  folgenden  Paragraphen  erkennen. 

§  264.    Die  Formeln  von  Aronhold*). 
Im  Jahre  1856  gab  Aronhold  .folgende  elegante  Auflösung 
der  biquadratischen  Gleichung 

03^  +  4ftx*  +  Gcx*  -f-  idx  +  6  =  0. 
Berechnet  man  die  Determinanten 

a,  &,     c  +  2A 

!»,       c  —  l,       rt 
c  +  21,    d,  € 

f«       -j-jü»,  c  —  A]  _   ■  '        ' 

BO  iBt  ^  =  0  eine  kubische  Crleichung  Ton  der  Form 

^=.-4Aä  +  BA  +  C  =  0, 
welche,  wegen  deB  fehlenden  zweiten  Gliedes,  direct  durch  die  Car- 
danische  Regel,  aufgelöst  werden  kann.    Sind  nun  ('"—)  ,  [-~\  t 
die  Werthe  der  zweiten  Determinante,  welche  den  drei 


m. 


Wurzeln  dieser  Gleichung  entsprechen,  so  ist 

*)  Aionhold,  Bemerhntig  Ober  die  AuflOBUDg  der  biquadratischen 
'  QleichDngen.  CrclIe'E  Journal.  LU.  S.  95.  IBGÖ.  Man  vorgleicho  auch 
Clebech,  Theorie  der  binären  Formen.    §  87. 
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wo  die  zusammengeliÖrigeQ  Zeichen  bo  zn  nehmen  sind,  dass  ihr 
Prodnct  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  der  kubischen  Yariante 

F,  =  26»  — 3a6c  +  a*rf 
erhält*). 

Noch  allgemeiner  hat  man  fOr  behebige  Werthe  Ton  |  und  tj: 

(ax  +  1)1"  +  S(bx  +  cH'v  +  3(CX  +  'i)W+  (dx  +  eW 

i~  XT) 

±vm/-  fö).5''+(K).^v-fö).i,'+(gi,'] . 

woraus  der  obige  Werth  von  x  folgt,  wenn  |  =  1,  ij  =  0  gesetzt 
wird.    Pflr  6  =  0,  ij  =  1  erhält  man  den  Werth 


^vm+vm.+y$ 


wo  die  Vorzeichen  so  zu  wählen  sind,  daae  das  Prodnct  der  Wur- 
zelgr&sseD  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  der  kubischen  Retro- 
variante 

F'3,4  =  2(P  — 3c(/c+6e* 
erhält. 

Aronhold  yeröffentlichte  diese  Formeln  ohne  Beweis,  weshalb 
wir  einen  solchen  hinzusetzen  wollen.  Wir  bemerken  vorab,  dass 
Glebsch  (I.  c)  die  Formel  kürzer  in  folgender  Form  typisch  darstellt, 
wobei  wir  die  von  uns  eingeführte  Bezeichnung  (§  189)  befolgen: 

Hierin  sind  «,  und  B^  willkürliche  Grössen  und  es  ist  gemäss 
§  2",  ' 

(+,p).(+*).(+x)-!--    '-ft,.. 


*)  Diese  tch&rfere  Bertimmapg  gibt  Aronhold  nicht,  soodeni  er  »tigt 
nur,  du  Prodnct  mflsae  poeitiv  werden,  was  bekanntlich  nicht  immer  der 
FaUiat 
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C\_e{z)  der  Function  f{2),   so  läast  sieb  -^  C^,e(^)'m  folgende  qua- 
dratische Factoren  zerlegen: 

-~(x,-\-Xi—X3 — X^-\-2(XiXi — X^X|)^-^-[XiX^{Xl-\-Xf) — X,X^(Xf-\-Xt>\, 

—(x,—x^-^X3—x,)s*-i-2(xiXg — x^^)z-\-[x^^{x^-i-Xi) — XlX3{Xf-^-x^^\, 
—{x^^XJ—x^-\-x^)z'-\-2(xJX^ — XiX3)3-\-\x^JXi-\-Xt)—x,Xt(x^-i-Xi)]. 

Diese  Factoren  sind  also  der  Reihe  nach  ^  4  ^-^,   +  4  — — , 

zp  4  ?i^ .    Dividirt  man  die  Ausdracke  durch  4  und  bezeichnet  x, 

allgemein  mit  x,  so  erhält  man  durch  Addition  derselben  und  durch 
Multiplication  mit  a: 

-(ax-\-by-iaa^-i-4bx+3c)z+(d-\-l^^+V(^)+il>iz)+x{^), 

oder,  was  dasselbe  ist, 

-  (ax+by  +  (ic+^+ji^t  +  (d+i")  -+ v«  +  «.(»)+jW. 

Diese  Ansdrflcke  verwandeln  sich  aber  sofort  in 

Es  handelt  sich  nnr  noch  darum,  die  Ausdrficke  9,  ip,  2' umzu- 
formen.    Nach  dem  Früheren  ist 


,,(«)_vi7«--a,,^, 

and 

lf(l)  —  C,.,(i)  —  ait'  +  Uil'  +  ec/ls"  +  idXe  +  eX 

-  (ac  —  V)^  —  2(<id  -  Je)«"  —  (oc  +  2hd  -  30»* 

—  2(l<e  —  c<l)s  —  (ce  —  d") . 

Vereinigt  man  nun  die  Goefficienten  gleicher  Potenzen  von  r, 
BO  resultirt 

VW-Ö,.» 

—(b'-ae+<il)0'  +  2(hc-ad+2ii)z'—(ae+2id-3(^  —  eci)if 
^2(cd—be  +  2dX)l  +  (if  —  ce  +  eX) 

=  Gf)''-(M)''+(l^>'-(w)'  +  (K)- 


die  Formeln  von  Aronhold. 
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§  265.   Die  Formeln  von  Eiaenatein*).     , 
Die  allgemeine  biquadratiscbe  Gleichung 

oa^  +  Us'  -f  6car'  +  4da:  +  c  =  0 
hat  die  Wuraelwerthe 

=:,  -  i  [-  *  +  fW  +  ■pW  +  f(')h 

«.  -  l  [-  i  +  <p(r)  -  <pW  -  9(«)1 . 
».  -  i  [-  »  -  » W  -  T W  +  ?■(«)]  • 

In  diesen  AnsdrOcken  gelten  die  Belationen 

« -  f  -  oc  + 1  a[j;*(s)  +  J.t-m, 

und  hiervon 

,,=  - J,,3_|y(_3Ä}. 

Zur  Bestimmang  der  zusammeDgehörigeD  Werthe  dienen  die  beiden 
Gleichungen 

9'(y)-vW-v(*)--Yn- 

g  266.   Vethode  der  Factorenzerlegnng  blqaadiatisoher  Glelohangen 
nach  Cayley  und  Clebsch**). 
Wir  folgen  hier  der  Darstellung,  welche  der  Letztere  von  dieser 
Ifethode  gegeben  hat. 

.  *)  EiaeQBteiD,  Allgemoine  Auflesnng  der  Gleichungen  von  den  eraten 
Tier  Graden.  Crelle'a  Journal.  XXVI.  S.  61.  1844.  Uan  vergleiche  aach 
oben  §  190. 

**)  Cayley,  Filth  Memoii  npon  Qnanticfl.    Fhil.  TranB.  vol.  148.    Lon- 
don 1868. 

BrioBchi,  Sur  nne  formnle  deCa^ley.  Crelle'a  Journal.  LIII.  377.  1866. 
Ctebaob,  Theorie  der  binären  algebmachen  Formen.  §  46. 
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Unten  der  Voraussetzung,  dass  die  Discriminante  D^  yon  Null 
verschieden  ist,  fahren  die  bekannten  Gleichungen 

zur  Auflösung  der  Gleichung  vierter  Ordnung 
/■(»,,) -i/'-!ft,,-0. 
In  Folge  dieser  Gleichung  hat  man 

und  daher,  wenn  q  einen  unbestimmten  Factor  bezeichnet, 

^  =  p  yiX^'^k , 

Es  seien  nun  s  und  i;  die  Hauptgrössen  in  der  Fanction 
Icf —  Wi.t  und  Zj  :  ij,  ein  Wurzelwerth  derselben,  so  ist  jeder  der 
AusdrDcke  91,  t»  %  eine  quadratische  F'unction  von  «,  und  rj^,  also 
allgemein 

Setzen  wir  die  hieraus  berechneten  Werthe  von  ä,*,  »iij,,  )?,* 
in  die  linke  Seite  der  Identität 

ein,  so  erhalten  wir  rechts  das  Quadrat  eines  linearen  Factors  von 
kf  —  lCi,t.  Indem  wir  aber  aus  den  vier  vorangehenden  Gleichungen 
«1*,  i',ij,  und  i?t*  eliminiren,  erhalten  wir  die  Determinante 


«1 

A      C, 

fVu,-h 

"1 

ß.     r. 

fVri,-t 

1«. 

ß,     n 

i>yii,-k 

v' 

-^,  --> 

(•i'-'fi,r 

oder  entwickelt 
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§  See.    Methode  tos  Ca;ler  xiuA  Clebacb. 


h«, - 

9 

'jA 

'■ 

■1, 

a, 

A    n 

+ 

i>n,-i. 

v' 

— «ij  «> 
ß.   r. 

+ 

^  ~iie 

«>| 

1. 

«1     A    J-i 

«3    A   y« 

«,    ft   j-, 

«.    A    V, 

rf 

-.nf 

Die  drei  DetermiDauten  recbts  eateteheu  atis  der  Determinante  links, 
indem  man  immer  eine  Keihe  von  Coefficienten  durch  ^*,  — ?i),ü* 
eraetzt  Die  vordere  Determinante  .lässt  aicli  in  symmetriachen 
Functionen  der  Wurzeln  von  f^^  oder  auch  in  den  Coefficienten 
a,  6,  c,  d,e  der  Function 

ausdrücken.    Es  ist  nämlicli 

«■'-  (Iv)/  -  (m),"''  +  GO/''" "  (^>"''  +  (^/' 

^'  -  fra"  -  G-o,"' + GD/-''  -  (if).''' + (^)/*- 

Jeder  der  biquadratiaclien  Ausdrficke  reclits  ist  ein  Tollständiges 
Quadrat,  ao  dass  die  Coefficienten  der  drei  Glieder  der  Quadrat- 
wurzel 

«Ä»  +  2ßz7i  +  yrf 
leicht  bestimmt  werden  kömien.    Erhebt  man  diese-  znm  Quadrat 
und  setzt  beiderseits  die  Coefficienten  einander  gleich,  ao  reaultiren 
daraus  die  Relationen: 


Man  erhält  a  durch   die  Quadratwurzel  aus  - 


-,  dann  ß  durch  a 
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und  -rr-T,  endlich  y  durch  die  Quadratwurzel  aus  ^;   die  übrigen 
Gleichungen  müssen  dann  von  selbst  erfüllt  sein.  Demnach  ist  (§  79.  d) 


Die  Werthe  von  ^  und  %  erhält  mui,  indem  man  die  Indices  t 
dert.    Die  Detenninfuite  wird  auf  diese  Weise: 


vc- 


'm: 


1    K  \8rf7a  \96/, 


*vm( 


=  4-»^ 


=  2(/,  ~  Aj)  (/j  -  A3)  (Aa  -  A.)  =  |/J4^  -  27^4^3, 
d,  K  gleich  der  halben  Wurzel  aus  der  Discriminante  der  Function  f. 
Die  drei  andern  Determinanten  findet  man  mit  Berücksichtigung  der 
Gleichung 

der  Reihe  nach  gleich 

{^-As)v,     (A.~As)*,     (A,-A.)x- 
Demgemäss  ist 

''-^r'-^  -  (■'.  - '.)''  V'V^  +  ('■  -  i.)  ♦  ViiF^ 

Man  siebt  also,  daas  die  Bestimmung  des  linearen  Factors  (i^e, — eij^) 
oder  {tjz)  immer  möglich  ist,  wenn  nur  D^  von  Null  verschieden 
ist,  und  dass  man  auf  der  rechten  Seite  einen  Ausdruck  erhält, 
welcher  nothwendig  das  Quadrat  einer  linearen  Function  ist 
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Für  die  Auflösung  der  Gleichui^ 

ist  Dötbig  das  Quadrat  des  linearen  Factors  der  Gleichmig  zn 
kennen,  indem  die  Verhältnisse  von  ?,*,  *,i?,,  tji'  und  also  auch 
2, :  ij,  dann  bekannt  sein  werden.  Man  braucht  also  nur,  indem 
man  die  linke  Seite  der  gefundenen  Gleichung  (von  einem  gleich- 
gültigen Factor  abstrahirend)  durch 

a„z^  +  ^ß.,in  +  y„n' 

bezeichnet,  aus  jener  die  Gleichnngen 

abzuleiten;  der  Quotient 

£- «.. g. 

V.  ft,  y„ 

ist  dann  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung. 

Man  kann  nun  die  Factor enzerlegung  der  biquadratischen 
Function  auf  eine  Identität  reduciren,  welche  vier  lineare  Factoren 
enthält,  nämlich 

M{kf~  lCi,t) 

wobei  noch  für  ip,  ^,  %  ^^  Werthe  einzusetzen  sind.  Es  handelt 
sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  Constante  M.  Dazu  genügt 
es,  in  die  obige  allgemeine  Gleichung  ein  Werthsystem  e,  ij  ein- 
zuführen, für  welches  eine  der  drei  Formen  <p,tii,x  verschwindet 
z.  B.  ip.  Dadurch  reducirt  sich  die  allgemeine  Gleichung  auf 
MQif  —  ICi,  *)  =  (A,  —  Aj,)"  1/.»  (a,  —  k)  —  {l^  —  X,y  X*  (^Aj  -  ft) . 
Zugleich  wird 

ft,.-V,   ♦->'(v^J,)7,   x-V(i,-X)f, 

und  daher ,  wenn  man  dies  in  die  Torhergehende  Gleichung  einsetzt, 
M(k  -  U,)  —  (A,  -  i,)'K.'(a,  -  *)  —  (J,  -  JJ'j'C'li  —  *) 
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Aas  dem  Yorliei^eh enden  sieht  man,  dass  sobald  D^  nicht  Ter- 
Bchwindet,  die  vier  Lösungen  der  biquadratischen  Gleichung 

ans  den  vier  Gleichungen 

gefunden  werden,  deren  Glieder  Quadrate  linearer  Ausdrücke  von 
e  sind. 

Die  vier  Wurzeln  sind  immer  verschieden,  ausgenommen,  wenn 
X  =  IX  oder  zwei  X  gleich  werden.  Denn  sollten  zwei  gleich  werden, 
etwa  die  dem  ersten  und  vierten  Factor  entsprechenden,  so  müssteu 
die  Gleichungen 

y  =0. 

(A,  -  X0 1/.  VF^Ä,  +  (A.  -  A,)  z  v^Ä^nij  =  0 

bestehen.   Es  genügt  nachzuweisen,  dass  eine  z.  B.  die  zweite  nicht 

bestehen  kann.    Es  ist  nämlich,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  für 

<p  =  0: 

t=y{x,-x,)f,   x  =  Vix,-x,)r, 

folglich  der  zweite  Ausdruck 

^—VfVh — K  V'-ii — -is  iV^—  x^Yk—ix^ + yxi—x^yk—iXi] = o . 

Demnach  müsste,  da  f  nicht  gleich  Null  ist,  weil  sonst  ebenfalls 
ijj  und  X  verschwinden  müssten,  einer  der  übrigen  Factoren  Null 
sein,  d.  h.  es  müssten  entweder  zwei  l  einander  gleich  oder 

yXt  —  Aj  Vk^lTj  +  Vii  —  ia  Yk—lXi  —  0 
sein.    Hieraus  würde  folgen 

a,  -  i,)(i-iy  -  (A,  -  i,).(t-ij.)  -(i,  -  x,)(,k-ii,)-o, 

und  dies  kannte  nur  geschehen,  wenn  gegen  die  Annahme  entweder 
ij  ^  Aj  oder  i  =  U,  wäre. 

§  2C7.    Methode  der  Zerlegung  einer  biqnadratisolien  Fonotion  In 
zwei  quadratische  Factoren  nach  GlebBoh*). 
Auf  die  ßesolvente  XXX  7 

a,  h,      (c  +  2A)!  + 

z/=  b,       (c--A),        d         j=  -4A'  +  J*,,A- J^.a 

+  '(c  +  2A),     d,  e        \ 


*)  ClebBcb,  Theorie  der  biiULren  algebraischen  FormeD.    §  47. 
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der  biquadratiechen  Gleichung 

wird  man  noch  auf  eine  andere  Art  getUbrt,  indem  man  dii«ct  die 
Aufgabe  zu  losen  sucht,  die  Form  f  in  zwei  quadratische  Factoren 
zu  zerlegen,  wie  es  in  elementarer  Weise  zuerst  von  Schooten 
(§  202)  ausgeführt  worden  ist. 
Setzt  man 
/■-  («,»>  +  2fta:,  +  y.j")  (»,i>  +  2ß,x)  +  r.tn, 
so  erhält  man  nach  Entwickelung  dieses  Prx}duct8  durch  Yergleichung 
'der  beiderseitigen  homologen  Coeflicienten 
a  =  cc^a^, 
2i  — «,|S, +  fto,, 

(1)  ec-a,r,  +  iß,ß,  +  a,r„ 

2il-ß,r,  +  r,ß,, 
'  —  y,ri- 

Führt  man  nun  eine  Hülfsgrösse  ^  ein,  so  dass  die  mittelste  dieser 
Bestimmungsgleichungen  in  die  beiden 

"iJ'i  +  l'i'»!  — 2c  +  4J, 
iß,ß,  —  4c  —  H, 
zerlegt  wird,  so  findet  man  A  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Deter- 
minjuite 

"i«.  +  «i«t,    ßt't  +  'tßf 
",ft  +  ft«.,    ß,ß,  +  ß,ß,, 

«irt  +  ri«t,  ßiYi  +  yißti 


ß,    ß. 


y,ß,  +  ß,v, 
fir,  +  nn  i 

a,     Ol 


n   n   «I    \r,   n   "1 

identisch  verschwindet.  Setzt  man  hier  fUr  die  Elemente  derselben 
ihre  Werthe  aus  (1)  und  dividirt  überall  durch  2,  so  erhält  man 
die  Gleichung  für  A : 


0  — 
+ 


o  J     (c  +  2») 

h      (e  —  X)      d 
(o+2A)     d  e 


+ 

—  —  4J'  + J,. 


-J,.. 


Die  Zerlegung  von  f  finden  wir  ohne  Weiteres  aus  den  bekannten 
Gleichungen 

HaUUHMD,  OlttQiliagB  d.  Bnt.  n.  mod.  Algab».  IG 
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a.. -»,/--?.', 

(2)  C.,._J,/-__*', 

Es  ergibt  sich  daraus 

f  _  tlz:  ^*       f?  -  *'  tr  J+_*) 

"  1,  —  1,  ^       1,  —  i, 
Die  AuflSsong  der  Gleichung  f^=0  ist  also  darauf  redtieirt, 
dass  ihre  vier  linearen  Factoren  die  gemeinsamen  linearen  Factoren* 
der  folgenden  vier  Tripel  von  Gleichnngen  sind: 

l)^_qB  =  0,     9.  — 2  —  0,     z  — ^  =  0, 

.,     2)v~v  =  o,   v  +  a:  =  o,   x  +  ,^  =  o, 

Diese   Gleichungen   lassen   sich    bequem    zur    Discussion   der  - 
Realität  der  Wurzeln  bei  einer  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten 


.  Hat  die  kubische  Besolvente  ^^=0  eine  reelle  Wurzel  A,  und 
zwei  conjugirt  compleze  it^  und  Xg,  was  für  negative  Werthe  von 
Df  eintritt,  so  sind  ii  nnd  %  ihrer  Entstehung  nach  conjugirt  com- 
plex,  also  wegen 

g)  reell.    Demnach  kann  man 

l()  =  M  +  vY —  1  ,    z  "=  "  —  vy~  1 
setzen,  wodurch  sich  das  System  (4)  verwandelt  in 


1)             «-y-0, 

v  —  o, 

2)  !>)/-  1  —  9—0, 

«  — 0, 

3)  .y-i  +  r-o, 

«-0, 

4)             «+».-0, 

»  — 0. 

Da  ii  und  %  keinen  Factor  gemein  haben,  so  k&nnen  «  und  t' 
nicht  zugleich  verschwinden.  Daher  ist  die  gemeinsame  Lösung 
der  Systeme  2}  oder  3)  nothwendig  complex}  die  von  1)  oder  4} 
sind  reell. 
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Bei  l)t<.0  hat  die  biqnadratische  Gleichung  also  zwei 
reelle  and  zwei  compleze  Warzeln. 

Ist  d^egen  2*^  >  0,  ao  hat  die  Resolvente  ^  =™  0  drei  reelle 
Wurzeln  A,,  l^  und  i,.  Daher  sind  go*,  V*  und  x'  •'^^1'  '™<i  ^^ 
werden  nun  zwei  Fälle  möglich  sein.  Entweder  sind  ip,  ^,  x  selbst 
reell  und  in  diesem  Falle  also  auch  alle  gemeinsamen  Lösungen 
der  Systeme  (4)  und  damit  die  Wurzeln  von  /"=  0.  Oder  aber 
zwei  der  AusdrOcke  <p,  f,  %  erhalten  den  Factor  y — 1,  so  dase  etwa 

In  diesem  Falle  verwandeln  die  Systeme  (4)  sich  in  folgende: 

3)  i.'y^i  +  g,  =  o,  ,p-x'Y~~J  =  o,  x'  +  *'  =  o, 
4)^y-i  +  9.  =  o,   9,  +  ;t'vcrT  =  o,   x'-*'  =  o. 

Daher  sind  in  diesem  Falle  sämmiUche  gemeinsame  Lösungen 
der  Systeme  (4)  complex  und  also  auch  die  Wurzeln  von  f=0. 

Bei  l)^>0  hat  die  biquadratische  Gleichung  also  ent- 
weder vier  reelle,  oder  vier  complexe  Wurzeln. 

Die  Unterscheidung  der  beiden  letzten  Fülle  ergibt  sich  ein- 
facher, wenn  man  die  Gleichung  der  Grössen  (p%  t*,  z'  bildet  Die- 
selbe ist  ofl'enbar 


r*  -t-  3C,42'  -H  heu  -  \  J*.tr)!s  -  4  Gl. 


-0. 


Diese  Gleichimg  hat  stets  reelle  Wurzeln,  wenn  Z*^  >  0  ist; 
und  zwar  drei  positive,  wenn  /"=  0  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  zwei 
negative   und  eine  positive,  wenn  /'>=0  lauter  complexe  Wurzeln 

hat  Im  ersten  Falle  muss  natürlich  C«,«  n^ativ,  3C4,4  — t«'*.«/^ 
positiv  sein,  im  zweiten  Falle  darf  an  dieser  Stelle  kein  Zeichen- 
wechsel stattfinden,  da  das  Absolutglied  negativ  ist.  Hieraus  er- 
gibt sich  der  bemerkenswerthc  Satz: 

Wenn- 1)4  >0  ist,  so  haben  die  Werthe  der  Formen 
^4,4  und  Cl,i  —  ,-j  Ji,»/*  bei  beliebigen  reollen  Werthen  der 
X  entweder  stets  verschiedene  Vorzeichen  und  dann  hat 
f^O  lauter  reelle  Wurzeln,   oder  dieselben   haben   stets 
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gleiche  Vorzeichen,  und  dann  hat  die  Gleichung  f^O 
lanter  compleie  Wurzeln. 

§  2G8,    Die  kanoniaclLe  Darstellong  der  Biquadrate  naeli  Clebscli 
(1.  c.  §  49). 
Im  §  262  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Function 

f{x,s)-{<i,i,c,d,e)\x,sr 
sich  anf  die  Form 

rt«,  ,)i'  +  6J(»*  -  ßrn'i'  +  flß,  S)i', 

und  zwar  bei  linearer  Transformation  auf  das  Minimum  der  nicht 
numerischen  CoefGcienten  leduciren  lässt.  Man  nennt  diese  Form 
der  Function  ihre  kanonische  Darstellung.  Aendert  man  die 
beiden  Haupt^prSssen  tun  passende  Factoren,  so  kann  man  die 
Function  noch  auf  die  symmetrische  Form 

r-i>(5'  +  i')  +  6si',' 

bringen.  Zur  Auflösung  dieser  Gleichung  sind  dann  nur  noch 
Quadratwurzeln  erforderlich.     Es  ist  nämlich 

er  -  V')  Vp  -  U  y-Gq-2p  ; 
oder  auch,  indem  man  diese  Gleichungen  addirt  oder  von  einander 
subtn^rt,  darauf  durch  |  oder  rj  dividirt: 

2^Yi^rj(Y^^Ö^-23  +  y-Gq-2p), 
2nVp-^  (V-  Gl+2i  -  V^6q-2p)  . 
Es  ist  nun  leicht,  hiervon  die  Invarianten  und  CoTarianten  «.a 
bilden.    Dieselben  mögen  bezeichnet  werden  mit 
C;,«,    C;.6,    Jli,    J'i,». 
Zunächst  hat  man 

C,.,=pq(k*  +  V)  +  (P*  -  HWV'  , 

Ci,,  =  iv(j>'  -  9j"/){e*  -  n') , 

Bezeichnet  man  denModulus  der  Transformationen  in  die  ur- 
sprfinglichen  Bildungen 

%  =  ax  +  ßy  ,     ri'^yx+Sy 
kurz  mit 

iJijcBcaByGoOi^lc 
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so   unterscheiden  sich    die    Corarianten    und  Invarianten   der   ur- 
BprOnglichen  und  neuen  Formen  nach  §  53  und  §  55  nur  durch 
entsprechende  ganze  Potenzen  des  Modulus. 
Zunächst  hat  man 

c,,,  -  (tv)'cr.,,  -  (.UYlPid'  + 1')  +  V  -  Sä")«'-!'] , 

und 

a,.  -  (In)'«,.  -  SifW  -  üys")«'  -  -i')lil ; 

femer 

J...-Ch)v;,, -{{,)>■  + 3s'), 
A,.-({n)v;,.-«>,)'{jiV-'/). 

Nun  ist  von  den  Grössen  p  und  q  eine  zwar  willkürlich,  das 
Yerhältniss  p :  q  aber  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen. 
Aus  diesen  zieht  man 

"3(p'- 9")  ■<'*,; 

und 

■^li^   (P'  +  HV 

Die  eine  Gleichung  liefert  den  Modul  der  Transformation,  die 
andere  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade  in  ^ .  Sie  läs»t  sich 
durch  eine  einfache  Substitution  in  die  .^-Determinante  von  Äron- 
hold  überführen.     Setzt  man  nämlich 

-so  geht  die  kubische  Gleichung  über  in  die  Gleichung  ^  -=0. 
Mittels  dieser  letzten  Relation  folgert  man  aus  der  vorhergehenden 
Gleichung  für  den  Modul 

(S,)'ä-J 

eine  Beziehung,  welche  sich  aus  der  kanonischen  Form  von  Heiler- 
mann unmittelbar  ergibt,  vrenn  man  an  die  Stelle  des  Modul 
rS  —  ßy  den  der  entgegengesetzten  Transformation  einsetzt 
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§  26'J.    Die  alisoliite  Invariante  und  die  anlurmonisohen  Doppel- 
verMltnisse  nach  Clebscli  (1.  c.  §  50). 
Die  in  dem  TOraogehenden  Par^raphen  auftretende  Grösse 

liat  die  Eigenschaft,  sich  bei  linearen  Transformationen  absolut 
nicht  zo  ändern,  indem  selbst  der  Modul  aus  derselben  verschwindet. 
Man  nennt  sie  deshalb  die  absointe  Invariante.  Sie  steht  in  einer 
merkwürdigen  Beziehung  zn  den  anharmonischen  Doppelverhältnissen 
Toa  den  vier  Puncten,  welche  durch  die  Wurzeln  einer  biqnadrati- 
schen  Gleichung  reprSsentirt  werden.    Setzt  man  der  Kürze  wegen 


>^-^9  +  -''  =  a       /-6g -2p  ^  g 
zYp  '  2VP  ^' 

so  sind  die  vier  linearen  Factoreii  der  Gleichung 
/•=  P(l'  +  V)  + 626*7*  =  0 
dargestellt  durch  die  Gleichungen 

£  +  («  +  «1  =  0, 

I  +  («  -  ^)')  =  0 . 

Die  Punctreihe   sei  A,  B,  ü,  D,  so  ist  eines  der  drei  anhar- 
monischen Doppel  Verhältnisse  von  Pappus  und  Brianchon 
CB    CA 
Db' DA' 

und  wenn  wir  die  vier  Wurzelwerthe  von  f  einführen,   so  ei^bt 
sich  daraus  die  Relation 

(«  +  p)  +  (a  -  p} 

(«  +  p)  -  (-"-  ji)  «'  3q-j, 

-  («  4-  g)  +  («  -  P)       P'  33  +  P  * 

-"(«  +  «-(«-0 

Das  Verh^ltnisB  —  steht  also  mit  dem  Doppelverhältnisse  a  in 

einem    linearen  Zusammenhange.     Löst   man  die  Gleichung  nach 

''   auf,  so  erhält  man 
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Führt  man  diesen  Wertli  in  die  im  vorigen  Pat^raphen  ab- 
geleitete Gleichung 

ein,  so  erhält  man  eine  bikubieche  Gleichung  in  e,  welche  die  Be- 
ziehung der  absoluten  Invariante  zu  dem  anharmonischen  Doppel- 
verhältniase  ausdrückt,  nämlich 

(1  _  „  +  „^*_ 

Entwickelt  man  diese  Ausdrücke,  so  erhält  man 
45X  —  12ü^ö'  ~  3(J"t»  +  216  J|,8)ö*  -f-  (26Ji,,  +  756 J|,s)(j» 
—  3(Ji,»  +  216  JJ,,)o*  -  12  D^e  ■\-AB^  =  (i. 
Dies  ist  eine  reciproke  Gleichung.     Substituirt  man 

"+!-»■ 

und  dividirt  durch  4,  so  geht  sie  über  in 

Ä9'-SB.!,'  +  (3B.-^Jä,,)sr-(B,-^Vi,,)-0, 
oder 

'  D,(!i  - 1)'  -  'in.,  (» - 1)  +  Iju  -  0.  •) 

Die  Gleichung  in  a  ändert  sich  nun  nicht,  wenn  man.  an  die 
Stelle  von  ts  folgende  fünf  Werthe  setzt: 

i.  '-•.  r^.   '--/.  —.: 

Ist  also  a  eine  Wurzel  der  bikubischen  Gleichung,  so  sind 
dies  die  übrigen  fünf  Wurzeln  und  sie  drücken  sänuntliche  Doppel- 
verhältnisse aus,  welche  aus  vier  Elementen  gebildet  werden  können. 

Die  Auflösung  jener  Gleichung  kann  man  auf  verschiedene 
Art  erzielen,  z.  B.  indem  man  sie  auf  die  Gleichung  /i  =  0  bringt 
Verbindet  man  die  Gleichungen 

1    ^     i  +  '  P'  ^  •^«.tl -1-12^4,5 

p    "3(l-ff)'       V"  /i,,l_    4J4,» 

mit  einander,  so  resultirt  durch  Elimination  von  p  nnd  q: 

3^4.5(1 -q  +  g*)        aJ^,i  ■  (y  -  1) 


*)  Cayley,  FifUt  memoic  upon  qacmticB.  §  127. 
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Der  rechten  Seite  genügen  die  Wertte  e  und  — .  Man  liat 
also  statt  der  bikubischeu  Gleichung  drei  quadratische  Gleichungen 
in  ff,  welche  reciproke  sind.    Wenn  man  in  der  letzten  Gleichung  « 

durch   1  —  ff   oder  ersetzt,  so  findet   man  die  drei  Wurzeln 

Ton  jJ  =  0  durch  ein  DoppelTerhältniss  0  ausgedrückt,  nämlich 
^    _    3  J^  ,(1  -  «  4-  a')  aJ^^3,<y-^ 

fl)Cl-2a)  ""^,^^(2^-5)  ' 
j,(l  _  tf  +  «»)  3J«_3.(y-  1) 


,+.)■ 


Man  kann  mit  Hülfe  der  bikubischen  Gleichung  in  ff  darüber 
entscheiden,  unter  welchen  YerhäJtniBsen  die  Wurzeln  der  Gleichung 
harmonisch  oder  äquianharmonisch  zugeordnete  Functe  reprasen- 
iären.  Der  Werth  ff  =  1  macht  offenbar  A^  =  ^  und  damit  zwei 
Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  /"=0  einander  gleich.  Denn 
es  folgt  auch  noch  aus  der  Gleichung  in  y,  dass  für  y  ^=2  die 
Discriminante  üj  verschwinden  mnss.  Sollen  die  vier  Puncte  har- 
monisch zugeordnet  sein,  so  tritt  dies  ein,  wenn  ff=  —  1,  2 
oder  ^  ist.  In  diesen  drei  Fällen  verschwindet  in  X  der  Divisor, 
und  da  l  nicht  oo  werden  kann,  so  muss 

J4.S  =  0 
werden.    Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  in  y. 

Soll  endlich  das  Doppelverhältniss  äquianharmoniscli  werden, 
so  muss  tf'  —  ff  4-  1  =  0  ,  ff,  =>  —  J,  und  ff^  •=  —  J^  werden. 
Der  Dividend  muss  in  l  verschwinden;  d.  h.  es  muss  entweder 
A  =  0  oder 

J*.t  =  0 
sein.     Dasselbe  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  in  y,  wenn  man 
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§  270.    Anwendimg  der  iTplschen  Daretellnng;  aof  die  Anflösnng 
der  Biquadrate  nach  Clebsch  (1.  c.  §  87,  ä). 
Es  ist  bereit»  bei  der  Betrachtung  der  kubischen  Form  §  189 
und  §  191  bemerkt  worden,  dass  die  Substitutionen 


^-ii'm...+'m.j- 


die  Eigenschaft  besitzen,  die  vollständige  Function  f(x,  y)  yon  ihrem 
zweiten  Gliede  zu  befreien.  Bei  biquadratiachen  Gleichungen  ist 
die  Transformirte       • 

/■(«,  y)  ./■(»,, «,)'  -  {'  +  CC,,.(«„  «,){','  +  4C.,.(«„  j,)i,' 
+  [J.,,/-(«„«,)-30i,,(«,,«,)]il'-0. 

Diese  Gleichnag  kaon  mit  Hülfe  der  Euler'schen  Formel  gelöst 
werden.     Setzt  man 


ao  erhält  man  folgende  BeetimmnngBgleichungen: 
ABC--jC,,,. 

Ä'  +  B'  +  C 30,,,, 

A'B'  +  B'C  +  CA'  —  SCI,,  -  i  J,,,f . 
Demgemäse  sind  A?,  B^,  C  die  Wurzeln  der  kubischen  Resolvent« 

«"  +  SC,,,  «■  +  htm,,  -^j,,,f\  —  i  ci.,  —  0 . 

Für  die  Vorzeichen  von  A,  B,  C,  welche  Quadratwurzeln  sind, 
gilt  die  Bedingung 

ABO ift,.. 

Setzt  man  nun  in  der  Resolvente  (s) 
i,-l,f-0,,,  —  f' 
und  führt  so  die  neue  Unbekannte  A  ein,  so  Terwandelt  sich  mit 
Berücksichtigung  der  Gleichung  von  Caylef 

ou — -«Ci,.  +  j,.,f'c,,,  -  j,,,r 

die  Besolvente  in  die  .^-Determinante  von  Aronhold; 
^ *>.'  +  J,,,li  —  J,,,  —  0. 


„Gooi^lc 


730  Vierter  Absohnitt.    SabstitiitioiiBmeUioden.    V. 

Man  hat  alao 

B  —  V7,—*=  Viif—Ct,' , 

o-Vil-t-yKT^cZ., 

worin  noch  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  festzustellen  sind. 
Man  kann  demnach  der  Anflösung  folgende  Form  geben: 

mit  der  Erfüllung  der  Bedingung 

(+»).(+ «.).(+«)--i&... 

Dies  ist  nur  eine  andere  Methode  der  Ableitung  der  Formeln  von 
Aronhold  (§  264). 

Stellen  wir  nun  die  durch  diese  Methode  gewonnenen  Formeln 
der  Auflösung  der,  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  zusammen, 
BO  ist 

I.  X--^  =  **' 


IV. 


(.ax+b)^*+S(]>x+<!)j\+3(<!x-^d)+(.dx+<')  _ 


In  diesen  Gleichm^en,  welche  bezüglich  z  linear  sind,  ist  e  eine 
willkürliche  GrSsse  und  sie  werden  deshalb  die  allgemeinen  Anf- 
Idsungen  genannt 

§371.    Die  Symioetrlen  der  Resolrenten  und  der  Wurzelfonnen  bei 
der  EtafBhmng  der  kanonischen  Form  der  Function  f  nnd  der 
partiellen  Differenziale  der  z^- Determinante*). 
Geht  man  ans  von  der  Form 

f(x)  =  OÄ*  +  463;^  +  Gcx'  -\- 4(Jx -\- e  =  (a,  b,  c,  d,  eflx,  1)* 
und  setzt 
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8o  ISsst  sich  die  Function  f  nach  Potenzen  Ton  v  ordnen.  Damit 
das  zweite  und  vierte  Glied  der  Transformirten  verschwinden,  sind 
folgende  zwei  Bedii^^ngen  zu  erfQlIen: 

[«....  +  K'i  +  »,)+»](«.  +  «.)■  + 2[»'.«.  +  »(«,  +  »,)  +  fl-0, 
[«,«,  + i(»,+<,)  +  e](.,  +  ^)'  +  2[6»,«,  +  c(.,  +  .,)  +  dJ-0, 
oder  kurz 

{a%  -f-  6ff  +  c)ff  +  2(6ä  +  cö  +  rf)  =  0  , 
(CÄ  +  <?a  +  c)ff  +  2(ft;t  -j-  cff  +  (0  =  0  . 
Man  fahre  nach  Heilermann's  Methode  die  GrÖBse  X  ein  der- 
gestalt, daSB 

(1)  aar  +  fiff +  c  =  — 2A, 

(2)  6«  -f  c«  +  (*  -=        «J-l ; 

(3)  .    CÄ  -1-  d»  +  e  =  —  2«A  , 

wird.  Die  Resultante  dieBer  drei  Gleichungen  ist  die  ^-Deter- 
minante 

I        «,  t,       («  +  2« 

^  —  I       t ,       (<;-»),      iJ 
+  ;(c  +  21),      <i,  e 

Das  mittlere  Glied  der  Transformirten  ist  nun 
^\z[z^{azfy  +  h\z,  +  ^.1  +  c)  +  {z,  +  ^,)(fe,^,  +  c[^i  +  h\  +  '0 
+  (c?i2<  +  '/[^,  +  ^,]  +  c)J  =  6[«(a«  +  ftff  +  c) 
+  ö(Ä3t  +  cö  +  tf)  +  (c«  +  (?ff  +  c)]  =  6;i  (2,  -  ^0' . 
woraus  sich  die  kanonische  Form 

w*A«8)  +  6-lv*w'(*,  —  «0*  +  l^A'^l)  =  0 
ergibt. 

Da  die  Wurzel  dieser  Gleichung  sich  symmetrisch  darstellen 
läsat,  so  ist  dasselbe  für  die  Wurzel  von  f  =  0  der  Fall.  Es  handelt 
sich  nun  darum,  symmetrische  Formen  für  die  Gleichungen  in 
i.,  X,  <S  und  -    oder  für 

A,    «  =  G',    ff  =  2^,     y  =  H 

herzustellen,  ßs  ergibt  sich  das  merkwürdige  Resultat,  dass  die 
Gleichungen  in  l,  Q  und  e  für  sich  Symmetrien  bilden  und  die 
Gleichungen  in  A  nnd  S  g^en  einander  symmetrisch  sind,  wie 
wir  dasselbe  für  die  kubischen  Formen  gefunden  haben. 


.4A»+ j^^A  — 74.,-=0. 
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Um  die  ReBoIveiit«  in  i.  zu  erhalten,  bilden  wir  die  partiellen 
Differeozialquotienten  der  .^  -  Ueterminant« ;  dieselben  sind: 


||  =  3c*^2M  +  ae  +  6cA, 

II 2(bc  ~  ad  +  2bX)  , 

^  =  &*  —  ac  -\-  al , 

^^  =  ae-  Abd  +  3t'—  12<l». 

Eliminirt  man  e  auB  (1)  nnd  (3),  so  erbält  man 

cd  —  be  -\-  idl  ^-jj 

^  —  Ve-iidV^}-^ 
Eliminirt  man  x  ans  (1)  nnd  (3),  ao  ergibt  eich  daraus 

1  he  —  ad  -\-  ibX  _    . 

2*"         ä(6'-  ac+al)~-*- 

Multiplicirt  man  '(2)  mit  e,  (3)  mit  d,  so  folgt  ans  der  Differenz 
der  Resultate 

a  cd  —  he  +  8dl         1 

ä«  "^  ~  a(rf'  -  ce+ei)  "^  Ü  ' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  einander  und  radicirt,  so  er- 
hält man   einen  zweiten  Ausdruck  fQr  ^  tf ,  nämlich 


e  -|-2dl 


T=A. 


2  2(6'-a<:-|-«l)^(<P-c«  +  el)^ 

Setzt  man  weiter  die  beiden  ^  -^  0  gewonnenen  Ausdrücke  einander 
gleich,  so  resultirt  daraus  die  Gleichung  in  A,  nämlich 
(6«_oc+rtA)(cd-6c+2d-l)»-(6e-arf+2iA)V— «+e'l)-=0 
oder 

=  0, 


\db)        \ß-dj 
aUo  eine  vollBtändig  symmetrische  Aeeolvente. 

Stellen  wir  endlich  die  Resultate  in  symmeträcher  Folge  »u- 
in,  so  ergibt  eich 
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2(b'  —  ne  +  ak)       _  J^       _       2 

'bc  ~  ad  +  a&i  °^       A~       ^1  +^,  ' 

bc  —  ad+  26X  ^  (6*  —  ac  +  a^)^  ^  J_  J_ 

cd  -  be  +  2dl         j"^,  _  ^^  ^  ^iji  —  ß-  =  i,  z.  ' 

2(d'-ce  +  eJ)=       if-        2  1,*,  ■•■«,;' 

Die  PartialresolTenten  sind  demnach 

2(6*  -ac  +  aX)A  +  (fcc  ~  ad -\-  2bl)  =  0  , 
(6c  —  ad  +  26i)G*  -  (crf  —  6c  +  2(?A)  =  0  , 
(6«  -  ac  +  a>l)G*  -  (d*  _  ce  +  e,l)  =  0  , 
(cd-6e  +  2di)fl'+2(*P -cc  +  ei)    =0. 

Da  die  Gleichung  in  A  kubisch  iet,  so  werden  die  Gleichungen 
in  A  und  S  auch  kubisch  und,  wie  aus  ihrer  Form  hervoi^eht, 
gegeneinander  symmetrisch  sein.  Die  Gleichung  in  G  ist  dagegen 
symmetrisch  nnd  vom  sechsten  Grade.  EUminirt  man  l,  so  erhält 
man  das  arithmetische,  geometrische  und  harmonische  Mittel  Ton 
e^  und  2,  in  Coefficienten  der  Function  f.     Man  findet  nun 

1      2ib*  -  ac)A  +  (bc  -  ad) 
*  2  ■"  aA  +  b 

—  L    ib':~adiG*  —  {ed  —  be) 
""         2  ■  bG*  —  d 

_  i_    2(&*-"c)g*  — 2(d'  — cf) 
"         2  '  a'G*  —  e 

_   1     (cd  — t.g)if  +  2(d'  —  ee) 
■"         2"  ■  dH+e 

Die  DiTidenden  des  ersten  und  letzten  Quotienten  sind,  wie  man 
leicht  erkennt,  unsymmetrische  Corarianten  der  Functionen 

(a,h,c,d^A,l)',    (b,e,d,e)^(B,lf. 

Setzt  man  die  vier  Werthe  der  Reihe  nach  in  die  Resolvente  ^  ^  0 
ein,  80  erhält  man  die  folgenden  ResolTenten: 

XXII y.    (2b'~3ahc-^a*a}A''-{-^i6b*c-i-2abd-9a(r-{-a'c)A^ 

+  (26»d  -  dacd+abc)A  +  ^  (6'c  -  ad*)  =  0, 

XXI f.    (26'—  3a6c  +  a^d)G«  —  (26V  -  3acd  +  o6e)G* 
-(26<?-36ce  +  ade)G»  +  (2(F'  — 3crfe  +  6e»)-=0, 
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XXniy.    ^(d'a~€h')H^  +  (2bä'-3bce  +  aäe)£P 

-\-j(Ged'  +  2bde  -  9ec>  +  e'a)H 

+  (2d'  -  3cde  +  &e«)  ~  0  . 

Die  zweite  und  dritte  Gleichung  geben  beide  die  Resolvente  XXI  y. 

Biese  bann  in  Form  einer  Determinante  dai^stellt  werden,  nämlich 

[  a(d  —  ba) ,  b(d  —  6«) ,  be  —  adu  , 

6C,i-i»),  !°f"'!\       i(<J-S.)     -0. 

—  i  {be  —  adn),       ^  ' 

be  —  ada ,  d(d  —  Jk)  ,         e{d  —  ha) 

Man  kanii  endlich  noch  eine  Gleichung  in  e  herleiten.     Wir 

setzen  zu  diesem  Zwecke  in  die  quadratische  Gleichung 

*^  —  (ü,  +  «,)^  +  «,2s  =3  0 

die  folgenden  Werthe  ein: 


1  +  ^.  = 


Die  quadratische  Gleichung  in  s  wird  dadurch 

Da  die  partiellen  Differenzialquotienteu  lineare  Functionen  Ton  i. 
sind,  so  haben  sie  drei  verschiedene  Werthe.  Multiplicirt  man  die 
80  entstehenden  trinomischen  Ausdrücke  mit  einander,  so  erhält 
mau  die  Covariante  XXXI  y: 

Die  Coefficienten  der  Gleichungen  9>  =  0,  ^^0,  j;^0 fahren 
zu  einer  Darstellung  der  Diacriminante  7),  in  Functionen  von  X 
ausgedruckt.  Mit  Hülfe  der  in  §  266  gegebenen  Entwickelungen 
findet  man  leicht 
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+ 


— -i(*. 


und  wenn  man  noch  die  beiden  andern  Formen  bildet, 

wo  zfy,  ^1^,,  ^j  die  DiscrimiiiaDten  von  tp,  ■$  und  j;  bezeichnen. 
Verbindet  man  diese  drei  Belationeo  miteinander  durch  Mnltipli- 
cation,  so  reanltirt  , 

I)^  =  —  le^p.^y,.^^. 
Wenn   demnach   eine  -der   drei  Discriminanten  verschwindet,  wird 
auch  D^  =  Q   und    umgekehrt.     Die    Gleichung   9=0  z.  B.   hat 
dann  zwei  gleiche  Wurzeln  ;,  und  z^,  welche  nach  der  SubstitutionFi- 
formel  zugleich  eine  Wurzel  von  /"  ■=  0  sind, 

Zahlenbeiepiel.  Gegeben  sei  die  Gleichung 


/*=12ic*-108a:'  +  324a:* 


■  37237  H 


144  = 


Dann  ist 


=  12, 


-  27  ,     c  =  54  ,     d=- 


nnd 

Aä—108i  — 432=0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

A,  =  12 ,    A,  =  Aj  -=  —  6  . 
Zur  Bestimmung  von  z  hat  man  weiter 


(K.K) 


T  ('.  +  '.) - 


.  1. 


Setet   man  zunächst  das  erete  Paar  in  die  kanonische  Form 
der  Gleichung  ein,  so  reducirt  sie  sich  auf  die  quadratische 
26»'  — «'  —  0,    --  —  +  5, 
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und  die  beiden  andern  Werthe  sind  Null.    Daraus  ei^bt  Btcb 
a;,  =  4  ,     x^  =  S  ,    x^  ^  Xi  =  e^  ^  1  . 
Für  die  Discriminanten  ^^,  J^,  A^  findet  man  nocb 

/s^-\-  /i^-\-  /ix'=  ~  Ji,j , 

^^ .  ^v, .  +  ^tf. .  z/^  +  ^^  .  z/y  =  0 , 
Sie  sind  denmacb  die  Wurzeln  der  kubiscbea  Gleichung 
und  zwar 

^,-ft-i,)(J,-J.), 
^/ -('.-'.)('.-«• 

Für  die  Functionen  qg,  4*  und  %  lassen  sich  eine  Menge  versebiedener 
Gleicbongen  bilden,  wenn  man  die  sechs  Differenzialquotieaten  von 
der  ^-Determinante  und  die  Gleichungen  ia  §  266  beachtet.  Setzt 
man  der  Kürze  wegen: 

80  findet  man 

-  I,«i  +  «.)  -  T       ;^  -  Pi; 5«  r^ ' 

•  »■'.  —  j  —  fj  -  K  T      f::r£  —  TT 
Die  möglichen  Gleichungen  in  z  sind  demnach: 

n. 

III.  c»»'  +  2E;«  +  |3  — 0, 

IV.  /i.j>  +  2    '   «  +  V^-0, 

V.  y7.»»  +  2'^«  +  V^-( 

VI.  /J.i>  +  2-L,  +  v^  =  0, 
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VII.  /)<»•  + 2^  «  +  ««  —  0, 

VIII.  tili'  +  2/S«»  +  «*  —  0  , 

IX.  ^t2"  +  2.£i«  +  oc)  — 0, 

X.     ().- O'^  +  s/ä^  +  So  — 0, 

XI.  3»i'  +  (2).  +  S)»  +  3^  — 0, 

XII.  3(3"  +  6i)s  +  fr  —  S)  —  0 . 

Diese  zwölf  Gleichungen  welche  neue  symmetiische  Determinanten  für 
A  und  H^  ergehen,  sind  sämmtlich  proportional  der  Quadratwnriel  aas 

Aus   der   letzten  Gleichnng  fOr  s^z^   ei^bt  aich  noch  ein  anderer 
Ausdruck  fOr  die  ^-Determiiiantej  nätulich 
9«a  _  (y  _  £)a  =  0  . 
Die  Functionen  y  und  %  lassen  sich  noch  durch   et,  ^,  S,  e  aus- 
drücken.    Es  ist  nämlich 

^         Sa*         3^1 


2r  +  t-"-^-°,"  ■ 

Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  resultirt: 
oder 


d.  h. 

8£        1^1        dd 


,=(»d.+^.)5^r:f'), . 

_,  tb I  fo  ?_■:!    dJ    .dJ    dJl 


oder  symmetrisch 


^0O=V+- 


-  +  " 


Subtrahirt  man  daa  Doppelte  der  ersten  Gleichung  Ton  der  zweiten, 
ao  resultirt 

HillliiaHn,  GrundiUgi  d.  >b1.  b.  Dod,  Algabrs.  47 


S-- 
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oder  symmetrisch 

4-^     !:L*_g!:_*'j_«i 

"^  dl  ß  a  s    "T"   «   ■ 

Da  k  drei  verschiedene  Werthe  besitzt,  so  kommen  auch  den 
Differenzialquotienten  a,  ^,  y,  #,  e,  g  ebensoviele  zu/  Verschiedene 
einfache  Combinatiooen  derselben  lassen  sich  leicht  als  Functionen 
der  Coefficienten  a,  b,  c,  d,  e  darstellen.     Es  ist  nämlich 

0^_-(^|)^-(ä-t)_-8J7.n,.-8(«i.'-,?o)(2*-3.de  +  e'S), 
(5$,  •  (»-1)/  (n). 8fi.r,=8(ad'-6'.)(26'-3al.«+<.'ä), 

Femer  gilt  wegen 

(^^•(^f)=la(lf+^^ 

oder 

\c  —  X,     d\       \a,         h      I        I     6,       c  +  2A  ,* 

die  Gleichung 

«■K^,+©,]■[(^o.+(^ü.]•[(K).+C^OJ 

_  -J  7, .  F;;,  —  i  (2S'  -  ante  +  o'«!)  (2<?  -  ScÄe  +  «"6) . 

Es  bleibt  noch  Hbrig,  die  Grössen  —,  Z,X  und  X  in  symmetrischer 
Form  auszudrücken.    Es  ist 

«^/■(s.)  +  6ii»'»'(«,  —  «,)'  +  i>Y(«,)  —  0 , 

7M^V'3i(«,-«,)'"^gjäiJT)^ai(..-^-+7gjilW  ^ 
«'')     y3l(.,-.,)'-v'/-w?S)±»'ii'fe-',)'+V'?5,V®J ' 


:[1^ 
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g  2T2.    Methode  von  Slerz?. 
.  ?i   und  «j  ■= 


1  i/vi|||+^f  ^'£i)-MÄI! 
:^  >1/(i^)-i)+^-(/ö-(i±i/^i/Di)--pi)-(i4) 

j  -  (-  j... + 4  v-ä:.)* + (-  j.,.  -  ^\  i^^^^sr./, 

§  272.    Metliode  der  Introdoctloii  der  Invarianten  In  die  Wnrzel- 
form  der  biqnadratisclien  Gleichung  nach  Blersy*). 
Di^  vorgelegte  Gleichung  sei , 

asi"  +  463^  +  6ca;'  +  Ux  +  c  =  0  . 
Trausformirt  man  die  Gleichung  so,    dass  das  zweite   Qlied   ver- 
Bchwindet,  so  eihält  man  nach  %  17: 

»YW -(»«  +  »)' +  6^., .(««  +  ')' 

+  4V-4Ji,,  +  öV,,,:^.;,-o"J.,,:(oa;+t)  +  (<iV,,,-3J3,,)— 0. 
Es  werde  nach  dem  Euler-Lagraiige'schen  Yerfahrea  substituirt 

dann  erhält  man  die  Resolvente 
A^  4-  12J»,,y*  -f-  {\2Jl,i  -  a*Jt.i)y  +  (4J3,,  —  «Va,«)  =  0. 
Dieselbe   lässt   sich   verkürzen    durch    WegschaiFung   des    zweiten 
Gliedes  in 

I  nach  der  Cardani'schen  Formel  die  Wurzel 


y — j...+i<.[]?-^.,.+,y-Ä,.+]/'-j".,.-,y-j.,.] 

gefunden  wird, 

Uebrigens  erkennt  man  leicht  in  der  verkürzten  Resolvente 
die  Form  XXX  y.  wieder.  Um  diese  aus  jener  abzuleiteoj  braucht 
man  nnr  j/  +  «7ii,»^oA  zu  setzen.  Ist  J^.s^O,  d.  h.  ver- 
schwindet die  kubische  Invariante,  so  wird 


•)  Blenr,  InvnriBQts.    Nonv.  uin.  de  raatbdm.  t.  XVHI.  p.  431.  ISSS. 
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und 
aUo 


y  +  J..,-0, 


y^  und  tfg  = 


4-«v5.:.. 


la    diesem    Falle    vetscli windet    also    die    Kubikwurzel    ans    der 
Wuraelform. 


§  273.    Hethode  von  Roberts*). 

Um   die  Wurzeln  der  biquadratischen   Gleichung   mittels    In- 
varianten darzustellen,  geht  Roberts  aus  Ton  der  Determinante 


3;,-i 

«. 

X» 

X, 

«1 

X, 

3^»-» 

2^,-1 

Diese  Determinante    hat    als  Factoren  die   Werthe,    welche    die 
Function 

Xi  +  eax^  +  ra*a^  -\.  . .  .  a'^^x, 
annimmt,  wenn  fOr  sa  successire  die  Wurzeln  der  Gleichung 

0,-  _  1  _  0 
eingesetzt  werden. 

Man  setze  nun  nach  Blerzy'a  Bezeichnung 
ac  -  6»  =  J»,, , 
öfi— 46(?+3c»  =  J^.j, 


<^  =  «i5(- ^4,3-/27^1;,  -Ji.;}. 


*}  Roberts,  Note  snr  l'^quatioii  dn   qnatrifeme  degrä.     Noqt.  ann.  de 
mathem.  t.  XVIII.  p.  87.  1869. 
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Die  .i^'Determmaiitie  von  Aroshold  läsat  sich  hiernach  in 
folgender  Form  schreiben: 

.     -j   -  j 


j 


—  0. 


Daraus  folgt 

V  07  =  T  ''*■*  +  ^  • 
Sind  i,,  A,,  jIj  die  Wurzeln  der  Beeolvente  ^  ■=  0,  so  erfolgen 
mittels  des  vorangestellten  Theorems  die  Cardani'achen  Formeln 


X,^a{J,u^  +  jy), 


SO  dase  man  erhält 


Diese  Werthe  gehen,  in  die  Wurzelformel  von  Äronhold 

eingefQhrti,  die  vier  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung. 

§  274.  Die  Anflöaimg  der  biquadratiBoheB  Qleichimg  ron  Hermite'*'), 

Die  schöne  Methode,  welche  Hermite  erfunden  hat,  ist  wesent- 
lich eine  Combinationsmethode,  und,  obwohl  wir  uns  Torgesetzt 
haben,  diese  Art  der  Auflösungsmethoden  in  einem  besonderen  Ab- 
schnitte zu  behandeln,  wollen  wir  dieselbe  an  dieser  St«lle  vor- 
tragen, weil  sie  mit  den  Methoden  der  modernen  AlgebVa  in  nahem 

*}  Hermite,  Sor  la  thäorie  des  fonctdons  homogtoeE  &  doox  indä- 
termin^es.    Crelle's  Jonrn.  LH.  pg.  4.  1866. 
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ZusammeDhaiige  steht.  Das  Princip  derselben  ist  bereits  früher 
[§  217(31)]  JB  der  Discussion  der  Reducenten  niedergelegt  worden 
es  betrifiFt  dies  den  Fall  der  Transformation,  wobei  die  kubische' 
Invariante  /«.s  yerschwindet. 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei 

{arb,c,d,e)  {x,y)*  =  a{x  —  a;,y)(a;  —  x^y^x  —  a;,y)(x—  x^y)  . 

Man  erhält  eine  kubische  Resolvente,  wie  bekannt^  durch  Be- 
trachtung der  Function 

a{x,  +  Xs  ~  Xt  —  x^  -=  e  , 
wovon   das  Quadrat   zu   bilden   ist.     Es    lässt   sieb   nun  g*  unter 
folgender  Form  darstellen: 
5g^^a'[(x,-x,y:\-ix,~x,r+{x,-~x,f+(x,-x,y  +  ix,-x;)' 
+  (a^  —  3^4)*] + 4a*  [  («1  —  a:,)  (a^ — «s) + (a^i  —  a:«)  (a;»  —  «,)  ] . 
Suhstituirt  man 

1^8  "[C^i  -  ^i)i^  —  ^s)  +  (^1  —  ^s)(^  —  *»)]  =  -*. 

und  drückt  die  Summe  der  Quadrate  der  Differenzen  der  Wurzeln 
in  Functionen  der  CoefGcienten  o,  b,  c,  d,  e  aus,  so  erhält  man 

2»  =  16(6*  —  ac-i-  al)  . 
Die  Grösse  X  hängt  offenbar  von  einer  kubischen  Gleichung   ab, 
deren  Wurzeln  die  möglichen  Variationen  von  X  enthalten.    Diese 
Gleichung  findet  man  leicht  auf  folgendem  W^e.     Es  sei 

(a,  h, c,  d,  eflax  +  ßy,  yx  +  <Jy)'  =  (Ä,  B, C,  D,  £)\x,  y>* 
_=  A{x  -  i,y){x  -  ^y)(x  -  ^y){x  -  ^y) . 
Man  erhält  dann  folgende  Werthe  für  A  und  die  Wurzeln   der 
Transformirten: 

-4  —  «(«  —  a;,  y)(a  —  x^Y^k  —  x^y)(a  —  x^y) , 

t  _Lz^i*       t  ^  —  x^9       t ^-3^J 

*'  «-a^r'      ^  o-a^y'      ^  «  -  a^y  ' 

Hieraus  leitet  man  ah: 

-1«, -E.)(t,  -  y -(««- ^rt' ■"■(»:■- *.)(^  -  »i) , 
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Diese  äleichungen  erweiaen,  daas  die  Gröaseu  l  sich  in  allen 
Transformirten  muliiplicirt  mit  einer  Potenz  des  Moduls  der  Trans- 
formation reproducir^n.  Daher  sind  die  CoefGciecten  der  Gleichung, 
deren   Wurzeln    sie    sind,   InTarianten    der   voi^legten   Function 

(a,  6,  c,  d,  e)  (x,  y')*,  und  nach  dem  Satze  von  Sylvester  werden 
sie  in  ganzen  Functionen  der  beiden  Invarianten  J«,!  und  J«,!  aus- 
gedrückt.    Die  gesuchte  Gleichung  ist  deshalb  von  der  Form 

A'  4-  <fJ,,tii  +  eJi.i  =  0  , 
wobei   ff  und  ff  Zahleneoefficienten   sind.     In  der  That  musB  der  - 
CoefGcient  von  A'  verschwinden,  weil  es  keine  Invariante  vom  ersten 
Grade  gibt,   und  die   beiden   andern  können  nur  proportional  be- 
zfiglich  Ji^i  und  Jt^a  sein,  welches  die  einzigen  Invarianten  vom 
zweiten  und  dritten  Grade  sind. 

Um  Q  und  e  zu  bestimmen,  betrachten  wir  einen  speciellen 
Fall,  z.  B.  deu  der  Form 

(1,  0,  -  1,  0,  OHic,y)'. 
Man  hat  alsdann 

J4,j  =  3,    J«,a=l,    Ai  =  — 1,  i,  =  A,  =  Y, 
und  folglich  die  Gleichung 

Hieraus  folgt  endlich  p  =  —  -r  und  tf  ^  r  ■  Die  Gleichung 
in  l  ist  demnach 

4A'' —  Ji.jA  +  J*,g  =.  0  . 
Die  Diecriminante  D^  läset  sich  unmittelbar  auf  die  Discriminante 
dieser  Resolvente  zurtlckfObren,  denn  man  findet  aus  den  Relationen 


h  = 
die  folgendei 


«[(«■  —  ',)(.',   -  ',)  +  (»1   -  *>)(»!   -  «JJ  , 
«[i',  —  ">)(',  —  ",)  +  (*1  —  ».)(».  —  ',)], 

»[(*■  —  ^.)(a:.  —  'i)  +  ('i  —  «.)(«>  —  *i)J . 
J,  —  i,  —  j-  o(i,  -  *,)(»,  —  X,)  , 
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^  "  ^  -"  T  "t^i  ~  *»)(?*  —  «>)  • 
Mithin  ist 

(J,-A,)'(i,-A,)U-i.)' 
—  jr  («1 — «i)'(*i — »i)'(äl  — '^4)'(»i— »i/C''.— »i)'(*i — *<)' 
-pW.-27Ji,,)-iB.. 

Hermite  knüpft  hieran  noch  einige  Betrachtungen  über  die  Be- 
dingungen der  Bealität  der  vier  Wurzelwerthe.  Im  Allgemeinen  ist 
das  Product  der  Quadrate  der  Wurzeldifferenzen  irgend  einer  al- 
gebraischen Gleichung  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  Zahl  der 
complexen  Wurzeln  derselben  =^  0  oder  t^  2  (med  4)  ist.  Die  noth- 
wendige  und  zugleich  ausreichende  Bedingung  fUr  den  ersten  Fall 
besteht  darin,  dass  die  drei  exacten  Werthe  des  Quadrates  der 
Function  a(Xj  -\-  x^  —  x^  —  x^),  also  die  drei  Grössen 

V  —  ac  -i-  aXi,   b'  —  ac  -\-  al^,   6*  —  ac-\-  oA, 
positiv  seien.     Nun  ist  ihre   Summe  3(&*  —  ac)  ^  —  3t^i,>)   clie 
Summe  ihrer  Producte  zu  je  zweien  —  SJ»' j  —  —  o'Jt.t,   und   ihr 
Product  gleich   dem  Quadrate  —  V,*.    Deshalb   genügen  ihrer  Po- 
sitiviUit  die  Ungleichungen 

Dies  ist  die  einfachste  Form,  die  Bedingungen  der  Realität  der 
Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  aaszudrücken. 

Hermite  gibt  dann  noch  einen  Beweis  für  die  Gayle/sche 
Gleichung  zwischen  den  Invarianten  J«,t,  t/4,3  and  den  Covarianten 
f,  Ct,t  und  Ci,e,  nämlich  ftlr 

C4% 4C.=  4  +  J4..tpC^.<  -  Jt.iP. 

Derselbe  beruht  auf  der  bekannten  Eigenschaft,  dass  das  Product 
der  drei  exacten  Werthe  des  Quadrats  der  reducirenden  Function 
a(Xi  ■+-  *«  —  *s  —  ^t)}  nämlich  ' 

4(6*  —  ac  +  oA,)  (fe*  -  flc  +  aA,)  (&*  —  ac  +  aX^) 
^  4(6*  —  ac)*  —  J4,  jo*(6'  —  ac)  —  Ji,%a^ 
ein   voUstSnd^es   Quadrat   ist,   und   zwar   gleich    F,'.     Hermite 
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leitet   dies   analytisch   folgendermasseu  her.     Aus   der   identiechen 
GleichnDg 

(a,  b,  c,  d,  e)  {x  —  &y,  ayf 
=  [a,  0,  -a(i*-oc),  oTs,  —aVSlx.yf 
ergibt    sich   für   die   kubische  InTOriaate  Ji,s  der  Werth  0^1/4,3, 
weil  der  Modulns  der  TraDsformation  aS  —  ßy  =•  a  ist. 
Berechnet  man  die  Inrariante  direct,  so  findet  man 
j;,B  =  a'  [4(6'  -  acf  -  J4,,ö»(6«  -  ac)  -  V/]  =a'Jt,s, 
woraus  der  Hülfsaatz  folgt.    Der  Hauptaats  wird  daraas  auf  folgende 
Art  hergeleitet.    Setzen  wir 

(o,  b,  c,  d,  eflax  +  ßy,  yx  +  Syf  =  (A,  B,  C,  D,  £)%,  yf, 
unter  der  Bedingung,  dasa  der  Modul  ad  —  ßy  "  \  werde. 

Bezüglich  der  Transformirten  erhalten  wir  nun 
A{S*-ACf-Ji,tA\B*-AC)-J4.tA^~{2B'—ZABC+A^Vf, 
da  nämlich  die  Invarianten  unveränderlich  dieselben  bleiben,  wenn 
der  Modul  gleich  der  Einheit  ist 

Nun  wird 

A  =  f, 
S'-'AC'^-Ci.t, 
2B'  —  ZABC-\-  A^D  =  Gl, 6 , 
wenn  «  und  y  an  die  Stelle  von  x  und  y  gesetzt  werden,  so  dass 
wir  unmittelbar  zu  der  Gleichung  von  Cayley  gelangen. 

Id  der  That  sei  eine  der  drei  Formen  f,  C«,«,  d.«  der  KOrze 
wegen  durch  ^{a,  h,  c,  d,  e,  x,  y)  daigest^Ilt,  so  ist  die  charakteri- 
stische Eigenschaft  der  Covaiianten ' 

{aS~ßyffp{a,  b,  c,  d,  e;  ax-{-ßy,  yx  +  äy)=ip(A,B,C,D,E;  x,y) 
oder,  weil  der  Modul  gleich  der  Einheit  angenommen  ist,  kurz 
?>(fl,  &,  c,  d,  c;  ttx +  ßy,yx  +  Sy)='<p{A,B,C,D,E;  x,y). 
Setzen  wir  in  dieser  Identität  x  =  1,  y  =  0,  so  reducirt  sich  die 
zweite  Seite  auf  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  a,  d.  h- 
für  die  drei  Functionen  der  Reihe  nach  auf 

A,  -i&-AC),  2B^~dABC-\-A*D. 

Unter  denselben  Verbältnisaen  repräaentirt  die  linke  Seite  die- 
selben drei  Functionen,  wenn  msjt  die  willkUrlicbeD  Grössen  a  und  y 
an  die  Stelle  der  Unbestimmten  a:  und  y  einsetzt. 
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§  275.   Methode  der  Anflösmng  der  tiiqaa4niti8olien  GlelclinBgen 
naoh  D&rbouz*). 

Das  Princip,  von  welcbem  Darboux  ausgeht,  fOhrt  zu  den- 
selben Formeln,  wie  sie  Aronhold  gegeben  hat,  also  zu  dem  Aus- 
drucke der  Wurzel  durch  die  Summe  dreier  Radicale,  Er  leitet 
davon  auch  den  Ausdruck  der  Wurzelfunction  einer  biquadratischen 
Gleichung  ab,  für  welche  die  quadratische  Invariante  verschwindet. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen 
Puncte  zweier  Curven  zweiten  Grades  von  ,der  Auflösung  einer 
Gleichung  -vom  vierten  Grade  abhängig  ist.  Umgekehrt  kann  man 
die  AnflÖBung  biquadratischer  Gleichui^en  abhängig  machen  von 
der  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen  Puncte  zweier  Kegelschnitt«. 

Seien  nun 


(1) 


tip  =  a^a^  +  a,y*  +  a^x*  +  2a^i/e  +  2a,zi  +  '^OtXy, 


Iv  ^  y*  —  ixz, 
%wei  quadratische  Formen.  Man  bilde  die  zusammengeaetzte  Function 

-  o.»"  +  2o,»j,  +  (o,-i)!('  +  2(0,  +  2i)i.  +  2«,!,,  +  a,«", 
indem  man  folgende  identische  Gleichungen  büdet: 

0 (^_l»)+[„^+o,,+(„,+21).];,  +  [»,i+(a,-l)y+»,.]j,+  [(»,+2I)i+o.,+.. 

0 [a,«+o,!,+(»,+21)<]     +V  +',y  +^a,  +  l^), 

0 [«,i+K-J)s+«,.]    +a,.  +(«,-l)y  +-,, 

0 [(«,+21)1+«+«..]    +(o,+21)i  +(Hy  +«,,. 


[       a^x       +       a,y  +(<»,  +  2A)«]  =-  X, 

[(o,  +  2J>+       a,y  +        o.»       ]  -  Z, 

SO  muss  die  Determinante  jener  vier  Gleichungen   von  selber  ver- 
schwinden, also 


(2) 


-  (9  -  i*.)     X        y        z 

-X  o,  a,     (a,  +  2).) 

-Y  o,       (a,  - »)       o, 

-Z        fe  +  2i)     a,  «, 


*}  Darboni,  Snr  la  i^Bolntion  de  l'^qnotion  da  quatri^me  degr^.   Jonro. 
de  math^m.  par  Lionville  XXXVHl.  p.  230.    1873. 
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Methode  tod  Darbcrax. 

a.            a,      (a,  +  21) 

J*). 

■  «1       ("«  -  ')       »> 

+ 

(a,  +  2J)      », 

0      X         y        z 

X       »„            o,      («,  +  2i) 

r      a,        (o,-«)       0. 

+ 

Z(«,  +  21)      0,            ». 

(3) 


Die  Determinaute  F  wird   ein  Quadrat   fHr   alle  Werthe  von  X, 
wofür  die  Determinante 


+ 


(4)  ^  —  a,        (<!,  —  ')       Oj 

+    (»,  +  21)      o,  », 

verechwindet    Die  Entwickelung  von  F  ergibt,  wie  man  sieht 

(5)  F B+Kl-L).', 

worin  Hf  K,  L  drei  quadratische  Formen  sind,  nämlich 
lII-{a,a,~a,')7i'  +  (<,,a^-a,')Y'+(a,a,-a,')Z' 


(6). 


+  2(0,0,— o,a,)rz+2(o,a,-a,')XZ+2(Oia,-o,»,)Xr, 
JiT— o,X'+4o,  r'+o.Z'+4o,  rZ+2o,XZ+4o,XY, 
(i  — 4(XZ— I^. 

Wenn  man  jetzt  den  rationalen  Bruch  -    in  einfache  Brfiche  zer- 
legt, 80  erhält  man 

:o,      X,  r,  Z 

n>^_-V— ' h^'    »0,         «.,     («.  +  2*1) 

*'  ->        Z(5£)  (,_y  7,    »„     (».-.i.),     o, 

y^''.'       •\z,(a,  +  2l,),       o,, 

wo  Aj ,  Aj ,  /j  die  drei  Worzeln  von  j4  ■=  0  bedeuten  und  die  Summe 
.  S  auf  diese  drei  Wurzeln  auszudehnen  ist.    Ausserdem  ist 


(8) 


(ll)  =  «»««  -  ■*«''»»  +  3'^'  -  12  A*  =  J4,.  - 


12-1% 


und  A  —  A,  einer  der  drei  linearen  Factoren  von  J  =  Q.  Nach 
der  vorhin  gemachten  Bemerkung  über  die  zusammengeeetzte  Form 
ist  jede  der  drei  Determinanten,  welche  auf  der  rechten  Seite  in  (7) 
stehen,  ein  vollständiges  Quadrat,  und  man  hat  z.  B. 
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X,  Y, 

/y    _i_  o  ]  \ 


(9)      - 


0,        X,  Y,  Z 

X,       a^,  o,,        (o,  +  2A,) 

r,       a,,        K  — 1,),       <!» 
2,(0, +2i,),      o,,  o, 

X,       «0,  Ol 

r,     o, ,      (d,  -  jj 

Z,  (o,  +  21,),       o, 


■  «1,  (».  -ii) 


X,         a^,  0, 

r,         a,,       (Oj-J,) 
Z,  (o,  +  2i,),      ", 


Ol'  —  a^Oj  +  «0^1  ' 


'{^X. 


Die  Gleichung  (7)  läset  sich  also  folgendermasseD  echreiben: 
P,' 


(10) 


(^U/^-^''       (^J^-^^       R'^-^' 


Dieses  ist  die  Fundamentalgleichung,  von  welcher  die  Zerlegung 
der  Formen  9  und  ^  in  Summen  der  Quadrate  sich  leicht  bewerk- 
stelligen lässt.    Aus  (5)  folgt 

und  durch  Vergleiehung  der  Coefiicienten  gleicher  Potenzeu  tou  i. 
auf  beiden  Seiten 

^-  +  2.-73^^  ■ 


(11) 


Offenbar  ist  auch 


(12) 


\P' H  +  Kli  —  Li,', 

P,' H+KX,-  Dl,', 

[1',' U+  KX,  —  Li,'. 
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Um  Dua  zu  den  entsprechenden  biquadratiachen  Formen  zu  ge- 
langen, setzen  wir 

X  =  y»,     Y=yx,     Z^x', 
«0  =  a,     Ol  =  6,     0^'='  c,    flj  ■=  d,    «4  =  e  , 
und  finden 

(13)  K  =  aa^-{-  ibc^y  +  Gcx^y^  4-  4rfa;y'  +  ey*  =  f{x,y), 

(14)  i7=(ac-iV  +  2(ad— 6c)^y+(öc  +  2&rf-3c*)a;V 

+  2(6e-crf)a;jr'+(ce-d»)/, 
endlich 

(15)  L  =  0. 

Den  neuen  Werth  von  H  bezeichnen  wir  mit  C4,4;  es  ißt  die 
biquadratische  Oovariante  oder  die  Hesse'sche  Form  von  f.  Es 
ist  nämlich  (§  57) 

'■"■*        12' |_3a;' ■  e"y'        V^^lf)  j' 
Die  Functionen  P, .P^^P,   gehen  über   in   homogene  Functionen 
zweiten  Grades  in  x  und  y  und  sind  identisch  mit  den  frflber  be- 
trachteten Werthen  ip,  Xj  i"- 
Man  findet 

P,  =  -  -_^ r-.   ■     yj:,       6,       (c  —  i,) 

In  Folge  der  Gleichungen  (11)  hat  man  nun 

w>.    ¥)>.    i^>. 

nnd 

(171  ft.  „) Ji.-»l_üi".  _,*ilL.       . 

1,1  ij  ri,!,  W—        .gj.  ,jj  „j. 

VV-,       V'A       W)>. 
Dafür  kann  man  .auch  mit  Berücksichtigung  von  (16)  schreiben 

(18)     n,,9) '-&j=i'-i' 


/8^  {dJ\  /d_J\        ' 

\'0>.       V'A       V"A 
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wobei  X  einen  ganz  willkarlichen  Werth  haben  kann.    Die  Formeb 
(12)  ei^eben  noch  die  bekannten  Relationen 

(19)  ^-l.,f-C.,„  *■-*,/■-&,.,  z'-V-ft.., 
welche  die  Grundlage  zur  Auflöauug  der  biquadratischea  Gleichungen 
bilden. 

ZahlenbeiBpiel.    Ea  sei 

f{z,  ^)  ^  X*  —  5x*i/  +  5j^y*  +  •'xy'  —  6y* . 
Daraus  berechnet  sich 

C'.,. i  (36a^  -  2203^y  +  638a:y  ~  620a!ä(>  +  316»'), 

y-  J  (5a:'-14a:»+    Sj"), 
♦  =  |-  (31'—  lOlü  +  lli)'), 

X-  l-(  «'-  lo^j+is»"), 

?^    --8. 


(af)^- 


Diese  numerischen  Werthe  genfigen,  wie  eine  einfache  Probe  be- 
weist, den  Gleichungen  (12),  (16),  (17)  und  (19). 

Wenn  man  in  Gleichung  (18)  für  A  einen  seiner  drei  Wunel- 
werthe  z.  B.  Aj  einsetzt,  so  erhält  man 

(20)  a,,y,.t-:rV^  =  'l±^^. 

Einfacher  folgt  diese  Relation  aus  (19).  Die  Auflösung  derGIeichong 
/■  ^  0  ist  demnach  auf  diejenige  zweier  quadratischer  Gleichuageo 
zurflckgefUhrt,  nämlich 

f  —  X  ""  "^     '^'^     f  "h  X^^i 
oder 

(21)  yXJ^^Cl7*  ±  Vhf-  Gi,4  =  0 . 
Ebenso  erhalt  man 

Wenden  wir  auf  die  Factoren  das  Zahlenbeispiel  an,  so  erhalten 
wir,  wenn  der  Einfachheit  wegen  tf  ^  1  gesetzt  wird, 
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ll  — »  — 
\l  +  lp  — 
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=  0 ;        a;,  und  x^  = 
—  5a;  +  6  -=■  0;     x^  und  a;<  = 


2  und  3 ; 
a;,  =  ~  I : 


-6ar  +  4'=-0;     3:^  =  3,  a;^  ■=  1 ; 


ni. 


p  —  ^  =  —  a;*  —  a:—  2=0^     a;,=3,  3^  =  — 1; 
p  +  ^— ,2«*  — 6*4-4  =  0;      3^3  =  2,  j;j=  1. 
Diese   Methode  ist   zwar  elegant  und  bequem  fQr  die  Auflösung 
numeriselier  Gleichungen,   sie  fShrt  aber  nicht  unmittelbar  zu  der 
Wurzelfonn  von  Äronhold.    Um   dabin  zu  gelangen,  wollen   wir 
die  Ausdrücke  der  Functionen  (p,  ^  und  x  in  Functionen  der  Wurzeln 
*i)*ii*ii**   ^^^  Gleichung   suchen,   wobei    wir   der  Einfachheit 
wegen  y  '=  1  setzen  wollen.    Mit  Rücksicht  anf  die  Gleichnngen 
I.,  n.,  IIL  ist  nun  offenbar 
i'  —  X  ==  Pii^  —  ^i)  (^  —  ^*),    *'  +  Z-=2i(*  — ^i)(aJ  — a-,), 
V—  X  "^Pii^  -  X,)  (x  —  Xs),     <p-\-X  =  ?»(a:  -  a^)  (a;  —  x^), 
tp  —  ^=  Pg(x  —x,){x  —  x^),    y  +  i(-  =  q^(x  —  rcj)  (a;  —  a:J . 

Der  Factor  a:  —  ar|  muas  z.  B.  in  9?  —  ^  vorkommen,  welches  die 
Differenz  zwischen  9)  —  x  ^^^  ^  —  X  ^^^-  ^^  andern  Ausdrücke 
sind  aus  Ihnlichen  GrOnden  so  zu  nehmen,  wie  sie  zusammengesetzt 
sind.  Aus  diesen  Formeln  leitet  man  fUr  jede  der  drei  Functionen 
<p,  i>,  X  z^ei  Ausdrucke  ab.  Diese  beiden  Werthe  sind  fQr  die 
Tier  Wurzeln  von  x  gleich,  wodurch  mau  leicht  die  Beziehungen 
zwischen  den  unbestimmten  GoefGcienten  p  und  q  findet.  Man 
erhält  auf  diese  Weise 

9-.p[(3;j— a:J(a;  — a:,)(a;— «j)-f(a;,--a:,)(a;— «jX*— **)] 

■^p[(Xt~Xt){X  —  Xi){x  —  Xj)-\-(Xs-Xj)(x-~X,)(x-Xi)], 

P  =  P[iXi—^a){.^—Xi){x~x^)-{-{Xi—x,Xx~XsXx~xS] 

"p[(Xt—Xt)(x—X^)(x—X^)  +  (x^~X^)(x-x;)(x-Xg)], 
X  -=  PK'^i—^tXx  -  «i)fa:—  a^)  +  (a^s— «iX«— av)(3;-a:^)] 
=  p  [(a^s — a^X^  -  a;,Xa:  -  a;,) -f- (a:^ -a:iX«— a^sX^— ^a)]  ■ 
Es  bleibt  also  nur  übrig,  den  Factor  p  zu  bestimmen.  Nach  der 
Gleichung  (9)  ist  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  von  <p  gleich 
■^Yb*  —  ac  -\-  ai,;  man  erhält 

+  Vb^  —  ac-^  all  ="  H~  3!,  +  a;^  +  a^s  —  a;,); 
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und  analog 
/23)    ±  Vl>^-ac-fäii  =  l{—x,  +  Xi  —  Xg  +  x,), 
+  yh'~ac-^-aX,  =  l{-x^_-x,:^-x,-^-x,). 
Erhebt  man  diese  Gleichungen  zum   Quadrat  und  addirt  sie 
Glied  t&T  Glied,  so  resultirt 

3(J»  -  ac)  =  A*(32;Xx«]  -  22:[x,x^])  =  ^  {b'  -  ac); 
folglich  iat 


Wir  wählen  p  =  —  -7-  a,  und  indem  wir  diesen  Werth  in  die 
Gleichnngen  (23)  substituiren,  gelangen  wir  zu  folgenden  AusdrQcken 
von  Aj,  lg,  Xg  in  Functionen  der  Wurzeln*): 

^1  =  ^  [(^t  —  ^i)(^  -x^  +  i^i  -  X,){X3  —  x^)], 
iä  —  ^  [toj  -  Xi)(_Xi  —  Xa)-\-  {Xi  —  XsXXt  —  x,)\ , 

^J  =  fg   [(^   -  *")(^4    ~  ^*)  +  (^   -  ^)(**   -  *l)J- 

Zar  Bestimmung  der  vier  Wurzeln  Xi,  x^,  x^,  x^  genflgt  es 
zu  den  Gleichungen  (23)  hinzuzonehmen  die  vierte: 

«(«1  +  *»  +  »'s  +  a;J  =  —  U. 
Man  eth&lt  so 

Dieselben  Gleichungen  Uefem  auch  die  Werthe  von  x^,  x^  und  Xf, 
wenn  man  die  Vorzeichen  der  Radicale  dergestalt  ändert,  dass  ihr 
Froduct  immer  denselben  Werth  behält;  mit  andern  Worten:  hat 
man  die  Torzeichen  der  drei  Badicale  für  einen  Wurzelwerth  richtig 
gewählt,  80  hat  man  nur  nöth^,  je  zweien  von  ihnen  ihr  Vorzeichen 
umzukehren,  um  auch  die  drei  übrigen  Wurzelwertbe  von  z  zu  er- 
halten. Da  die  drei  Radicale  von  der  Form  +  ^6* — ac~\-al  mit 
einander  multiplicirt  eine  rational-symmetrische  Function  der  Wur- 
zeln geben,  so  mnss  sich  das  Product  auch  durch  eine  ratioaale 
Function  der  Coefficienten  a,  b,  e,  d,  e  ausdrücken  lassen.  Das 
Product  ist 


•)  Man  vergleiche  oben  §  217  (31)  iinJ  §  274. 


lyGoo^^lc 


3  876.    Methode  i 


Man  bmncht  nur  nachzuweisen,  dass  der  Ausdruck 
(26)     (J»  -  ac  +  al,){b^  -  ac  +  aA,)(6»  ~  ac  +  aX,) 

ein  Tollständiges  Quadrat  ist.    Es  ist  aber 
^ 4A^  +  Ji.jA  -  J*.s 4(A  —  Aj{i  —  A,;(i  -  A,), 

und  wenn  man 

setzt,  so  findet  man 

4(&»  —  ac)»  —  a«{6*  -  ac) J;.,  -  o'J,, , 
=  4(j»  —  oc  +  aA,)(6*  —  ac-\-  a}it)Q^—ac  +  oAg). 
Nun  ist  die  linke  Seite  bis  auf  einen  constanten  Factor  das  Re- 
sultat der  Substitution   des   Werthes   tod   X,   welcher  die  Unter- 
determinante 

\a,        b     '. 
\b,    c  —  3l. 
verschwinden  macht,  in  die  ^- Determinante.    Man   hat  demnach 
mit  Hülfe  eines  bekannten  Satzes: 

I  a,      6      I        I       a,      c-\-2X\        1       a,       6  1* 
~'^  \b,c-l\^\c  +  2X,      e       \\c-\-2k,d\ 

oder 

a.^-={ad  —  be  —  2bxy, 
auch,  indem  man  den  Werth  von  l  einsetzt, 
4(6*  —  acy  —  a*(6*  —  ac)Ji.  2  —  aJ^J^,  3  =  (26*  —  3a6c  +  o*d)* 
oder  endlich 

(27)     2]/6^^^T4-  ÖX,  .  y¥  -^00  +  öl( .  y^'^^^'äi^' 
=  — (26»-3a6e  +  a*d)■ 
Da8  Vorzeichen  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  ist  be- 
stimmt durch  die  Bemerkung,  dass  die  reducirte  Form  der  Gleichung 

{ax  +  6)*  —  6  r,(rtx  +  6)*  +  4  V^iax  +  6)  —  F^  =  0, 
die    ans    (25)    durch    wiederholte    Potenzirung    gewonnene   Form 
dieser  Gleichung 

UuthlHUD,  Gnuidadg«  d.  mnL  d.  nod,  Algabi*.  48 
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+  (a'J,,,  —  SJ/,,)  —  0 
ist    Damas  folgt  also 

V(IC).-l/p).-l/(|?),— in— i(2*'-3*+„.^. 

Den  Radicalen  sind  deswegen  die  Vorzeichen  in  der  Weise  voran- 
zusetzen,    daas  das  Product   derselben   das    entgegengesetzte  Vor- 
zeichen der   kubischen  Variante   erhält.   Hierdurch   sind    die   vier 
Wnrzeln  von  {"=()  Tollkominen  bestimmt. 
Ans  den  Gleichungen  (19),  nämlich 

lässt  sich  eine  für  die  Theoreme  der  biquadratischen  Formen  wich- 
tige Folgerung  ziehen.    Man  hat  offenbar 


ISO          If      sc          lf\ 

sc       er    IC       sr] 

• 

oder 

,,      ,^/sc  df     dc  dr\     .. 

Da  man  durch  c^kliscbes  Fortschreitea  a 

ch  zwei  andere  Gleichungen 

erhält,  schliesst  man  hieraus 

woraus  folgt,  dasa  unter  den  drei  Functionen  91,  4*  <ui<l  %  j^o  bis 
auf  einen  constant^n  Factor  die  Function al- Determinante  der  andern 
ist  Dasselbe  ei^bt  sich  auch  daraus,  daes  die  Summe  der  Qua- 
drate der  drei  Functionen,  einzeln  durch  die  Differenzialquotienten 
^'(X,),  A'ik^,  ^'(h)  dividirt,  gleich  Null  ist.    Man  erhält  demnach 

Sx    dy 

Das  erste  Glied  dieser  bikubiscben  Form  hat  zum  CoefGcienten 
—  8  Kj  auf  der  linken  Seite,  und 


f        cG    df         .       ^ 


4xV'ö*  —  ac  +  oAj .  1/6*  —  ac  -f-  öAj .  yi*  —  ac  -|-  aX^ 
auf  der  rechten  Seite,  oder  nach  (27) 

-  2«(26'  -  Soio  +  a'd) 2x  F,  . 
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D&raus  folgt  nun  ohne  Weiteres  x  ^  4  und 

Erbebt  man  beiderseits  zum  Quadrat,  bo  resultirt 

(ß-H-  !?•  K)'— i6'(c...  -  '.ßcc.  -  ■!/)(&..  -  V) 

und  wenn  mau 

±{^    H  _80    df\        f, 
8  \dx"dy        d'y'  dx)  "^^'-B 

setzt,  die  bekannte  Gleichung  von  Csyley 

(30)     cu  —  4C'i,*  +  j,.»pa,,  -  J^.tp. 

Dies  ist  die  Relation  zwischen  den  drei  Covarianten,  welche  Cay- 
ley  eu  einer  neuen   Methode  der  Auflösung  der   biquadratisehen 
Gleichungen  benutzt  hat  nnd  welche  bereits  früher  entwickelt  wor- 
den ist     Dieselbe  besteht  in  Folgendem; 
Die  Gleichung 

(i,  -  J.)»  +{x,  -  J,)*  +  (i,  -  K)i  -  0- 

welche  quadratisch  ist,  wird  offenbar  erfüllt  durch'  einen  Wurzel- 
werth  Xi  und  gibt 

Die  quadratische  Gleichung  liefert  zwei  gleiche  Wurzeln,  d.  h.  es 
genügt  0^1  auch  der  Gleichung 

(^-l.)||  +  {J.-A.)||+(i,-'l,)'|-0.. 
Dies  folgt  aus  der  Identität  (16),  nämlich 

_?_'_  _L     **      4_     ?!. n 

(^),    (af).    (^).     ■ 

aus  welcher  resultirt 

ft  -  «»>■  +  (*,  -  i,)*'  +  (li  -  K>l'  -  0., 

oder  durch  Differenziruug 

{>,  -  Kif  ll  +  ft  -  i,)*  g  +  (1.  -  J,)i  ll-a. 

Setzt  man  hierin  9  •=  4*  =  Zi  so  erhält  man  offenbar  die  Bedingungs- 
gleichong  zweier  gleichen  Wurzeln.  Wir  gelangen  so  zu  dem  Gay- 
ley'schen  Theorem,  dass  die  Gleichung 


48* 
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eine   der  vier  Warzeln  der  Gteichnng  /"  =*  0  doppelt  liefert,  oder 
dass  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist. 

DarboQx  leitet  nnn  weiter  die  Formeln  von  Äronbold  in 
eben  so  eleganter  Weise  ab,  und  zwar  aus  den  Formeln  (22).  Ad- 
dirt  man  dieselbe,  so  resultirt 

9  +  * +  %  =  ■{-  [(a^i  -  ^)(^  —  *»)(^  -  ««) 

+  («1  —  X3)(x  —  Xa)ix  —  x^  +  (a:,  —  x^{x  —  Xi){x  —  a^)], 
oder 

9=  +  *  +  Z  =4(^!--c,)t(3?i  -  ai)(«  -  «,)(«  -  ai)(«  -  **) 
4-  (ä,  —  a^)(»  —  «iX«  —  ai^X«  —  x^ 
+  {*.  -  **}(=^  -  ^rOC'«  -  =^)(^  -  ^)]  ■ 
Der  Ausdruck  in  der  Klammer  multiplicirt  mit  a  ist  dei  Werth  von 


filr  a;  —  a^i  und  y  =  1.    Man  findet  also 


(31J     (aa^,+6)a^*+3(tx.+c)^'y+3(cx.-h^y'+(Ar.+^)y' ,_^_^^_,_ 

worin  die  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  noch  zu  bestimmen, 
X  und  y  zwei  Willkürliche  sind.  Um  den  allgemeinsten  Ausdruck  fOr 
die  Wurzelgrössen  zu  erhalten,  kann  man  folgende  Methode  an- 
wenden: 

Die  drei  Functionen  90,,^,  %  wurden  abgeleitet  von  den  allgemeine- 
reu linearen  Functionen  Pi ,  PjjPj,  indem  andieStfiHe  von  X,  Y,Zh^ 
ziehungsweise  y*,  yx,  3?  gesetzt  wurde.  Umgekehrt,  da  die  Functionen 
tp,  ^,  X  Bur  vom  zweiten  Grade  sind,  kann  man  von  ihnen  die 
Functionen  P, ,  Pj,  P,  ableiten,  indem  man  y*,  yx,  3?  wieder  durch 
X,   Y,  Z  ersetzt    Man  erhält  auf  diese  Weise  wiederum  nach  (12) 

P,  —  ]/^i?  +  Ä-A,-£V  "-  8.  w., 

wobei  die  Vorzeichen  der  Radicale  nach  derselben  Rege]  bestimmt 

werden,   wie  die  von  9,  ifi  und  %.    Man  findet  nun,   indem  man 

die  Division  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (31)  ausfuhrt, 

<p-^i>-\-l-={aXi_  +  ^)^-\-  («V  +  4fca;,  +  Zc)xy 

+  (aa;,'  +  46«^»  +  6ca:,  +  3d)y>. 
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Bann  bat  man  die  allgemeinere  Gleichung 

,  (o»,+6)Z+(o«,'+4ia;,+3«)  Y+  (ax/+ibm,'+6cx,+S(J)X 
(321    -•P.  +  '''  +  ^. 

+  y^H  +  Kli,-H,-. 
Dies  ist  der  allgemeinBte  Ausdruck  einer  Wurzel,  fOr  welchen  die 
Summe  der  vier  Werthe  verschwiDdet.    Fügt  man  beiderseits  die 
Coustante 

aC  +  UZ -^- 3cY  +  dX 
hinzu,  60  resultirt 

(aar,'  +  4&V  +  6ca:,  +  4d)X  +  (ax^*  +  46a;,  +  6c)  ¥ 
+  (0«, +46)Z  +  a(7 


(33). 


Geht  mim   von  dem  System  (12)  aus,  so  findet  man  leicht,  daas 
das  Product  der  drei  Radicale  gleich   ist  der  rationalen  Function 

dL     dL     dL 

WX'     dY'     dZ 


da    dH 

dx'   dY' 


Die  Formel  (33)  unterscheidet  sich  von  der  Aronbold'schen  da- 
durch, dass  in  den  Radicalen  quadratische  Functionen  von  3l  ent- 
halten sind.  Man  kann  sie  indesa  verschwinden  lassen,  wenn  mau 
annimmt  L  =  4(r*  —  XZ)  =  0.  Dieser  Gleichui^  wird  gentigt, 
wenn  man  se^t 

T'=xt/,    X  —  y",    Z—x'; 
und  man   erhält  die  Formeln  von  Aronhold.    Ka  lassen  sich  je- 
doch ausser  ihnen  noch  andere  Resultate  herleiten. 

Seien  ^!f,,  tp^,  ^st  ^^  ^^  ^ier  Werthe  ii^end  einer  Function 
einer  Wurzel  x, .  Jedes  der  Radicale,  welche  in  den  Formeln 
(32)  und  (33)  vorkommen,  ist  gleich  einem  Aasdrucke  von  der 
Form 

A-h '!'>,  — ts  -i>i. 
Wenn  man  also  die  Gleichung 

Äil>*  +  Ht'  +  .  . .  ^  0 
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Betreibt,  deren  Wurzeln  durch  jene  vier  Werthe  daigestellt  vrerden, 
und  wenn  man  die  Wurzeln  der  neneo  BeBolrente 

mit  yii,  J^,  Jf  bezeichnet,  wahrend  J«,!  nnd  1^4,3  die  Invarianten 
der  Gleichung  [^1^*]  -■  0  bedeuten,  so  hat  man  offenbar 
( -  ff  +  UTA,  -  i;i,»  =  ^0  —  4,  ^, , 

(35)  \—  H+KX,  —  Lki^  —  A^  —  Ai^^, 
1-  ff  +  ZA,  -  LA»»  =  4,  -  Ä,^,. 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  gelangt  man  zur  Grösse 
A^f  nämlich 

A^ ff-L2:(A,») H-\ji,,L. 

Daraus  folgt  weiter 

(36)  44-=— yJ4,jL-  JCAi  +  Lii». 
Setzt  man  4  ^  ^>  ^  wird 

4 ~Ji_tL  —  KJl^  +  ZA,* . 

Die.  Werthe  A^,  A,,  A,  können  nach  der  Cardanischen  Formel  dar- 
gestellt werden  durch 

(37) 
WO  a  eine  Wurzel  der  Gleichui^ 

tt»  _  1  =  0 
bedeutet  und  R  wie  R'  zwei  Grössen  sind,  welche  gegeben  sind 
durch  die  Formeln 


Man  erhält  also,  wenn  man  den  Werth  A,  einsetzt, 

einen   Ausdruck  von  derselben  Form   wie  A^.     Wendet  man  nun 
die  Formeln  (38)  an,  so  findet  man 


(39) 
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§  276.    Methode  von  Gayley*). 
Die  Ausdrücke,  welche  bei  den  binären  .^Quartics"  betrachtet 
werdeir,  sind: 

Jt.t  —  ae  —  iid  +  Sc', 

ft,.  — (»c-S",  i(oiJ-iic),  |(oe+2M- 


;  (hö  -  cd), 


ce  —  ip)  (x,  y)*, 
e+ihcd-acf  —  Ve-c'. 
{a'd-3ahc+2»), 
\  (a'e  +  2aid  -  9ae'  +.  We), 
^(ahe  -3acd+ili'i), 
^{ad'-Ve),  ■(«,»)• 

—  -1-  (ade  —  3bce  +  2bd^, 

—  \(i"f  +  ^bde  -  Sc'e  +  6c(P), 
-(b^-3cde  +  2d'), 

Ä -/•■.. -2".'.. 

—  o'ir'  —  12a'bd^  —  21a<d'  -  SaVd'e  -  276V  —  646'i? 

+  ciUaVe  +  MoiiV  +  lOSabd'  +  lOS^de) 

+  <f(-  18aV  -^  lOSabde  +  3efif) 

+  c"(-  64aip  -  MS'e) 

+  »'(81iie). 
Wir  stellen  une  die  Aufgabe,  einen  linearen  Factor  der  Quartic 

(o,  b,  c,  d,  e)lx,  yf 
zu  bestimmen.    Die  Gorarianten  sind  untereinander  verbunden  durcb 
die  Gleichung 

d, 4C.'.  +  J,,,C,,U-  Ji.if- 

Setzt  man  der  Kflrze  wegen  die  absolute  Invariante 

-ff  — 411, 
SO  läest  sieb  die  vorhergehende  Gleichung  schreiben 
*)  Ca^le;,  Fifth  memoir  npOD  qiuuitiCB.  g  127—146. 
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Sind  Oj,  o)(,  Og  die  Wnrzeln  der  G-Ieicliuiig 

*(l,  0,  -{  M,  M\(&,  l)  =0, 
so  sind  die  drei  Ausdrücke 

lauter  Quadrate.    Man  setze  nun 

(»3  -  «,)  (J4,iCi.*  -  <a,/4.3/')  =  Y\ 
(rat  -  a)()  (J4,»a,4  -  a^Ji.if)  =  Z*, 
so  dass  identisch 

x»+  y»  +  z»  — 0, 

und  wegen 

{X-\'iY){X  —  iY)^-Z^ 

sämmtliche  Pactoreo   auf  der  linken  Seite  Quadrate   sein   mSssen. 
Der  Äusdmck 

aX-\-ßY-\-yZ 
wird  ein  Quadrat  sein,  wenn 

«■  +  ^'  +  ^■-0 

ist.    Man  braucht  nur  zu  schreiben  • 

\ («  +  iß) {X -  i rj  +  -\  (« -  iß) {x+iY)~yi i/x»+  r» . 

Setzt  man 

a  =  Voj  —  0)3 ,     |3  ^  yoj  —  Wj ,     y  ^  l/oi  —  öj , 
Bo  ist  weiter 
(o>s  —  (03)  ^^«7*  ^* . «  — ~rä,  JiTT?  4-  («»  -  o),)!/^«,*^*.*  —uiiJt.af 

+  (lö,  —  o,)  yJi.iC^.i  ~  a^JZif 
auch  ein  Quadrat    Da  das  Froduct   der  verschiedenen  Werthe  ein  ' 
Vielfaches  von  f*  ist,  wohin  leicht  die  Erwägung  fahrt,  dass  der 
Ausdruck  für  /*>=  0  verschwindet,  so  ist  der  Ausdruck  das  Quadrat 
eines  linearen  Factors  von  f. 
Setzt  man  der  EUrze  wegen 

+  ")/l-ijf  (1,  0,  -jJlf,»)(j.,,C,.. ,/,,,/■)'], 
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«._•  jf  [(-1,  Im,  -Im,  M  +  lM'){},.M.„j„f)' 

-')/l-^Jlf(l,0,  -jM,  Jf)(j..,C.,„J.,./-)], 

worin  die  kubische  Covari&nte  und  die  Discriminante  der  Gteicliung 
«o'  —  M{(a  —  1)  =  0  vorkommen,  und  bezeicimet  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

mit  (T,  und  J^ ,  bo  wird 
Setzt  man  ferner 

so  wird 

|«~  j.*)(". -«'.)-A -«.. 

Beachtet  man  jetzt,  dass  (<7,  —  J^y  =  —  3  ist,  bo  erhält  mau 

I  (M,  -  »,)■  (J.,,C,,.  -  »,  J,,,/-)  -  (!'-  «)  (P.  -  «.) 
und  folglich 

(<D,  -  og)  l/J^C^T^Ox <74 , s /■  =-  (/, -  J,)  Y^i'-Q}(Pa-i3o) . 
Auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  zu  folgenden  Systemen  von 
Gleichungen : 

j  (/,  -  j.)  (»,  -  0.,)  (j..,G.,  -  «,j..,n  -F~Q, 
I «  -  J.)  (".  —  »i)  (A..O..  - 1»,  j,,,n  -  j,p  -  j,Q, 

\  W  —  J.)  ("■  —  ">.)  (A,.C.,.  —  o,  A../")  —  J,F-J,Q, 
und 

i(J,-J,)(«,-».)-P.-«., 

i  (j,  -  j,)  (o,  -  o,)  -  j,p,  -  j,e., 
I «  -  ■'.)  (»1  -  ».)  -  J.p.  -  J, «. , 
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aus  denen  sich  diese  drei  andern  ergeben: 


(<o,  -  »,)  yj.,,«,,-«.*.,/-  (J,  -  J,)  V-{P-QiK~Ü  . 
{a,  —  <o,)  VSj.sC,,,  —  i»,X,ii? 

-  (j-,  -  j,)  Y-  {j,p^=^vi(fri'^JM , 

(o.  -  m,)VT^,,C,,i-m,J,.>f 

-  «  -  J.)  V-  «  F-J,Q)  {J,P,  -  J,Q,). 
Siebt  man  ab  von  dem  gemeinscliiiftlicheQ  Factor  Ji  —  J^,  80  ist 
das  Quadrat  eiDes  linearen  Factors  Ton  f  gleich 

+  V-(J,P-J,Q)(.J,p.-JM- 

£b  möge  nocb  die  Bemerkung  hinzugefügt  werden,  dass 

-»,-p.  +  e., 

—  m,  — .J,P.  +  J,§,, 
-o,-J,P,  +  J,«., 
ist,  worin  <7^  und  t/^  einander  rertreteu  können. 

Die  vorstehende  Lösung   gibt  zugleich   die  kanonische  Form 
der  Quartic.    In  der  That,  wenn  man  schreibt 

X  —  i  r  -=  2  Y{m^~Di^{^^  —  to,)  V^ .  y» , 
so  findet  man  nach  einer  einfachen  Keduction 

Ji.tCi.i  -  ro,  J*,s/-=       (coj  -  Ml)  J*,g(iC»  +  y*/, 

j..,c.,.  -  »,  j,,,/--  -  fe- -;■'_''; -"j-'j.,..  4«'j^ . 

Setzt  man  nun 

P  „^_  _  <J, -J,)(J.f„  + J.Co) 

^■^        i),  —  ö>,  atJ.J'o- J,e,)      "' 

so  resultirt 

Die   Hesee'sche    Function  C«,i  kann    geschrieben    werden    anter 
der  Form 

Die  cubische  CoTariaute  Ct,B  kann  man  bilden,   wenn  man  die 
Quartic  in  der  kubischen  Form 
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[(ax  +  bij),  l(hx-\-C9),}{cx  +  dfj),  (dx-\-efj)]%,  y)' 

darstallt    Die  knbische  Covariaiite  dieser  Cubic  gibt  die  kubische 
CoTariante  d,e  der  Quartic 
Die  Covariante  Ci,a  sei 

Ci,e  =  (Ä,  B,  C,  D,  E,  F,  G)lx,  j/)«. 
Dann  ist  identisch 

AG  —  9CE+SD'-'0, 
nnd  wenn  man  die  quadratische  Invariante  der  Sextic  bildet,  so 
gelangt  man  zur  Dlbcriminante.    Es  ist  nämlich 

AG  -  6^^*+ 156'E  -  lOi)»  « -J- 5;. 

Die  beiden  Gleichungen  geben  die  einfachere  Betation 

BJ^— 4C£  +  3i>' ™  -  ^  5;, 

welche  zuerst  von  Salmon  gegeben   worden  ist.    Die  linke  Seite 
ist  die  quadratische  Invariante  der  Quartic 

(B,  C,  D,  E,  F)\x,y)*. 
Man  findet  aueserdem  die  Identitäten 

AF—Z3E-\-2CD=-^, 

BG-3CF+2DE  —  0. 
Bemerkenswerth  sind  noch  die  Covarianten  der  zusammenge- 
setzten Function 

Die  quadratische  lovariante  ist: 
die  kubische  Invariante 

die  Hesse'sche  Function 

Ct.i(af-\-  6^C,.)  -  (1,0,  ~  5 J,,tfla,  ßyCt.t 

die  kubische  Covariante 
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Ct,,(af+QßC4,i)-=  (1,0,  -3Jt.t,  -54Ji,s)'7a, /3)»a.i 
und  die  Diacriminante 


■D*.(«/"+6/JC4,0  — (l,  0, 


162J4.,Ji.s,  -  2916^4%)  (a,  ßY  Di. 
Die  beiden  Invarianten  haben  wir  bereite  in  §  217  (39)  imd  (31) 
kennen   gelernt.    Die  Invariante  c/^,s  stellt  sieb  in  Fonn  der  qua- 
dratischen CoTariante  dar  von  der  „Lambdaic" 

j 4Aä-|- J"4,»i  — J*,3, 

nämlich 

und  wenn  man  rc^  —  a,y=  —  ß  setzt , 

-i(J-..„  OJ.,.,  3J.',H»,  ««. 

Die  Invarianl«  J*  j  stellt  sich  in  Form  der  kubischen  Covariante 
von  Her  Lambdaic  ^  dar.    Diese  Function  b&ngt  mit  der  Gleichnng 

(1,  0,  —~M,  M)lw,  1)»  =  0 

einfach  so  zusammen,  dass 

Cayley  bezeichnet  nun  weiter  als  eine  Folgerung  der  voran- 
gehenden Deduetionen  die  Identität  von  Äronhold: 

(g.  6.C,  rf.eHJ.  7))'(.x,y) 
^^    iV  —  1« 


Die  Radicanden  lassen  sich  einfacher  in  folgender  Form  darstellen, 
wie  man  leicht  durch  Zerlegung  findet: 
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= ^ «r  -  Q',1  —  ^ («/i,. G*;* -  CO J4.»r). 

Die  Gleichung  von  Aronhold  geht  dadurct  Aber  in 

{y  — la:  '^  '      '        '  •     '  ' 

+  yj^^^U  —  a^JZ^  +  VJi.iCi,^-  (OiJi.  tC  - 
Ist  nun  X  —  Xiy  ein  linearer  Factor  der  Quartic/*  und  ersetzt  man 
in  der  Gleichung  ^  durch  den  Werth  :r^a;,  dann  yerschwindet  (2,y) 
gänzlich. 

Die  vorstehende  Gleichung  wird  dann 

nimmt  also  einen  Ausdruck  an,  welcher  im  Znsammenhange  steht 
mit  den  im  Anfange   dieses  Paragraphen  gewonnenen  Resultaten. 
Betrachtet   man   die  Quartic   als   ein  Product   ihrer   linearen 
Factoren  in  folgender  Gestalt: 

/■<=  a{x  —  a;,y)  (x  —  x^y)  {x  —  x^y)  {x  —  x^y) , 
und  schreibt  man  der  Kürze  wegen 

«  "=  (a:,  —  «g)  («a  —  ^*)  j 
v^{x^^x;){x^-x;), 
w  =  {x^  -x;){x^  —  x^), 
eo  ist 

M  +  V  +  W  =  0 

J*,s  =  fi  (w*  +  w'  +  w*)  =  —  ^  (««  +  «w  +  JCm), 


Hieraus  lässt  sich  die  Formel  D^  =  J^,t  —  27  J«^  leicht  verificiren. 
Die  Formeln  zeigen  eine  merkwürdige  Anali^e  zwischen  den 
Covarianten   einer  Gubic  und  den   Invarianten   einer   Quartdc    In 
der  that  ist 
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fOr  die  Cnbic:  fHr  die  Qnartic: 

U'=  (x^  —  x^)  (x  —  x^y) ,  «  =  (i,  —  a^)  (a:,  —  x^) , 

V  ■={xs  —  Xj)(x  —  x^y),  V  ^(^  —  Xi)ix^~x^), 

w  =  (ar,  -  X,)  (x  —  x^y),  u>~(x^  —  x,)  («,  -  «,). 

Ferner  correspondiren  mit  einander 

für  die  Cnbic:  für  die  Quartic: 

die  quadratische  CoTuriante,  die  quadratische  Invariante, 

die  kubische  Covariante,  die  kubische  Invariante, 

das  Product  ans  Qu^nit  der         die  Discriminante. 
Cnbic  nnd  ihrer  Discriminante, 

Zn   diesen  Analogien   fügen   wir   noch   die   in  §  143,  8  und 
§  217,  1  (29)  tind  (31)  anfgeetellten  Theoreme  hinzu: 
für  die  Cubic: 

a)  Wenn  die  quadratische  Covariante  verschwindet,  so  bilden 
ihre  beiden  Wurzeln  mit  denen  der  Cubic  einen  Double  äquian- 
harmoniacher  Verhältnisse; 

b)  Wenn  die  kubische  CoTariante  verschwindet,  so  bilden  ihre 
drei  Wurzeln  mit  denen  der  Cubic  einen  Tripel  harmonischer 
Verhältnisse ; 

für  die  Quartic: 

(t)  Wenn  die  quadratische  Invariante  verschwindet,  so  bilden 
die  vier  Wurzeln  einen  Double  äquianharmonischer  Verlült> 
nisse; 

ß)  Wenn  die  kubische  Invariante  verschwindet,  so  bilden  die 
vier  Wurzeln  einen  Tripel  harmonischer  Verhältnisse. 

Für  die  beiden  Covarianten  Ci, «  und  (7«, «  hat  man 

C*.  *  =  -  i8  "^f*'  ~  .^^'(^  ~  x^yyix  —  x^y)*, 
und 

wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

^•^iXt-^-Xt—Xs—x^,  -x,x^-{-x^^,  XtX^{x^-^x^)-x^JiXi+T^)')  {x^y, 

*^={a^i— «i+a^— »<,  —XiXf-i-x^t,  a:ia^(X(+a:J-*sa;^(a;j+a^))  (ay()*. 

Gemäss  der  Bedeutung  von  M  ist  weiter 
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und  wenn  man  der  Kllrze  wegen  mit  Berücksichtigung  der  früheren 
Annahmen  achreibt 

S  u*  +  (■'  -|-  «■*  a^     •^i.»  am 

~  T  '  (p  —  kHw  -  u)  (tt  -  V)  "^  t2'  J^^'^  lil ' 
80  "wird 

Hierans  lassen  sich  folgende  Gleichungen  herleiten*) 
o    ,  ,  S  ,/,,,(.• +  .'  +  »■) 

'■  —  n  '■•'-«') -  ij,  ,(.--.)(.-;,)• 
"/       ^_  ".,'■("'  +  ■'  +  "') 

_  ^  C     _     i  3  J.',,(«' +  »'  +  »■) 

^  *=         12  '•"         "^  ""   2  j^  ""j  (tc  —  u)  {»  -o)  ■ 

AoB  diesem  System  folgt  ohne  Weiteres 

l,  +  l,  +  i,—       0, 

es  sind  also  A, ,  ü^,  X^  die  Wurzeln  der  Lambdaic  J  ^0. 
Der  erste  Coefiicient  der  entwickelten  Function 

ist  nun 

il  (»'  +  "■  +  »■')  J..  >  + ä  ("'  +  »'  +  «'')  (o  -  »), 

*)  Man  yergl.  Clebncb,  Theorie  der  binären  algebraiichen  Formen  §  &0. 
Eb  ieb  va  bemerken,  da«B  rückiichtlich  der  Bedeutung  von  m  >—  —  21  (g  47 

und  g  49),  die  Änadrüche  auf  der  rechten  Seite  der  Formeln  (10)  und  (14)  das 

enlgegeogesetzt«  Vorzeichen  haben   müiaen.     Setzt  man  nämlich  o  ^ 

KU  (9)  in  (3)  ein,  wie  cb  in  der  That  von  ClebHoh  geschiebt,  ao  erhält  mui 
wegen  w'  +  wp  +  i' („«  +  «,„  +  „„)  «  ^  („•  +  p>  +  «,»), 

„       _J       "'  +  <■'  +  "■■ 

.■■(u^  «)(«"-«.)' 
Han  flbenengt  uch  flbrigena  leicht  von  der  Bichtigkeit,  wenn  man  aus  (14) 
nnd  (IS)  die  Determiuaote  in  S  47  ableitet. 
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oder 

jg_  („.  +  ^  +  u:', [48  A,, o-'  +  4(«  -  »)], 
und  der  Werth  des  Ausdrucks  in  der  eckigen  Elammer 

+  4(xi  —  Xs)  («4  —  «,)  — ,4(x,  —  «,)  («,  —  a^,) 

-=  —  S(xi  -\-  x^  —  Xg—  3;J* . 
Es  ist  aber  die  Function  Ji,iCi,i  —  lOiJt.if  ein  Quadrat  und  ihre 
Entwicklung  leicht  zu  e^änzen;  es  ist  nämlich 

Ji. !  C».  *  —  ß»,  J*,  »/"=—  ^  ("*  +  «•  +  «-*)  ([«,  +  j:j  —  a^s  —  «4 

—  x,x,  +  x^x^,   «,«,(2^1  +  ar,}  —  ^l>:t(^i  +  ^*)]  («.  v)*»* 
J"4,*C...  -  m,J^,,f=  -3"^  (u»  +  „»  +  «^  ([a:.  _  a,  +  a^  -  a:, 

—  ajiij  +  ^aa:^,   3:,a;j(j^  +  a;^)  —  ar,a:4(3rt  +  a^)]  (3:,^)*)' 
Ji.sC*.*  —  '»3«''*.s/'=  — äli  («*  +  i'*  +  «^)  ([a^i  —  a^  —  «i  +  «1 

—  fl^j^4  +  ^rs^B-   a:,a;.(a;j  +  a;,)  —  XiX,{x^  +  a,}]^«, y)^» 
Aus  den  vorhergehenden  äleichungen  für  l  ergibt  aich  nun 

i,-i,—^v, 


-i,-i 


and  es  ist  demzufolge 


Wir  haben  somit  •) 

X(a:,  —  a;^)  (a^  —  a:«)  X  (i,  +  *j  —  ar^  —  a;^,  —  a:,a:s  +«33;,, 

a:,a;,(a^  +  x^)  —  a;»  «^(a;,  +  a;^)  (a;,  y)* . 
*)  So  Cajley-    Ich  finde  statt  des  Factors  J,  —  </,   den  abweichenden 
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Bilden  wir  die  analogen  Aasdrücke,  so  ist  ilire  Summe 
(o,  -  I»,)  l'Sr>ft,4  — «>,J.,>7  +  {o,  -  o,)  V'A,.ö..-«>iJ.,j/' 
+  '»,  -  o,)  1/J,,,C,..-«.,J.,,/' 

-  -  i(J,  -  J.)(y„;"*-l'+'^_r^(i,-ii)fe-^)fe-«,)(«-*.!/)"- 

Wenn  die  quadratische  Invariante  Ji.»  Terschwiadet,  so  wird 
«  :  «  :  w  =  1  :  t^i  :  tTj , 
wo  J|  und  Jj  die  Wurzeln  der  Gleichung 
J5  + j-l-  1  =  0 
bedeuten.    Die   Wurzeln    der  Quartic   sind   einander   äquianliar- 
monisch  zugeordnet. 

Wenn  die  kubische  Invariante  J4,s  verschwindet,  so  wird 

w  —  p  =  0 ,  oder  v  —  w^O,  oder  w  —  u  =  0, 

und  es  sind  die  Wurzeln  der  Quartic  einander  harmonisch  zu- 


Wenn endlich  sowol  Jt,s  =0,  als  auch  •/*,)  ^0  ist,  so  wird 
u'=  V  ^  w  =  0, 
und  in  diesem  Falle  sind  drei  Wurzeln  einander  gleich. 

Wenn  irgend  zwei  lineare  Factoren  der  Quartic  mit  den  beiden 
Ohrigen  eine  Involution  bilden,  so  machen  die  einander  zugeordneten 
GrSssen  der  Involution  einen  quadratischen  Factor  der  kubischen 
Covariante  aus.  Betrachtet  man  die  drei  Paare  der  zugeordneten 
Grössen,  so  sind  die  linearen  Factoren  eines  quadratischen  Factors 
der  kubischen  Covariante  die  zugeordneten  Grössen  der  Involution, 
welche  von  den  beiden  andern  Paaren  gebildet  wird. 

Angenommen  nämlich  die  Involution  werde  gebildet  durch  die 
Gleichungen 

{x  —  Xiy)  {x  —  x^y)  =  0,    {x  —  x^y}{x  —  Zty)  =  0, 

so  werden  die  zugeordneten  Grössen  der  Involution  gefunden  mittels 

der  Jacobi'schen  Function  der  Quadric  " 

.-\ 

(2 ,     —  Xi  —  Xg,    2xiXi)  {x,  yf, 

(2 ,     —  Xg  —  x^,     Sx^Xt)  {x,  y'i* ; 
dieselbe  ist 

[x^+x^-x^-Xt,  -x,x^-]rXtX^,  x^x^{x^■^x.^—x,x^{x,+x;)\  {x,yf, 
also  ein  quadratischer  Factor   der   kubischen   Covariante.    Bildet 

Mfttibl«H<a,  Grandinge  d.  ul.  n.  mod.  Algckr*.  49 
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man  noch  die  beiden  übrigen  Factoren,  ao  sieht  man  leicht,  dasB 
irgend  einer  von  ihnen  die  Jacobi'sche  Function  der  beiden  andern  ist 
Wenn  ein  paar  Wurzeln  einander  gleich  sind,  *>  ist 
f=a{x  —  x^yfix  —  x^y)  {x  —  x^y), 
Ji,  ■  —  fä  (x,  —  x^f{x,  —  X,)', 

■''■' ^  (*'  ~  '^''('i  ~  '')'■ 

Ä  — 0, 

C,,, "^  [2(1,  -  x,)\x  -  x,y)'  +  2(1,  -  x^'(x  -  x,yy 

+  (x,~  x,y(x  —  x,yY]  {X  —  x^y)', 
f^*,e ~(X3  — x^[2x^—x,~  Xi,    — »i'  +  a^a;,, 

x'(Xt  +  «*)  —  2XtXgxS{x,yy(x  —  x^yy. 
Wenn  die  Gleichung  zwei  Paare  gleicher  Wurzeln  hat,  so  wird 
f—aix  —  x,yy{x  —  x,yy, 
•'•.•  — ?i(>ä -*>)'. 
J..-~-^,(x,-x.y, 
D.  —  O, 

c.,< 5  (i«!  —  '»>)■(*  —  '^•sYi'  —  %»)% 

0,,,  —  0. 
Diese  Werthe  ergeben  noch  die  Relation 

2J.,.a,.  — 3J.,,/-— 0. 
Wenn  drei  Wurzeln  einander  gleich  sind,  so  hat  man 
/■—  a  (a:  —  a:,y)'  {x  —  x^y), 
Ji,,—  0,    J,,,—0,    D,—0, 
C..,-~°^,{x.-x,y[2{x-x,yy  +  {x-x,,n{x-x,yy, 

^'■'  —  ti  (*■  ~  *'■•'(*  ~  '■*)'■ 
Sind  endlich  alle  rier  Wurzeln  einander  gleich,  so  hat  man 
f—a(x—Xtyy, 
J,,,  —  0,    J,,,  —  0,    Ä— 0, 

a,,  —  o,  c,,.  —  o. 
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§  277.  Hetbode  der  AnflSsiuig  einer  blquadratlacbeii  Qlelcliaiig 
mittels  einer  Tranefonnatlon  dritter  Ordnung  naoli  Hermite*). 
Die  folgende  Methode  beruht  theilweiee  auf  der  Bemerkuag, 
daes  die  Summe  der  quadratischen  Factoren  der  kubiBchen  Co- 
variante  eine  gewisse  kubiecbe  Function  der  Unbekannten  x  der 
vorgelegten  Gleichung 

(o,  6,  c,  d,  e)'7ic,  1)*  =  0 
ei^bt  Nach  §  217,  T  sind  nämlich  die  drei  Factoren  von  32o-'C4,6: 

■*  ^  =  t^i  +  *»  —  3;,  —  a;^,    —  x-je^  +  ^^^, 

^x^i{^  +  «4)  —  'H'^i.i^x  +  ^»)]  {S,  1))*; 
^\='\.^  —  ^-\-^t  —  H>    —  ^v^t  +  «s^;«» 

XyX^{x^-i^  X^  —  X^X^ix^  +X3)](g,l))«; 

4  -|-  =  [ajj  —  a^j  —  Ig  +  ffj,     —  a^a;^  +  ai^Xg, 

Bezeichnet  man  allgemein  a^i  mit  a:,  addirt  die  drei  Gleichungen 
und  dividirt  beidcTBeita  durch  4,  ao  resultirt 

9'  +  *  +  X-[«^+^     |(a«»+46a!  +  3c),  -  (|d  +  ^)  J  ^g ,  ,y 

-=(oa:+&)6»+(aa^+4fa:+3c)|)j+(OT'+46a^*+6ca;+3d)'i' 

Wenn  demnach  die  kubische  CoTariante  G.ed,  i?)  verschwindet^ 
so  ist  in  diesen  Formeln  die  bekannte  Auflösung  der  biquadratischen 
Gleichungen  enthalten.  Uan  kann  sich  aber  die  Aufgabe  gestellt 
denken,  dasa  mittels  der  Anwendung  der  Transformation  von 
Tschirnhausen  und  Substitution  der  allgemeinen  kubischen 
Function 


")  Hau  vergleiche  Hermite,  Comptee  rendna.  XLVI.  p.  9G1.  186S; 
Caylej,  Crelle'a  Journal.  LTIII.  S.  269  u.  2^8.  1861;  PhJL  Trans,  p.  sei. 
1862  nxd  p.  97.  1866;  Salmon,  Algebra  der  linearen  TranBformatioDen. 
Deatach  TOD  Fiedler.  §  24»;  sowie  oben  g  276  (32). 
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eine  neue  biquadratiaclie  Gleichung  in  >/  gebildet  wird. 

In  der  erwähnten  Abhandlung  von  Hermite  wird  nun  ein 
sehr  wichtjges  auf  diese  Transformation  bezBgliebea  Theorem  be- 
wiesen.   Indem  Hermite  der  Substitutionaformel  die  Grestalt 
y  =  aT+{ax-^  4b)T„  +  (as^  +  4bx  +  6c)2; 
+  (ax^  +  4hx*  +  Qcx  +  4d)T^ 
gibt,  zeigt  er,  dass  die  Coe^cienten  der  Transformirten  die  Eigen- 
schaft besitzen,    dass   jede   Function   dieser   Coe£Bcienten ,   welche 
durch   die  Grössen  a,  b,  c,  d,  e,  T,  T^,  T,,  Tj   ausgedrückt  kein 
T  enthält,  eine  Invariante  der  beiden  Functionen 

(«,  b,  c,  d,  efli,  ,)',     (n,  I  r, ,  T,)  (,,  - 1)' 

sein  niQsse.  Mit  andern  Worten:  nimmt  man  T dergestalt  an,  dass 
in  der  Transformirten  das  zweite  Glied  verschwindet,  dann  wer- 
den die  übrigen  Coef&cienten  Invarianten,  so  dass,  wenn  man  in 
dem  Polynom  y  als  eine  absolute  Constante  betrachtet,  das  Po- 
lynom als  Ganzes  als  eine  Invariante  der  beiden  Functionen  zu  be- 
trachten ist.  Man  sieht  sofort,  dass  der  Coefficient  von  y'  ver- 
schwindet, wenn  man  annimmt 

aT-\-  3ii;  +  3cr,  -|-  dT,  =  0 . 
Dadurch  wird  die  Substituirte  reducirt  auf 
y={ax  +  b)T^-\-iax*-\-ibx-\'3c)T^  +  (a3^-\-ib3^  +  6cx-\-3ä)Ti. 

Vergleichen  wir  diese  Form  mit  der  zuvor  abgeleiteten,  so  sind 
hier  Tg,  T,,  T,  an  die  Stelle  von  |»,  ii},  ij»  getreten. 

Cayle;  wendet  dies  Theorem  in  der  zweiten  Note  an  nm 
die  Transformirte 


1.0,-^C,-^D,E) 


ZU  bilden.  Wir  fiibren  hier  nur  die  Werthe  von  C  und  D  an, 
welche  für  die  Auflösung  allein  von  Bedeutung  sind.  Man  findet 
i^mlich : 

J-  G=]  +  3äc  '^+6äd~~\  +  2ae~\      oe— 9c*l  +  66e  1 +~3cc 
|  — 3&»    |-6a&    |  —  26d  |+86<i  _      '—Qcd\-3d' 
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1 1>- 


V 

VT, 

T„'T, 

T,T,' 

T,T,T, 

T,' 

a'd 

a'c 

ahe 

iahe 

-iad> 

-4ad' 

-3<i6c 

+  2ahd 

—  Sacd 

—  \iacd 

+  We 

+  ih'e 

+  2h> 

+  6J'c 

+2Vd 

+  8JV 

T,T,' 
+    — ade 
+  3bce 


—iade 

~-ai' 

+  12J« 

—  2hde 

-8M' 

+  Me 

—6cd' 

+  3crfe 

-2rf» 


Setzt  man  D  ^  0,  so  reducirt  sich  die  Transformirt«  auf  die  nach 
Art  einer  quadratischen  Gleichung  lösbare  Form 


'l,0, -i-C,  d,  £Vy,  iV  — 0. 


Die  Gleichung  i>  ^  0  ist  eine  kubische  Resolrente,  welche  durch 
eine  geeignete  Wahl  der  willkOrlicfien  Parameter  T^  :  3\  und  T^, :  T^ 
in  eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  verwandelt  werden  kann. 
Von  besonderem  Interesse  ist  aber  der  Fall,  wo  T,*  —  J'^Tj.  ge- 
wählt wird;  setzt  man  dann  ^o  ^==  S  "nd  T^  ^  r/,  so  geht  die  Re- 
solvente über  in  die  kubische  Covariante  C^.sd,!?}  =  0,  welche 
sich  in  drei  quadratische  Gleichungen  zerlegen  lässt.  Die  Trans- 
formirte  nimmt  die  sogenannte  typische  Form  (§  270)  an,  nämlich 

Diese  Gleichung  kann  mit  Hülfe  der  Euler'schen  Formeln  gelöst 
werden.  Weit  wichtiger  indesa  ist  es,  hier  zu  beachten,  dass  man 
mit  Hülfe  der  oben  angeführten  Transformation  die  Gleichung 


(l,0,-lo,.!-D, 
auf  die  rein  biquadratische  Form 


■E)(y,  iy  =  o 


(1,  0,  0,  o,E)  (if,  iy  =  o 

reduciren  kann,  indem  man  C  —  0  tud  D  =^0  setzt.  Die  Function 
C  ist  nämlich  eine  homogene  quadratische  Function  von  drei 
Variabeln,  welche  sich  nach  einem  bekannten  Satze  (§  51)  in  die 
algebraische  Summe  der  Quadrate  von  drei  homogenen  Linear- 
functionen  darstellen  lässt,  also  etwa  in 
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(.,  T,  +  ft  T,  +  r,  T,y  +  K  r.  +  ft  r.)-  +  (»,  r.)'  -  o . 

Dieser  Gleichmig  geoDgt  man  durch  die  Annalline 
«i^'^  +  A^i+ri!'!— C. 

Durch  Substitation  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  D  '^0  wird 
der  Grad  derselben  nicht  erhöbt.  Man  findet  so  einen  Wnnel- 
werth  To  ■=  t  und  erhält 

Freilich  erfordert  die  Bestimmnng  von  x  noch  die  Aoflösong  der 
kubischen  Gleichung 

+   aT,\      +46r,  ;     +3cT, 


§  278.  ÄnflSsiugder  kanonlsclini  Form  desBiquadratB  nachSalmon*). 
Es  ist  frQher  gezeigt  worden,  dass   man  das  Tollständige  Bi- 
quadrat immer  auf  die  Fonn 

as^  -\-  6cx*y^  -\-  et/*  =  0 
reduciren  kann.    Eb  kann  dies  mit  Hülfe  der  beiden  Invarianten 
geschehen.    Angenommen  die  Yariabeln  werden  durch  eine  lineare 
Substitution  vom  Modul  1  so  transformirt,   dass  die  Goefßcienten 
6  und  d  in  der  Transformirten  Terschwinden,  so  hat  man 

und  der  neue  Werth  c  wird  durch  die  Gleichung 

-4c*  + J*,,c  — J4,j  =  0 
bestimmt,  ist  also  gleich  i.    Wir  leiten  die  neuen  Variabein  x 
und  y  ab,  welche  in  die  kanonische  Form  der  Gleichungen 
U  ■=  a^ -\- Glx'i/' +  ei/* , 
Ct,i  -=  akx*  +  {ae  —  3A*)a:»y*  +  Aey*, 

*)  Salmon,  Le90tis  d'algfebre  aupätienre,  tradnites  et  aogmentäea  par 
Uermite  et  BaziD,  6  103.  Paris  1368.  Hau  vergleiche  Heaae'a  Methode 
§  262. 

Die  binäre  biqnadratiiche  Form.  XVIII.  Vorlesnngf  Ober  die  Al- 
gebra der  linearea  TraniformatioDen.    Deutsch  von  Fiedler. 
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eiotreteii,  woraus  folgt 

Die  Methode  der  Auflösung  besteht  nun  darin,  l  zu  berechnen 
aus  der  Resolvente  ^  =>  0,  und  dann  mit  Hülfe  eines  Werthes 
<l,  die  Function  A,  17 —  Ci,i,  welche  ein  rollständ^s  Quadrat  ist. 
Zieht  man  die  Quadratwurzel  aus,  und  zerlegt  diese  in  ihre  linearen 
Factoren,  so  erhält  man  die  neuen  Yariabeln  und  eckennt  ao  die 
Transformation,  durch  welche  das  voi^elegte  Biquadrat  auf  seine 
kanonische  Form  gebracht  werden  kann. 

Zahlenbeispiel.     Aufzulösen  die  Gleichung 

X*  +  S3r>y  —  nx'y*  -\-  104a:y«  -  20»*  =  0. 
Man  findet  J«,*  ™  —  216,  Ji,s  ■=  —  756  und  die  Resolvente 

-  4A»  -  216A  +  756  =  0;     A,  —  3. 
Nun  ist  die  quadratische  CoTariante 

C4.4  =  -  6«*  +  eOs^y  +  72a:Y  +  2ixy^  —  636y*, 

also 

X^U-  C*  =  9(3?  -  2xy  -  8j/»)», 
und 

Vl^U-  C4.t  =  Z(x^  -  2xt/-Sy^  =  B(x-^2if)(x--4>j)=3XY> 
wo  X,  Y  die  neuen  Yariabeln  bezeichnen.  Die  linearen  Trans- 
formationen sind  demnach 

6a;  -=  4X  +  2  r,    6y  —  X—Y. 
Setzt  man  die  Werthe  von  x  und  y  in  die  ursprüngliche  Gleichung 
ein,  so  erhält  man  die  kanonische  Form 

3x*  +  2x»p-  r*  =  o. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  werden  gegeben  durch  die  Gleichungen 

X=±y}/3.r,  x^±y^\.Y, 

und 

{x  +  2y)V3  =  x-4y,    (x +  2y)Y^^  ^  x  — 4y. 
Salmon  wendet  auf  dasselbe  Zahlenbeispiel  die  von  Cayley 
(g  276)  gegebene  Methode  an.    Dort  ist  gezeigt  worden,  dass  der 
Ausdruck 

(j,  -  « v'c.,r-=i7+  {i,-i,)Vc::^i^+  c,  -  «vg,.-»./- 

ein  vollständiges  Quadrat  sei  und  zwar  das  Quadrat  eines  linearen 
Factors  von  f.   Salmon  weist  nach,  dass  der  Ausdruck  ein  Qua- 
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drat  sein  mQsse.  Dass  die  lineare  Quadratwnrzel  dieses  Quadrats 
ein  Factor  von  fseia  moss,  gebt  schon  daraas  hervor,  dass  beide 
gleichzeitig  verschwinden.  Man  gebe  ans  von  der  kanonischen 
Form,  welche  sich  immer  anf  die  einfachste  Gestalt 

bringen  lisst.  Um  dies  auf  eine  specielle  Art  zu  zeigen,  so  sei 
die  Form 

'tat  die  neue  Form 

za  rednciren.  Dass  diese  einfache  Form  hinreichend  allgemein  ist, 
lässt  sich  dnrcb  einfache  Zählung  der  Constanten  erkennen.  Die 
letztere  Form  ist  nämlich  äquivalent  mit 

(«s  +  $y)'  +  (»,i  +  ß,y)'  +  Gi.(»j  +  ßyfi'.'  +  ft»)", 
welche  Form  gleichfalls   tüaf  Coostanten  enthält.    Um  die   Con- 
stante   A,  der  kanonischen  Form  za  bestimmen,  nehmen  wir  an, 
es  aei 

(ax  +  ßy)i.,x  +  M-(^Ä„  lÄ„A,y(x,yy, 

also 

j4o  =  o«i,     A,=aß^-^-a^ß,     Ä^  =  ßß^. 

Entwickela  wir  die  lianoDische  Form  nach  Potenzen  von  x  und  y 
lind  setzen  die  bomdlogen  Coefücienten  der  Identität 

(a,  6,  c,  d,  o)lx,  yf  —  ii'  +  «,'  +  61,«'«,' 
einander  gleich,  so  findet  man,  dass  folgende  Gleichungen  gelten, 
in  welchen  die  Glieder  von  «*  und  «,*   identisch    verschwinden: 

A^c  —  Ä^h  +  J,a. 2i,(i</),  —  a,ß]'A,, 

A,d—  A,c  +  A,h i,(<tft  —  a,ffl'J,, 

A^e  —  A,d+  A,c  —  —  2lX-ßt  —  'ißf-^,- 
Suhstitniren  wir  der  EQrze  wegen 

.    —  2i,(i<ft -0||»)' 21, 

so  geht  dies  System  Ober  in 

A(c  +  2i)  -A,h  +  A,a  —  0, 
A,d  —  A^{c—  A)+^,6  — 0, 
A^e  —  Aid  +  A,(c  +  21)  —0. 
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Durch  EliminatioQ  der  GrösBen  A^,  Ai,  A^  erhalten  wir  zur  Be- 
Btimmuog  der  Constanten  <l  die  Determiuante  tod  Arouhold: 

o,  6,     (c+2i) 

J—  6,        {c  —  l)d 

_|_  (C+2A),     d,  e 

DemgemäsB  iet  die  redncirte  Form 

„'  +  „,.  +  6{»|i,  -  a.^fluH;. 
Die  Besolvent«  ^  =  0  wird  nun 

-4;i'  +  (l  +30-1 -c+  c»  =  0. 
Die  Wurzeln  derselben  sind 

1,-«,    i, iC«+i),   ».--|(«-i), 

nnd  die  drei  correspondirenden  Werthe  von  Ci,*  —  A,/': 
(l-OO"'',',    1(3,: +  !)(,:■  +  ;,■)%    |  (3c  -  l)(i' -  y')'. 
Damit  nun  eine  Grosse  von  der  Form 

axy  -f  ^  (x*  +  f)  +  y{3?  —  f) 
ein  ToUständiges  Quadrat  sei,  ist  erforderlieli,  dass  man  hat 

eine  Bedingung,  welche  hier  erfüllt  ist,  da  sich  findet 

o»=l_-9c*,  (i*  =  |(3e-l/(3c+l),  y*  =  -i(3c+l)»(3c-l). 

Zahlenbeispiel.  Wenden  wir  die  Methode  auf  das  vorher- 
gehende Zahlenbeispiel  an,  ao  sind  die  beiden  übrigen  Werthe 
von  X: 

'.  •=!-(- 3  + O}'^^),  A,-i(-3— 9}^:^, 
und  die  Quadrate  der  linearen  Factoreu  des  Biquadrats: 
~iy3(3?  -2xy  —  Sf) 
+ 1  [1  -y=3)[(l  +V^'?+  (10  -2V^iy-(2-lO/=3V] 

+  |(l+>'=3)[{l->'^a^+(lO+2>'=3)«,-(2+10V'=3V]. 

Es  ist  nun  weiter  zu  untersuchen,  in  welchem  Falle  die  Reduction 

auf  die   kanonische  Form   durch   eine   reelle  oder  eine  complese 

Substitution  erzielt  wird.  Die  Discriminante  der  kanonischen  Form  ist 

ae(as  -  Oc")', 
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und  weil  ihr  Vorzeichen  nicht  wechselt  bei  einer  linearen  Trans- 
formation, so  erkennt  man,  dasg,  wenn  daeaelbe  positiv  ist,  auch 
die  Coe^cientea  a  und  e  der  kanonischen  Form  gleiche  Vorzeichen 
haben  müssen,  und  wenn  dasselbe  negativ  ist,  verschiedene  Vor- 
zeichen.    In  dem  ersten  Falle  zerfällt  die  Form 

offenbar  in  zwei  Factoren  der  Form 

(a^ +  <■*')(»'  +  «, 

oder 

d.  h.  die  Wurzeln  sind  entweder  alle  complex  oder  alle  reell. 
Haben  a  und  e  enlgegengesetzte  Vorzeichen,  bo  sind  die  Factoren 
von  der  Form 

{^  +  „y'){^  -  ßs') 
oud   die  biquadratische  Gleichung  hat  zwei  reelle  und  zwei  com- 
plexe  Wurzeln.    Also  wenn  die  Discriminante 

D,~J2.i  -27J"i,3, 
negativ  ist,  sind  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  reell  und  zwei  com- 
plex; ist  sie  positiv,  so  sind  die  vier  Wurzeln  sämmtlich  entweder 
reell  oder  complex.     Nun  aber  ist  die  Diecrfminante  der  Gleichung 

-4C*+  J4,sC-  J4,s  —  0 

gleich  — Df  und  folglich,  wenn  Jl,t  kleiner  als  27Ji,  s  iat,  hat 
diese  Gleichung  eine  reelle,  zwei  com^exe  Wurzeln.  Die  Trans- 
formation lässt  sich  in  diesem  Falle  nur  auf  eine  reelle  Art  be- 
werkstelligen, d.  h.  dann,  wenn  die  biquadratische  Gleichung  zwei 
reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln  hak  Wenn  a  und  e  von  gleichem 
Vorzeichen  sind,  man  also  durch  die  Substitutionen  a:*  für  x'  Ya, 
y*  fBr  y*  Ye  die  kanonische  Form 

herstellen  kann,  so  sieht  man  leicht,  dass  man  zu  dieser  durch 
zwei  andere  lineare  Substitutionen  gelangen  kann.  In  der  That^ 
setzt  man  x  •{■  y  «a  A\e  Stelle  von  x,  x  —  y  für  y,  so  resultirt 

(1  +  3m)^  +  6(1  -  ,»)i'j'  +  (1  +  3».)ii', 

and  setzt  man  x  +  y  V—  1  fOr  af,  a;  —  y  V-'i  für  y,  so  erhält  man 

(1  +  S».)»'  +  f,{m  —  I)ar"i('  +  (1  -  3li>)j*. 
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Wenn  also  das  Biquadrat  vier  reelle  oder  vier  complexe  Wurzeln 
bat,  obgleich  man  drei  reelle  Werthe  für  c  findet,  so  entspricht 
doch  der  eine  zwei  complexen  Werthen  von  x  und  y  und  ee  gibt 
nur  zwei  reelle  Substitutionen.  Die  bikubische  Covariante  Ct,ii  der 
kanonischen  Form  ai*  +  Gma^y*  +  ff*  '»t 

(l-9»»>y(s*-f/*). 

Da  Ci,i  eine  Covariante  von  f  iat,  so  schliesst  man  daraus,  dase, 
wenn  a  und  ß  irgend  zwei  Gonstanten  sind,  af  -{-  GßCi,t  eine 
Covariante  von  f  ist,  deren  Invarianten  ebenfalls  Invarianten  von 
f  sind.  Die  Werthe  derselben  sind  bereits  in  §  276  entwickelt. 
Man  hat 

J*,s(«/'+6/JC4.,) 
=  J*,3«'  +  Jl.iO'ß  +  ^J^.iJt.^aß*  +  (54J?,s  -  Jlt)?", 

Die  letzte  Function  ist  ein  vollsiändigee  Quadrat,  weil  statt  der 
sechs  Fälle,  in  welchen  die  zusammei^esetzte  Function  einen  qua- 
dratischen Factor  zulässt,  wir  jetzt  drei  Fälle  haben,  in  welchen 
sie  zwei  quadratische  Factoren  zulässt. 

Hermite  hat  die  Bemerkung  gemacht,  dass  die  Function 

G  =  a»  _  9 Ji.ja/S*  -  54J,,s^' 

zur  quadratischen  und  kubischen  Covariante  die  Werthe  Ji,i   und 

t7i,3  hat.     Die   Discrinunante    von   G  unterscheidet   sich  von   D^ 

nur  durch  einen  numerischen  Factor. 

Die  Covarianten  der  zusammengesetzten  Function  «/"+  GßCt,t 
sind  auch  Covarianten  von  f.    Die  biquadratische  i 

a..(o/-+  6ßCt,.)  -  (J,,,«ß  +  aj...^')/-+  («■  -  3J.,i/'')ft..; 

imd  die  bikubische 

a,.C«/'+  eßC,,,)  —  («'  —  9J,,,aß'  -  biJ,.,ß')C,,, 
—  6.C,,,. 
Die  qoadratiBche  CoTariante  von  Ct,e  ist 

Jl.if  -  SSJ,,,fC,,,  +  nj,,,ci,,, 

also  die  Resultante  Ton  ((/*-]- 6/)C, 4  und  der  quadratischen  Co- 
Tariante  Ton  G.    Caylej  hat  sie  unter  der  Form 
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/  18/,  .C.   ,Y  12      — 

(''■■'■ — Tcrv+jc.  "'■'''■' 

dargestellt,  velcKe  zeigt,   dasa  sie  ein  vollständiges  Quadrat  wird, ' 
wenn  die  Discriminante  verBchwindet. 

§  279.    Methode  der  Transformatioii  einer  Qnartle^ls  eine  andere, 
deren  Wurzeln  einander  harmoniscli  zugeordnet  sind*). 
Ans   den  bis  jetzt  entwickelten  Methoden  geht  hervor,  dass 
sich  durch  AuflSeui^  einer  kubischen  Gleichung  immer  Wertbe- 
paare  finden  lassen,  welche  einem  Wurzelpaar  der  Quartic 

harmonisch  zugeordnet  sind.  Es  liegt  nun  sehr  nahe,  zu  ver- 
suchen, ob  sich  nicht  die  Wurzel  x  der  vorgelegten  Gleichung  /"  =  0 
durch  irgend  eine  Substitution  derartig  transformiren  lässt,  dass  die 
vier  Wurzeln  der  neuen  Gleichung  einander  selbst  harmonisch  zu- 
geordnet werden.  Bezeichnen  wir  die  variirten  Wurzeln  mit  a:,', 
^i>  ^i>  ^*t  ^°  muss  also  folgendes  System  von  Gleichungen  erföllt 
werden: 

—  äii'V  +  («,'  +  x{){x^  +  x{)  —  'ix;xi  =  0, 

—  ■^xlxi  +  (sr,'  -I-  x{)\x^  -\-  xi)  —  2x;xt  =  0, 

—  2x(x^  -f  (x^  +  x^){Xi  +  <)  —  2x^x^  =  0 . 
Es  gehe  nun  fOr  diesen  Fall  die  ^-Determinante  über  in 

alsdann  wird 

—  2(ic,'a;/  +  «J  =  —  i-  (c'  -f  2A,'), 
«  +  a:/}«  +  x:)  =       \{c-  AO , 
folglich 

—  2XtXt'  +  {x{  +  ^i){^t  +*»*')  —  S^j'a;/  ■=  —  -'  K' , 
und  analog 

—  2x;x^  +  (x{  +  x,yx^  ■\-  x:)  -  2« 5  a;, 

—  2:B,'a!/  +  («,'  +  ar/)(a^'  +  <)  —  2«  =  —  -^  A,'. 


•)  Man  vergleiobe  oben  g  217,  3.g)  nnd  4.  (31). 
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Der  Werth  des  Products  dieser  drei  Gleichungen  ist 

Daraus  folgt,  dass,  weuii  die  vier  Wurzeln  der  neuen  Quartic 
einander  harmoniscli  zugeordnet  sein  sollen,  die  kubische  Invariant« 
derselben  verschwinden  muas.  Es  soll  gezeigt  werden,  durch  welche 
Transformation  sich  dies  bewerkstelligen  Insst. 

Wenn  man  irgend  einen  Factor  von  i74,j  z.  B. 

—  2x,Xj  -(-  (x,  +  Xi){x^  +  x^)  —  2x,x^ 
■=  (^  ~  ^)(^4  —  ^i)  +  (*i  —  Oi^t  -  3^] 
durch  z  variiit,  so  verschwindet  z   aus   demselben  ^^inzUch.     Um 
also  die  kubische  Invariante  der  Transformirten  zum  Verschwinden 
zu  bringen,  genügt  nicht  eine  lineare  Variation  der  Wurzeln,  wol 
aber  eine  quadratische,  indem  man  substituirt 
a^  —  2227  -f-  2*  —  a;'  =  0  . 
Wird  (x  —  zf  an  die  Stelle  von  x  gesetzt,  so  verschwindet  in  der 
That  >7i,3  durch  die  Annahme 

0  =(a;,  —  x^){Xt  —  Xi){xi  -\- x^  -  2g)(xt  -\- x^~  2«) 
+  (a:,  -  X3){x,  -  x;){x^  -\- x,  -  2z)ix,  +  «^  -  2e) . 
Dieser  Factor  ist  quadratisch  und  da  die  Function  </«  g  drei  solche 
beeitet,  so  ist  die  Resolvente  vom  sechsten  Grade.    Man  erhält 
dieselbe  exact  in  Ausdrücken  der  Coefficienten  a,  b,  c,  d,  e,  indem 
man  die  Gleichung 

Ji,»  ™  «171*1  +  2(3,y,d.  —  a.#.*  -  ft'e,  —  y,»  —  0 
nach  Potetmen  der  Variation  e  entwickelt.   Die  Grössen  «,,  ß,,  y,,  d,, 
e,  sind  die  Coe^cienten  der  Glieder  der  Quartic 

nämlich  der  Gleichung  der  Wurzelquadrate  der  Varürten 

ia,ß,Y,ö,e)l}^-,iy  =  0. 
Es  ist  dabei  zd  setzen 

«,  -  o' , 
-  |S,  —  a'i'  +  2oi«  +  W  —  Sac, 

y,  —  «V  4-  4o6»'  +  2(46'  —  <•<:)»•  +  4(2ic  —  oii)» 
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-  tf,  =  aV  +  6afc«6  +  3(46'  +  ixc)!^  +  4(66c  -  aS)^ 

-I-  3(6c*  —  ae>*  +  6{2cd  —  6e)^  +  4tF  ~  See, 

Da  /Si,)*,.*»)«!  ™  Bezug  »"f  ^  "sp.  vom  2*»,  4"™,  6""  und  8*" 

Grade  sind,  so  ist  die  gesuchte  Resolvente  uischeinend  vom  zwölften 

Grade.     Es  verschwinden  jedoch  die  ersten  sechs  Glieder,  so  dass 

sie  sich  auf  eine  bikubische  Gleichung  reducirt     Leichter  kommt 

mau  zum  Ziele,  wenn  man  auf  das  Product  der  drei  quadratischen 

Factoren  die  Satze   von  den  symmetrischen  Functionen  anwendet 

Um  dies  zu  bewerkstelligen,  entwickele  man  die  variirt«  Function 

Ji,3  nach  Potenzen  von  z.     Setzt  man  der  Efirze  w^en 

(a^  —  a^)(%  —  a:,)  +  (x,  —  x^{%^  _  a-J  .=  _  .»^  =  12A, , 

{x^  —  a^)(a:i  —  «J  +  (a;,  —  a^)(a^  —  a J  =  —  m^  =  12A, , 

(«i  —  ^^{^%  —  ^*)  +  (i^  —  *i)(*s  —  »4)  -=  —  %  =  12  ij  , 

und 

W  —  *»'}(^s*  -  ^/)  +  (^!*  -  «s^C«!*  -  «**)  ™  -  n,  =  12X1"  , 

{x,*  -  a^'X:?.*  -  x.*)  +  (a:,^  -  z,«)K*  ~xj) «,  -  12A,"  , 

ix,'  -  x,')ix,'  ^  x^^  +  (x,'  -  Ä,*)  (V  -  X,') M,  =  12  V  , 

so  sind  dies  die  Wurzeln  der  beiden  Gleicilimgen 

—  W    +J,.,i     -J,,,  —  0, 

—  4/1"' 4- j;,,i"  —  j;',,  —  0  . 

Die  bilmbische  Resolvente,  durch  welche  die   Invariante  J^,3  der 
trausformirten  Gleichung  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann, 
ist  demnach 
4«P(<1»"+  2S»)'  +  4'oe(<i»"  +  21«)'+4a»ü(<i»«+2S»)  +  o'S— 0, 


P— 432J.,,, 

Q  _  y  (6o ,  432J,,s  -  144JI,,) , 

B  — 3|i(4  .  36  .  c' .  432J4,,  -  48  .c.  144Ji.,  +  12J.,,,432J,,,), 
S  —  432  j;,,  —  5^(8  ■  6'  ■  »*  •  432  J,,,  —  24  ,  6'  .c" ,  144Ji,, 
+  36  .  c  .  12/.,i .  432J,,s  +  2  .  1728  Ji,,  —  432" Jj,,)  . 

Der  Aasdruck  Ji'.g  ist  die  kubische  Invariante  der  Gleichung  der 
Wurzelquadrate  von  f(x)^0.  Setzt  man  o«*  +  2&2  =  y,  so  wird 
die  B«so1vente  vom  dritten  Grade,  und  es  folgt  daraus  das  wichtige 
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Theorem,  daae  sich  jede  voHstÄadige  biquadratiache  Gleichung  so 
transformirea  lässt,  dass  die  kubische  Invariante  J'a.^  der  Trans-  - 
formirten  verschwindet.     Die  Resolvente 

^'  =  —  4X'»  +  Ji,,A'  —  j;,s  =  0 
wird  dadurch  auf  die  einfachere  Form 

_r(4r*  — ji.i)  =  o 

reducirt.  Die  bikabieche  Gleichung  wird  bedeutend  einfacher,  wenn 
man  sie  auf  die  Form 

4»P(a«»  +  26s  +  c)"  +  A\aQ  ~  12cP)(a^»  +  2bz  +  cf 
+  4(o*B  ~  iacQ + 48c'P)  (ae*  +  2fc« + c)  +  (a'S  -  4a*cü  -  64c^P)  =  0 
bringt    Satzt  man  die  Werthe  aus  P,  $,  P,  S  ein,  so  resultirt 
4* .  432J4,8(o^*  +  26«  +  c)'  —  2  .  4* .  \UJl,i(az*  +  26b  +  c)* 
+  4*.432.  J«,,.  J4,a(os«  +  26«  +  c)+  128Ji.,  -  8.864Ji.s  =  0, 
oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

az*  -j-  2hs  -{-  c  =  1) 
setzt,  so  geht  sie  über  in 

4*[432J4,»^' -72Ji,»j;*+108J(.».J*,»i)  + 2  Ji.,  — 108  JJ,»]  =  0. 
Sie  nimmt  damit  die  Form  der  kubischen  Covariant«  an  von 
der  Form 

^,j -=  —  4i)»  +  J«.si)  —Ji.t, 
indem  der  Ausdruck  in  der  Klammer  gleich  —  27C3.s(i])  ist.    Nach 
Cayley    ist   derselbe    eingeklammerte   Ausdruck    auch   gleich   der 
kubischen  Invariante  der  zusammengesetzten  Form  (tj/" — Ci,*);  es 
ist  nämlich 

432J«,8(^/'— G.4) 
=  (432J4,8,     -  24JJ.«,     36j;,»J4.a,     2Ji,j  ~  \Q&Jl,SlnAf- 
Was  die  zusammengesetzt«  Form  -tf  —  Ct.i  betrifft,  so  findet  man 
leicht  durch  ihre  Zerlegung,  dass 

Betrachtet  man  die  vorgelegte  Quartic 

y  =  f(x)  =  (d,  6,  c,  d,  e)  {x,  1)* 
als  die  Gleichung  einer  Ourve,  welche  bei  lauter  reellen  "Wurzeln 
die  Abscissenaxe  in  vier  Pnncten  schneidet^  so  lässt  sich  auch  eine 
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geometriscbe  Interpretation  von  der  liier  gegebenen  Methode  bh- 
stellen.    Darcli  die  Reducente  (31) 

Ji  ,  =  a^y^t^  +  2/3,y,d,  —  a,d,*  —  ß^^Si  —  j.,»  =  0 
wird   das   Co ordinaten System    derartig   verschoben,   dass   die    vier 
Wurzeln  der  variirt«n  Gleichung  einander  harmonisch  zugeordnet 
werden,   d.  h.    eines   der  anharmonischen    Doppelverhältnisse   von 
Brianchon  z.  B. 

■^._'  —  g»' .  J?i'  —  ig/  ^  _  j 

wird.  Die  beiden  übrigen  Doppelverhältnisse  nehmen  dann  die 
Werthe  2  und  ~  an,  wie  aus  der  Beschaffenheit  der  drei  Factoren 
der  Function  Jt.s,  nämlich  von  den  Indices  abgesehen, 

—  (x,  —  Xs)(x^  -  xj  -  (av  -  Xi)(x^  —  arj  , 

—  (^a  —  2^i)(^i  —  <^i)  —  i^i  —  ^){^  —  ^a)  , 

—  (X^  ~  X,)(X3  —  X^)  —  {Xs  —  Xi)(Xi  —  Äj) 

leicht  gefolgert  wird.  Angenommen  der  erste  Ausdruck  sei  gleich 
Null;  dann  ist  also  zunächst 

Xf  —  X,'  X,  —Xi 
Ziifolge  der  Identität 


und  wenn  man  das  erste  Doppelverhältniss  durch  das  zweite  dividirt: 

Hat  man  nun  einen  Wurzelwerth  ij  aus  der  kubischen  Resolvente 
gefunden,  ao  findet  man  die  Variation  g  aus  der  Relation 

oe*  -f-  2be  -\-  c  =  r], 
und   eine  Wurzel    der  voigelegten    biquadratischen  Gleichung  aus 
der  Substitution 

(a;  —  e)'  =  x' . 
£8  ist  aber  x'  ein  Wurzelwerth  der  Transformirten,  welche  sich 
nach  §  317  3.  g)  auf  eine  Quadric  reducireu  lässt,  nämlich 
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womit  die  vollBtänäige  Lösung  des  Problems  gegeben  ist  Dieae 
KeductioD  ergibt  sieb  auch  leicbt  aus  der  Erwägui^,  dass  man  die 
Gleichtmg  aX'-^-ißa^-^-Qyx' -\-4dx-\--£^0  auch  schreiben  kann 

(a3;*  +  2jJa;  +  j')»-f-4(«y-(3*)a^  +  4(«*-j3j/)a;  +  {a£-y')=0. 


§  280.    Hetbode  der  Tranafonnation  einer  dnartic  in  eine  andere, 
deren  Worzeln  paarweise  gleiche  barmoniecbe  Hlttel  baben*). 
Die  Quartic 

f(x)  ^  oar*  -J-  46x*  +  6ca;*  -f"  '^'^^  "i"  ^ 
lässt  sich  durch  lineare  Variation  der  Wurzeln   auch   leicht  der- 
artig transformiren,  daas  zwischen  den  vier  Wurzeln  Xi,  x/,  Xg,  x^ 
die  Relation 

W  +  ^j  —  x;  +  x: 

stattfindet    Es  muss  demnach  die  Fusetion 

a:,'a;,'(a:,'  +  x^')  —  x,'x^'{x^'  +  a^') 
verschwinden,  welche  einen  Factor  der  kubischen  Retrovariante 

Fa.*  =  25^  -  Sytff  +  ^£* 
ausmacht  Daraus  folgt  weiter,  dass  die  Wurzeln  der  Tariirten 
Gleichung  paarweise  gleiche  harmonische  Mittel  haben,  wenn  die 
kubische  Retrovariante  verschwindet.  Es  soll  gezeigt  werden,  wie 
sich  dies  durch  eine  lineare  Transformation  bewerketeihgen  lässt 
£a  ist  nämlich 

-\-2(xiXi  — x^Xt)e  —  (Xf-j-x^  —  Xg  —x^e^='0, 

und  da  die  Function  Vs,*  drei  solche  Factoren  besitzt,  so  ist  die 
Resolvente  in  e  vom  sechsten  Grade.  Dieselbe  hat^  wie  man  leicht 
sieht^  die  Form  der  bikubischen  Covariante  Ci,ii{e)\  denn  das  Fro- 
duct  der  drei  analog  gebildeten  Quadrics  ist  gleich  -gOt,e(<).  Hat 
man  eine  Wurzel  e  derselben  bestimmt,  so  findet  man  eine  Wurzel 
X  der  voi^Iegton  biquadratischen  Gleichung   aus  der  Substitution 

X  —  e  =  x' . 
Es  ist  aber  x'  ein  WnrzelwerÜi  der  Transformirten,  welche  sich 


*)  Man  Tergl.  g  SIT,  3  b.  and  4.  (21)  IL 

I,  amndiag«  d.  Mit.  d.  med,  AlgebiL 
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nach  §  317,  3b  auf  eine  Qaitdric  redaciren  lässt.   Die  transformirte 
Form  sei 

ax'*  +  4ßx''  +  Gyx'*  +  4dx'  +  t  =  0  . 
Da  x'  TOD  Null  Terschieden  ist,  bo  ktuin  man  diese  Gleichong 
x'*  dividiren,  also 

Haltiplicirt  man  mit  e,  so  lässt  sie  sicli  bringen  auf  die  Form 

.^Q.)  =  (.^  +  !^ +.)'  + f  (..-*')(i^  +  y +r) 

+  *{e*d  -  tiyöt  -f  2(J*)  ^  =  0  . 

Diese  Form  wird  quadratisch,  wenn  man  das  letzte  Glied  oder 

r,,4  =  e**  —  3yd£  +  2*"  =  0 
setzt     Die  Gleicliung   reducirt   sich   durch  Wuraelansziehang  auf 
die  Quadric 

woraus  x'  gefunden  wird. 

§  281.    Theorem  über  die  Irrealität  der  Waizeln  von  Janfroid*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

f(x)  =  oa;*  +  4fcar>  +  6ca;»  +  4d«  +  c  =  0  . 
Theorem.  Wenn 

(1)  J,,,  =  ac-J«>0 
nnd 

(2)  Ji,s  =  ace  -I-  2bcd  -  atP  —  cb*  —  c'>  0  , 

so  sind    die  Wui^eln  der    biquadratischen  Gleichung  sämmtlich 
GOmplex. 

Beweis.    Da  man  immer  voraussetzen  kann,  dass  a  positiv 
ist^  so  folgt  aus  der  ersten  Bedingui^;sgleichang 
c  >  0  d,  i,  positiv. 

*)  Janfroid,  Sqt  lea  radoeB  d'une  ^qoatioii  du  quatrifeme  degrti.  Noav. 
Ann.  de  math^m.  XXIII.  p.  39B.  1864. 
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Dies  vorausgesetzt,  multiplicire  man  alle  Glieder  mit  a,  worauf  sich 
die  Gleicbimg  auf  die  Form 

(ax?  +  26a:  +  c)»  -|-  Aiac  —  6«)a^  +  4(ad-  bc)x  +  (ae  -  c*)  =  0 
bringen  las  st. 

Mit  BeriickEichtigung  von  (1)  kann  das  erste  Quadrat  nicht 
verschwinden  für  irgend  einen  reellen  Werth  von  x.  Was  das 
übrige  Trinom  zweiten  Gradee  betrifft,  so  ist  nach  der  Voraussetzung 
(1)  sein  erstes  Glied  positiv,  und  weiter  hat  man  nach  (2) 

{ad  -  6&)'  -  («c  —  &*)(ae  -  c^)<  0  . 
Dies  Trinom  bleibt  also  ebenfallB  positiv  Für  jeden  reellen  Werth 
von  X.   Die  ganze  Function  fia:)  kann  also  für  buineu  reellen  Werth 
von  X  gleich  Null  werden  und  darum  ist  x  jedenfalls  complez. 

§  282.    Die  Gleichung  der  qnadrlrten  Differenzen  und  die  Be- 
dingungen der  Realit&t  der  Worzeln  nach  Lagrange*). 
Geht  man  aus  von  der  Form 

^  ■\-  aif  ■\- hx^  ■\-  ex -^  d  =  0 
und  aubstituirt  zur  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  x=^y  —  -a, 
so  resultirt  die  Form  (g  17): 

J^  -  (1  °'  -  '*)  J**  +  (t  "'  -  i  •"  *  + '')  y 

oder  kurz 

y*  +  ij/*  +  C'y  +  i>  =  0  . 
Die  Differenzengleichung  igt  vom  sechsten  Grade,  also 
f+tcif  +  ßif  +  rf  +  Sis'  +  te+i  —  O. 
Lagrange  findet  nun 
«  —  85, 
(i  —  225"  +  8B , 

r— 18B'- leBB  — 26C,  / 

*  —  IIB"  +  24B'D  —  7  .  16D'  +  3  .  16BC' , 
s  _  4B'  +  2  .  27B"C'  +  8  .  27C"B  —  i.i'BIf  +  2.  i'B^D , 
J  _  4'B  -  2' .  4'B'i)'  +  4' .  3"C"_BB  +  4' B*!)  -  4B'C'  —  3'C" . 

*)  Lagrange,  Traitä  aar  1a  r^BOlution  dea  äqnations  aamäriqnea.  Art.  III. 
Paria  1808. 
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Hieraas  folgt: 

1)  wenn  die  Gr5sse  t  negativ  ist,  so  iiat  die  voigelegte  Gleichung 
zwei  reelle  und  zwei  compIexe_  Wurzeln;  2)  wenn  sie  positiv  ist,  dann 
hat  die  Gleichimg  entweder  vier  reelle  oder  vier  complexe  Wurzeln. 
Nun  werden  alle  vier  Wurzeln  reell  sein,  wenn  die  Coefficienten 
«,  y,  e  negativ,  die  übrigen  ß,  S,  g  positiv  sind;  und  ea  werden  alle 
vier  Wurzeln  complex  sein,  wenn  £  positiv,  einige  der  andern 
Coefficienten  nicht  lauter  Zeichenwechsel  haben. 

Nehmen  wir  an,  der  CoefGcient  g  sei  positiv,  also  g>0;  als- 
dann findet  man,  dasa  alle  übrigen  Coefficienten  lauter  Zeichen- 
Wechsel  haben,  wenn  man  zugleich  hat 

£  <  0  und  B*  —  40  >  0 , 
und  daas  irgendwo  eine  Zeichenfolge  eintritt,  sobald 

B>0,  oder  £»  -  4i><  0 
wird.     Daher  sind  in  dem   ersten  Falle   alle   vier  Wurzeln  reell, 
in  dem  zweiten  complex.    Setzt  man  die  Werthe  für  B  und  D  ein, 
so   sind  für  den  Fall  von  vier  reellen  Wurzeln  der  vollständigen 
Gleichung  die  beiden  Bedingungen 

la--b>0 
und 

j^g  a*-a^b-\-ac  +  b^-4d>0 
zu  erfüllen. 

Wenn  diese  Bedingungen  auf  die  Gleichungen  der  Cayley'achen 
Form 

(a,b,c,d,e)lx,iy  =  0, 
Übertragen  werden,  so  erhält  man 

(1)  Ja,,  =  fflC  —  6*  <  0  , 

(2)  9/ä.s  +  Fj  >  0  . 
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Fünfter  Altselmitt. 

Directe  Anfiesnng  der  Gleiehnngen  von  den  ersten  vier 

Graden  dnrctt  CombinatJon. 


I.     Das   Princip    der   Methode   und    ihre   Mittel. 

§  283.  Von  dem  Princip  der  CombinaUoiunnfithod«. 
Bei  den  bisher  betrachteten  Methoden  der  AuflBsung  sind  die 
Opeiationen  durchweg  darauf  gerichtet,  die  gegebenen  Formen  so 
zu  tranaformiren  und  zu  reduciren,  dass  die  Bestimmung  der  Wurzel- 
formen  von  einfacheren  als  den  vorgelegten  Functionen  abhängig 
gemacht  werden.  Die  reducirten  Formen  mQsaen  also  ans  ein- 
facheren Functionen  der  Wurzeln  bestehen,  die  zwar  in  dem  Gange 
der  Operationen  nicht  unmittelbar  in  die  Augen  springen,  bei  ge- 
nauerer Erwägung  jedoch  in  Tielen  Fällen  leicht  erkannt  werden. 
Die  Wahrnehmung  dieser  einfacheren  Functionen  der  Wurzeln  ist 
von  Nutzen  eowol  für  die  Abkürzung  des  Ganges  der  Transfor- 
mationen, als  fUr  die  Bestimmung  des  Grades  der  in  Betrachtung  • 
kommenden  Hülfstiinctionen,  insbesondere  der  Resolyenten.  Es 
liegt  nun  sehr  nahe,  solche  einfachere  Wnrzelfunctionen  a  priori 
zum  Ausgangspuncte  der  Operationen  zu  machen.  Diese  Functionen 
werden  in  geeigneter  Weise  aus  den  mOglichen  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  Oombination  gebildet,  eine  Methode,  welche  zuerst 
von  Vandermonde  und  Lagrange  in  Vorschlag  und  zur  An- 
wendung gebracht  worden  ist  (§  78).  Diese  Combinationsmethode 
besteht  demnach  darin,  dass  man  für  gewisse  einfache  Gombinationen 
der  noch  unbekannten  Wurzeln  a;,,  ar^,  Xg,  u.  a.  w.  eine  oder  mehrere 
Hfilfsgrössen  y,  ü,  u.  s.  w.  substituirt  und  fttr  diese  aus  den  CoefS- 
cienten  der  ursprünglichen  Gleichung  f(x)  ^  0,  also  aus  anderen 
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symmetrischen  Wurzelfunctionen  eine  oder  mehrere  Hülfsgleichnngeu 
oder  Kesolventen  Y=0,  2'«=0,  u.  s.  w.  herleitet,  welche  sich 
leichter  als  die  Hauptgleichung  auflösen  lassen,  also  in  der  Regel 
von  einem  niedrigeren  Grade  sein  müssen.  Diejenigen  Combinationen 
einiger  oder  aller  Wurzeln  «1,3^,13,  u.  8.  w.,  weiche  sich  zur  Bil- 
dung von  Resolventen  besonders  eignen,  werden  nach  Vander- 
monde's  Bezeichnung  „Typen"  genannt.  Aus  den  mit  Hülfe  der 
Resolventen  bestimmten  Werthen  der  Typen  können  durch  Anwen- 
dung der  Methoden  für  die  Auflösung  von  Gleichungen  mit  meh- 
reren Unbekannten  schliesslich  die  einzelnen  Wurzel  wer  tbe  ge- 
funden werden. 


§  284.    Von  den  Wurzoltypen. 

Die  Wurzeltypen  müssen  nun  Ton  def  Beschaffenheit  sein, 
das3  die  Wnrzeln  einzeln  leicht  aus  ihnen  gefunden  werden.  Sie 
sind  in  der  Regel  Theile  symmetrischer  Functionen  der  Wurzeln, 
so  dass  die  Summe  ihrer  möghchen  Variationen  eine  symmetrische 
Function  bilden.  Die  Anzahl  aller  möglichen  Variationen  des 
Typus  bestimmt  den  Grad  der  Resolvente,  weshalb  die  Kenntuiss 
geeigneter  Typen  von  derselben  Wichtigkeit  ist^  wie  die  der  Redu- 
centen  und  Substituirten  für  die  Substitutions-  oder  Transformations- 
methoden. Es  sollen  deshalb  die  wichtigsten  Wurzeltypen  hier 
vorweg  aufgeführt  werden.  Dabei  bezeichnen  x^,  x^,  x^  u.  s.  w. 
die  Wurzeln  der  Gleichung  /'(«)-=  0  nnd  ^1,^21^3  u.  s.  w.  oder 
r,,£^,«3  u.  s.  w.  die  Wurzeln  ihrer  Resolventen  l^^O,  resp,if=0. 

8.    Die  Typen  der  qaadratiflcben  äleiohuDgen; 

(1)  1  -r     *»       Jiy    (Laplace); 


(2) 


1*1  —  *j  =  ^1  j 

l^j  —  *i  =  ^j ) 

(3)  Ä,  +  ix^  =  y,  ,     (Lagrange); 

W      4"  (*■  +  '^■-^  "  'J'  •    (•ri*»-  Mittel)  (Job); 


(5) 
(6) 


\Xj  -\-  X^  =  z\ 
\x,'  +  x,'  —  y, 
l    x^-\-  Xi=  g; 
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(7) 
(8) 


384.    Die  Wuraeltypen. 
\x,  —  a^  =  ?  ; 

lx,'  +  x,'  —  y, 


b.    Die  Typen  der  kubischen  aieicbungen; 
(9)     «[  +  ma;^  +  naTj  ^  ?! ,     (Laplace,  Lacroix) ; 
(10)    a:i +  /,«!  + <7ja^  =  yi,    (Vandermonde,  Lagrange); 
(H)  1,1,  +  J,a!,a^  + J,i,»i  — !(,  1 

(12)  x.'x,  +  x,'x,  +  !c,'Zt  —  V,  ; 

(•3)     '•W'/X'+fX:''-''"     Clomatrand); 

(16)  »,  -  21,  +  I,  —  !(,  i 

(17)*  jj^a^  —  2a;,a^  +  a^a:, -=  s, -, 

(18)  a;,*  —  a:,a;8  =  i/i ; 

(19)  a;,  -  «,  -  y, ; 

(20)  «,+*,-?,  i 
i  (a!,  +  I,)  —  J, , 

(21)  Y  (ai  +  a;,)  —  y, ,     (arithm.  Mittel),  (Job); 

y  («1  +  ä^i)  —  ». ,       . 

(22)  a;ia!,  =  i/i*,    (geom.  Mittel). 

c.    Die  Wnrzeltypen  der  biquadiatiscben  Gleicbnngen: 

(23)  a;,  +  ia:,  +  ma;,  +  na:^  =  y, ,    (Laplace); 

(24)  li  +  «1  +  »•(«.  +  «.),  —  yi  ,    (iagMDge); 


»1  +  ai  —  »i  —  «.  —  »i . 


(Lagrange,  Yandermonde, 


Terquem); 


.(26)     j«i-a;, +  ai-a;,  — y,, 
-  I,  —  »,  +  a;,  —  y, , 
(26)     a;,  +  ta^  —  a^  —  ***  ■=  yi ,     (Vandermonde,  B&oat); 

iyCa'i+'i)  — »I,  1  fe  +  ».)  —  1i , 

1  ,      ,      ^  1  ,      ,      ,  (Arapöre,  Bloni' 

y(,,+ai)_y.,  y(ai  +  xj_,„       .j,"^^;  j^^); 

i(x,+a;,)  — y,,  i  (ai,  +  ai)  —  i;, , 
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(28)  pia^  =  ys*,     a^äa;^  =  rf:ya*=ij/,     (geom.  Mittel;; 

(29)  JMi_  _  s, ,    (hirmon.  Mittel); 


(30) 


(32) 


(34) 


(36) 


«,  +  ä, . 


('!)       Isisi«:  (»>"=)' 


jV  +  V  — J, 

i  a:,  +  Ä^  =  « ; 
j»i' +  »,'  —  !(, 
l         a;,a^  =  *; 

f'   *   ,      ^   * ' '     (Lagrange,  Wilson,  BlomBtrand, 
''"'  'T' "'"' — 'J"    Hemite,  Tortolini,  Arndt); 


(35)     l^i^B  +  ^i^i  =  y,!/s ,    (Methode  des  KreisviereckB); 


loder  (a:,a;,)*  ~  (x^x,)y  =  d; 


('*^)     1  (3,  +  iJr^'l^'+lT) "°  ^' '     (Blo°i8trand,  Hunrath) ; 


r,j,(x,  +aj  —  a;,  1,(3:,  +3) 
(I,  +  I,)  -  (x,  +  i.) 


(40)  i5l±ig^|liAi  ,=  ;,,,    (Lagrange,  Hunrati); 

(41)  («,  +  l,)'  +  (ai,  +  *J'-i/,; 

(42)  (x,  +j,y  +  (ic,  +  »,)(«,  +  i,)  +  («,  +  I,)'  -  j,,  , 
(48)     a;,Ji  +  (»,  +  ai)(a^  +  i J  +  i,»,  —  !(,  ; 

(44)  I         ^*'*'  ~  '*'  +  "'>'■'''  +  *')  +  ^'''''  ~  «•  • 
loder  (a;,  —  a^)(3:j  —  a:J  +  (3:,  —  a^)(a;,  —  Äj)  =  y, , 

(Hermit«); 

(45)  a!,a!,(a;, +  a;,)  +  a;,ai,(a;, +a:,)  — j,  ; 

(46)  x,x,(x,  +  a:,)  -  ,j,  ; 
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(47) 

a:,:r, :  x^x^  =  y, 

(48) 

(49) 

(60) 

(j, -»;,)■  +  (.,-«,)' -y, 

(61) 

(62) 

(53) 

(*i  -  'tX'k  -  «.)  —  »1 

(54) 

x,i,{x,  +  X,)  -  y, 

n.     Von   der  Auflösung  der   quadratischen    Gleichungen. 

§  285.    Hetiiode  von  Laplace*). 
Gegeben  sei  die  quadratische  Gleichung 
f{x)  =  x'  +  ax  +  b-=0. 
[He  Wurzeln  seien  Xj  und  x^.  Man  subatituire  die  lineare  Function 
derselben 

a:,  +  ma^  =  yi , 
mxi  +  ^i  "=■  y»  »■ 
wo  m  ein  noch  unbestimmter  Factor  ist    Es  ist  nun 

*i  +  ^a  =■  —  a,  x^x^  =  b. 
Die  beiden  Wurzeln  können  mit  Hülfe  zweier  linearer  Gleichungen 
berechnet  werden,  sobald  m,  j/j  und  y,  bekannt  sind,  oder  auch 
nur  m  und  ^, .  Die  Bestimmung  von  t/,  führt  aber  zugleich  auch 
zu  der  von  y^ .  Sie  sind  offenbar  die  Wnrzelwerthe  einer  andern 
quadratischen  Gleichung  und  ihre  Berechnung  wird  einbcher  sein 
als  die  von  x,  wenn  die  Gleichung  rein  quadratisch  ist.  Die  beiden 
Werthe  y^  und  ij^  werden  gegeben,  durch  die  quadratische  Gleichung, 
welche  sich  aus  depi  Producte  der  Binomialfactoren 

[y  -  (X,  +  mx,)] .  \y  -  {mx,  ■j-x,)]  =  0 
ei^bt^     Dieselbe  lautet 

*]  Laplace,  Lefona  de  math^m,  donnäee  ä   I'äcole   normale  cu  1T9&. 
Journal  des  s^onceB.  pt.  II.  pg,  SOS. 

LaoToii,  Compläment  des  öliimcDs  d'algübre.  g  14.    Paris  1804. 
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y*  —  (m  +  l)(a:,  +  x;)y  +  (x^  +  mx^){mXy  +  Xj)  =  0  . 
Da  »1  willkürlich  ist,  bo  erhält  man  eine  rein  quadratische  Gleichung 
in  y,  wenn  maJi  den  zweiten  Tenn  verschwinden  lässt.    Dies  gibt 
die  Bedingungsgleichong  »i  =  —  1  und  man  hat 

y*  =■  (a:,  —  aij)'  "=  a;,-  -\-  x^  —  2x^^Xi  ■=  o*  —  4&  . 
Hieraus  ei^ibt  sich 

1/,  und  y^  =  Xi  —  Xi  ==  +  y  a^  —  46  . 
Ausserdem  ist 

Xi-\-  Xi=  —  a  . 
Die  Combination  dieser  beiden  Gleichungen  liefert  durch  Addition 
und  Subtraction  sofort  die  gesuchten  Wurzelwerthe 

x^  und  Xi^  -    (  —  a  +  V^a*  —  46). 

§  286.    Die  Methode  der  Wnrzflldifferenzen  (Typus  (2)]. 
Man  gehe  aus  von  den  beiden  Wurzeltypen 
«,  -  a;^  —  ff^, 
ajj  -  a^i  =  y, . 
Wegen  der  Relation 

^1  +  *i  ^  —  '^ 

erhält  man  die  neuen  Gleichungen 

^1  =  ±  "ä  (y  —  «)  > 

Durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen  resultirt 

x^x^  =  h=~^{f  -a'), 
folglich 

f  -  \  {a'  -  46) 
und 

y,  und  ys  =  +  y  V'o*  —  46  . 
Demgemäss  erhält  man  wieder  die  bekannten  Formeln 
a;,  und  a:^  =y  {  — a  +  ^o»  -  46)  . 
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g  287.    Die  Hetbode  der  WarzelBamme  und  des  Wnrzelproducts. 
Die  gegebene  Gleichung  sei  wiederum 

Man  kann  die  beiden  Wurzeln  finden  mittel»  der  Wurzeltypen  (5) 

*i  +  *s  ™  '^ "°°  —  '^  • 
Ea  finilen  folgende  Identitäten  statt: 

^)-|t(A  +  «,)  +  («.-»i.)i 

Folglich  hat  man 

§  288.    Die  Hetbode  der  Warzelaamme  and  der  Suume  der 
Wurzelqnadrate  [Typus  (6)]. 

Ist  die  vorgelegte  Gleichung 

■     x^  -\-ax  +  h  =  0, 
alBO  ^1  +  iCj  ""  —  o,  a^i^j  =  6,  so  ist  die  Gleichung  ihrer  Wurzel- 
quadratfl 

a^  -  (a»  _  2h)x*  +  ft*  =  0  , 
folglich 

x,*  +  a:^*  =  o*  —  26  ,    x^x^  =  ^  ,    x^  -\-  x^  •=  —  a  . 
Wegen  der  Identität 

(all  —  x^y  =  (a:,  +  a;,)*  —  43713;^ 
erhält  man 

Xi  —  x^='  +  l/a*  —  46 . 
Daneben  ist 

a;,  +  ^  ""  —  "  j 
folglich  wieder 

*!  und  a^  —.--(—  a  -j-  Ya'  —  46)  . 
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§  280.    Die  Hetliode  der  WarzelBaiuiiie  nnd  Wnrzeldiffereiiz  nach 
Hamlnger. 
Um  die  qnadratisclie  Gleichui^ 

x^  -i-  ax  -\~  b  ^  0 
&nfza\ös6n,  setze  man 

a;,  =  y  +  2 , 
Xi  =  y  -  2, 
oder,  wie  aich  hieraus  ergibt, 

Xi  -\-  x,  =  2y  , 
Xj  —  x^  =  2z . 
Maa  setze  die  angenommenen  Ansdrticke  ein  in  die  Binomial- 
factoren 

(i-I,)(:r-l,)-0, 
also  » 

[J-  (!/  +  .)). l»:-(ff-.)]-0, 
oder 

3^  -  2yx -\-(i/  — !!')■=  0. 
Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  der  vorgelegten,  so  erhält  man 
aus  der  Ve^leichung  homologer  Coefficienten 

y  =  —  2  o  ,     f  ~  0-  =  h  , 

2^=\  (o*  -  46)  . 

Dem  gemäss  ist 

a^i  +  ^2  =  2j/  ^  —  a , 

a;,  —  X,  =  2^  =  +  J/ «*"^^ö  . 
Aus  diesen  beiden  Gleichongen   ündet  man   durch    Addition    und 
Subtraction  wieder  die  Wurzelwerthe  der  vorgelegten   Gleichung, 
nämlich 

§  290.    Eine  andere  Methode  der  Wurzelsninme  nnd  Wnrzeldilferenz. 
Um  die  Gleichung 

x'-\-ax-^b  =  0 
aufzulösen,  setze  man 
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^i  +  ^^-^y, 

Xi  —  x^=  z  . 
Hieraus  folgert  man  durch  Addition  und  Subtraction 

Man  anbstitnire  diese  Ausdrücke  in  die  gegebene  Gleichung,  wie  folgt: 

(S  —  ^y  +  2«(y  -e)  +  ih  =  0. 
Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhält  man 
y*  +  2*  +  2ay  +  4&  =  0; 
durch  Subtraction 

2yz  +  2a2  =  0. 
Da  B  nicht  Null   wird,   wenn  nicht  die  beiden  Wurzeln  einander 
gleich  sind,  so  folgt  aas  der  letzten  Relation 

y  +  a  =  p,    y a, 

und  aus  der  Torhei^ehenden 

Demgemäss  findet  man 

^x  =■  I  (y  +  ^)  =  -  2-  a  +  -2  Va'  -  4i  , 
^■i^-f  0-  a)™  — -J-a  —  yl/a'-^fc. 

§  291.  Combinationsmethode  von  Lagrange*). 
Eine  andere  Methode,  die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
durch  Substitution  einer  linearen  Function,  welche  alle  Wurzeln 
umfaast,  die  Wurzelwerthe  zu  bestimmen,  ist  von  Lagrange  ge- 
geben worden.  Das  IMncip  dieser  Methode  ist  schon  &üher  in 
dem  allgemeinen  Theile  (§  47)  auseinander  gesetzt.  Sie  möge  hier 
auf  die  Auflösmig  der  Gleichung 

x*  +  ax  +  b  '=  0 
angewendet  werden. 

*)  Lagraoge,  Sor  la  r^olntion  des  ^quations  algübriques,  Traitä  de  la 
räiolntion  des  äqufttioDB  nnmäriqueB  de  tous  lea  degräs.  Note  XIII.  §  30. 
Farii  ISOe.    Haa  vergl.  auch  §  47. 
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Man  hat  hier  n  =  2,  also  gleich  einer  Primzahl    Ist  a  eine  Wnrzel 
der  Hfilfsgleichong 

a*  _  1  =  0 , 
so  substituire  man 

y  =  a:,  +  ax^ . 
Daraus  ergibt  sich 

2  ^  y*  ■=  a^i*  -[-  «j'  +  2ax,x^  ■ 
Sind  Ug,  Ug  symmetrische  Functionen   der  Wurzeln,   die  in  diese 
Entwicklung  von  s  eintreten,  so  ist 

Ä  =  «0  +  «1«, 
also 

Mo  =  «j*  +  %* ,     «1  =  2x,x^ . 
Demnach  ist  ii,  =  2b,  und  weil  die  Wurzeln   der  HQlfsgleichung 
a*  — 1=0  der  Reihe  »ach  1,  «==  —  1  sind,  so  ist  mit  Berücksich- 
tigung der  Gleichung 

«-(-o)-  +  (», -I)».4-Co,>-l)«,  +  ..., 

x,  -{-  x^    =  yV, ,    e,  =  ( —  a)' , 
Xi  +  aXi  =  Ye^  ,    ?j  =  o*  —  46  . 
Daraus  folgt 

a:,  =  lfcg"J^  =  i.  (  _  a  _  y'-„»  ^^U)  . 

§  292.  Die  Tnwnmetliode  von  Van  dermo  nde*). 
Es  ist  in  §  37  bereits  mitgetheilt,  dass  Vandermonde  in 
den  damals  bekannten  ÄnflßsnngsmethodeD  der  Gleichungen  der 
ersten  vier  Grade  ein  allgemeines  Princip  dieser  Methoden  darin 
entdeckt  zu  haben  glaubte,  dass  sich  die  Worzelformen  in  einem 
und  demselben  Typus  ausdrGcken  lassen.  Als  einen  solchen  stellte 
er  die  Form 

X  =  i[(==i  +  ^  +  ^s  +  ■  •  •)  +  V^i  ■\-aXt-\-ßx^  +  ---Y 

+  VC^  +  a'x,  +  |J»a:,  +  ■  ■  0  +  >^  (^,  +  «'3^  +  ^'a^  +  -)■  +  -] 

*)  TaDdermonde,  Häm.  am  la  räsolotioa  de«  ^nalione.  H^m. de  ruad. 
roy.  anaäe  17TS.  Parii  1774.  Man  Tergl.  anch  Lagran^e,  Traitä  et«.  Note 
XIU.  §  40. 
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auf,  wo  a,  ß,y  .. .  die  complexeii  Wurzeln  der  Gleicliiing 

a"  -1  =  0 
bezeichnen.  Das  Princip  besteht  also  darin,  dass  der  analytische 
Ausdruck  der  Wurzeln  einer  Gleichung  eine  Function  dieser  Wurzeln 
sein  muBS,  von  der  Beschaffenheit,  dass  derselbe  ohne  Unterschied 
jede  der  Wurzeln  vertreten  kann  und  welcher  zugleich  aus  symmetri- 
schen Functionen  der  Wurzeln  besteht,  so  dass  sich  der  Ausdruck 
zugleich  in  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung  wieder- 
geben lässt. 

Indem  Vandermonde  die  bekannte  Auflösung  der  Gleichung 
zweiten  Grades  prüfte,  bemerkte  er,  daas  'in  der  That  die  Wurzel 
von  der  Form 


2 

sei  Wegen  der  TJobestimmtheit  des  Vorzeichens  des  ßadicals 
stellt  dieser  Ausdruck  sowol  den  Werth  x^  als  x^  dar,  und  zugleich 
lassen  die  Grössen  x^  -\-  x^  nnd  x,  —  x^  sich  durch  die  Coefficienten 
a  und  b  ausdrücken.     Denn  man  hat 

Xi~\-  x^^  —  a , 
{xi  —  x^y  =  (xi  +  ^g)*  —  ix^Xg  =  a*  —  46 , 
woraus  sich  die  bekannte  Auflösung  ei^bt 


III.     Von  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen. 

§  293.    Methode  von  Laplace'). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

Man   suche  a  priori  eine  Function   der  Wurzeln,    deren   Be- 
stinunong  nur  von   der  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung 
abhängt.     Die  einfachste  Annahme  würde  sein 
e  =  1x1  -i-  mx^  +  nxg , 


*)  Laplace,  Le^ons    de  mathäm.  donn^ee  &  l'toile  normale   en  1' 
re-  302. 
Lacroii,  CompUment  dea  älämeng  d'alg^bre  g  16.    Paris  1804. 
Francoenr,  Cootb  de  mathäm.  T.  II.  pg.  ITl.    g  689.    Paris  ifiST. 
Blomstrand,  De  methodis  praecipuis  etc.  X.    Landae  1847. 
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wo  X,,  Xj,  Xg   die  gesuchten  Warzeln,  i,  m,  n  noch  näher  zu  he- 

stimmende  Grössen  sind.    Yariirt  man  die  Function,  so  erhält  man 

im  Ganzen  sechs  Variationen: 

Ixi  +  rnZf  +  nx^ ,    Ixi  +  mx^  -\-  nx^ ,  ' 
Ixg  +  mxi  +  na:, ,     Ix^  +  mx^  +  nx^ , 
Ix^  +  "»^i  +  "3^  j     ^*g  +  warj  +  "*i  • 

Die  ResolTente  in  2  muss  also  vom  sechsten  Grade  sein.     Damit 

dieselbe  auf  eine  quadratische  Form  gebracht  werden  kann,   musa 

sie  auf  die  drei  Glieder 

^  Jf~  Ai^ -{- B  <=  0 

reducirt  werden.     Die   sechs  Wurzelwerthe  dieser  ßesolvente  sind 

alsdann 

Man  nehme  an  es  sei 

e^  =  IXi  +  mx^  +  nx^ , 
«j  ^  1x2  4*  w*!  +  "^  > 
und  weiter  die  Qbrigen  Variationen 

Ixg  +  mXi  -f-  nXf  =  Ji  {Ixj  -\-  mx^  -\-  nx^)  , 
Ix^  +  mx^  +  **^i  =  Ji  (f  2;^  +  mx^  +  w*s) » 
ia^  +  '"^s  "f"  "^1  ^  Ji{lxi  -\-  mXj  -{-  na:,)  , 
IXi  +  ma^  +  n^a  =>  J^O^s  +  '"^i  +  "^)  ■ 
Dieselben  sind  so  zu  combiniren,  daes  keine  der  drei  Wurzeln  den- 
selben Coefficienten  erhalte.    Durch  Ttansposition  erhält  man 
{l  —  Jinjx^  +  (m  —  J^T)Xi  +  («  —  J,m)«j  =  0  , 
(l  —  JiHJXj  -\-  (m  —  JiO^  +  (**  —  JifnjXi  =  0 , 
(l  —  J^'m)x^  +  (»M  —  <^i^)^3  -{-  ('*  —  Jit)x^  =  0  , 
(i  -  J,m)x,  +  (M-  J,n)x,  +  (»  -  J,l)z,  -  0 . 
Da  diese  Gleichungen  unabhängig  von  den  drei  Warzeln  sein  müssen, 
so  müssen  die  Coefficienten  derselben  einzeln  verschwinden,  woraus 
die  Werthe  der  unbestimmten  Coefficienten  l,  m,  n  gefunden  werden, 
nämlich 

l  =  J,n  ,     m  =  Ji'n  =  J^n  ,    n  =  J^^n  . 
Die  eine  Grösse  n  ist  also   willkürlich  und  kann  gleich   1  an- 
genommen werden,  so  dass  man  erhält 

l  ^  Ji ,     m  =  Jj ,     K  =  1  , 
Die  Coefficienten  I,  m,  n  sind   also  proportional   den,  drei  Kubik- 
wurzeln der  Einheit  und  folglich 
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?,  ==■  JiX^  +  J^x^  +  x^  , 

In  diesen  SabBtitntioiieii  erkennen  ivir  sofort  den  Typus  (10).  Die 
Gleichung  in  g  erhält  demnach  die  bestimmtere  Form 

Entwickelt  mau  diese  Gleichung  nach  Potenzen  von  z,  so  erhält 
man  mit  Berücksichtigung  der  Relationen 

J,»  =  J^s  =  1 ,     J*  =  J^,    J»'  =  J, ,     Ji  +  J,  =  -  1 , 
die  Gleichung 

!fi—[^{x{^-\-X^-\-X^~\-QXiX^X^  —  Z{x^X^-\-  XtX^*  -\-  Xi*3^-\-  X^X^^ 

+  V^  +  a^V)]2*  +  (*i  +  «ä  -I-  a^)*  —  3(a:i«,  +  aijXj  +  a;Ba;,)— 0, 
oder  mit  Hülfe  der  Sätze  über  die  symmetrischen  Functionen  und 
unter  Beachtung  des  ümstandes,  dass  wegen  des  Fehlens  des 
zweiten  Terms  der  vorgelegten  Gleichong  x^  -^  x^  ■\-  x^  •=  d  ist, 

««  +  27g«»  -  21p^  =  0  . 
Hieraus  findet  man  jB,  und  e^,  und  die  Wurzelwerthe  x^,  x^,  x^  aus 
den  linearen  Gleichungen 

3^  4-3^  +  3^=0, 
J^Xi  +  JEa:s  +  ^  =  «i, 

Dieselben  sind: 

Die   bikubiscbe   Besolrente    liefert    genau    genommen    sechs   ver- 
schiedene Werthe.     Um  zu  prüfen,  ob  man  die  richtigen  gewählt 
hal^  müssen  sie  offenbar  die  Gleichung 
«,  «j  =  —  3p , 
und  die  drei  Wurzelwerthe  x^jX^yX,,  der  Gleichung 


erfüllen. 

UKUhl*M«ii,  Oraudiillge  d.  ut.  n.  mod.  Algebra. 
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§  394-.  Methode  derAoflÖBong  der  voUstäudlgen  kablschen  OleiclmnK 
nach  Lagrange*). 
Die  TOigelegte  GleichuDg  sei  nuninebr 

a^  +  ax^  +  bx  -{-  c  =  0 , 
und  ihre  Wurzeln  x„  a:„  Xj.    E8  werde   die   in   §  47  entwickelte 
Methode  angewandt.    Man  hat  hier  n  ^  3 ,  also  gleich  einer  Prim- 
zahl, und  man  substituirt  den  Typus  (10) 

y  =  a;,  +  J[  r^  -[-J^x, , 
worin  die   drei  Coefficienten  die  drei  Wurzeln  der  Hfilfsgleichung 

a*  -  1  -=  0 
sind,  also 

«■-1,  «.»J.  —  i  +  iY=i,  ■H=J.''-i-^V=s- 

Hierans  etgibt  sich  nun  die  Function  e  ^j^,  nämlich 

wo 

«0  =  a;/  -f  V  +  V  +  6a;,3^!C, , 

M,  =  S{x,'Xf  -\-  X^X^  -f-  X^X^  , 

t(^  ■=  ^{x^x^  +  x^x*  +  ajja:,*) , 
zu   setzen,    und   für   a   einer   der   Werthe   a^,  a^,  o,    einzusetzen 
sein  wird. 

Die  Grossen  u,  und  u,  sind  nun  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
vom  zweiten  Grade,  also  der  Gleichung 

«'  —  («1  +  Mj)«  +  «l»«!  =  0 , 

oder 

u*-\-Au-\-B  =  0. 
Die  Coefficienten  A  und  B  sind  hestimmbare  rationale  Functionen 
der  Coefficienten  a,  b,  c,  man  findet  in  der  That 

—  .4  =  «,  +  Wg  =  ZS(x^''Xi) 3afc  +  9c, 

JJ  =  «,,(^  =  9Z{x,'x^)  X  2:(x^x/) 

=  9[x,x,x^£(x,'^  +  Zix,^)  +  Sx*x^^x/] 
=  9{_h^  +  a'c  —  Gabe  +  9(^] . 
Die  Besolvente  ist  demnach  (VIII.): 

„»  -f  Z(ab  —  Bc)u  +  9(6*  +  a'^c  —  Gabe  +  9c*)  =  0  . 

*)  Lagrange,    Sar   la  räsolution   des   äqnations  alg^riqaeB,  dang  son 
TraiU  etc.    Note  XIll.  §  81. 
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Es  ist  nun  allgemein 

«  -  (- a)' +  (a  -  1)«,  +  («>  -  1)«,  , 
also,  wenn  man  für  a  der  Beihe  aach  «  ^  1,  Ji,  J^  einsetzt, 

',  -  (-   «)■  +   «    -    1)",   +   «  -    1)«.  , 
».  -  (-  «)'  +   «  -   1)  ",   +   (J.    -    1)».  . 

Zur  BeBÜmmnDg  der  Wurzelwerthe  x„  x,,  x^  hat  man  jefett  die 
drei  linearen  Gleichungen 

a:,  +  *a  +  a;j  ^  —  o  =  yu^  +  "i  +  "x » 

Xx  +  j^i^ + Ji^^ =>^ — fw^+jjür-f^i»«  • 

Daraus  findet  man  mit  leichter  MOhe 

a^=.l{-  a  +  J;  V^T  +  J.V^)  ■ 
Nach  Lagrange  kann  man  noch  einfachere  Ausdrücke  mittels  der 
Gleichung  in  e  erbalten,  welche  ebenso   wie  diejenige  in  u  vom 
zweiten  Grade  ist.    Angenommen  sie  sei 

i^^Mz  +  N'-O. 
Um  die  GoeHcienten  M  und  N  zu  bestimmen,  beachte  man,  dass 

wo  «,  und  «j  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  bezeichnen.    Da 

«,  -  -  o>  +  (j;  - 1)«,  +  (/,  -  1)», , 

»,  =  ~  a"  +  (J,  -  1)»,  +  (J,  -  1)«, , 
so  findet  man  hieraus 

M—-~(l,  +  t,)  =  2a'  —  3A, 

N—i,i,  —  a'  +  Sa'(..,  +  »,)  +  3(«,  +  «,)•  —  Si^ii, . 
Die  symmetrischen  Ftinctionen  von  u  können  ans  den  heiden  Coeffi- 
cienten  der  Gleichnng  in  ii  gefunden  werden.    Man  erhält 
M—2a'~!)ah  +  27e, 
Jf— (o>  — 36)"; 
folglich  die  Besolvente  VJU: 

j"  +  (So'  —  Sah  +  27c)«  +  (a'  -  34)'  —  0  . 
61' 
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§  295.    Die  Formeln  von  VaEdermoade. 
Das  bei  der  Äaflösnng  der  quadratisclieii  Öleichni^eu  an- 
gewandte  Princip   von  Yandermonde   läesi   sich   auch    auf  die 
kubisclLen  Gleichungen  übertrafen.   Die  Wurzelform  ist  hier  ebenso, 
nämlich  allgemein 

*  - 1  [(».+»:.+»:,) + vtS+ Ji«i+?Ä)'+VR+ Ji^+J.'!.)']  ■ 

In  der  That  wird  dieser  Ausdruck  gleich  x,  oder  x^  oder  x^,  je 
nachdem  man  die  beiden  Radicale  mit  den  Kubikwurzeln  der  Ein- 
heit der  Reihe  nach  multipUcirt.     Es  ist  nämlich: 

«1  =  y  [(^  +  a^ä  +  ^)  +  (a;.  +  Ji  Ä»  +  ^.a^}  +  (a^i  + /i*«^  +  .^/Ks)]. 

!02  =  ji{^i+^»  +  ^s)+'r,ix,-^J,x,-\-J,x,)+J,%x,-^J,%-\-J,%], 

Die  ganze  Schwierigkeit  dieser  Methode  besteht  also  nur  darin, 
dasB  man  die  Radicale  in  Functionen  der  Coefßcienten  a,  b,  c  der 
vorgelegten  Gleichung  auszudrücken  hat     Es  ist  nun 

(Xi  +  j^x^  -f  JiX^y  =  x{*  -\-  V-+  V  +  6x^3^x3 

- 1-1/-1  (a^  -  Xt)(x^  -  XsXx^  -  x^) 
=  -  I  (2«'  -  9aft  +  27c)  _  |/3D;  , 
und 

ix,  +  J^x^  +  J.x^f i  (2a'  -  9at  +  27c)  +  |>^Ä  • 

Man  gelangt  also  zu  den  bekannten  Formeln  von  Lagrange. 

§  296.   Methode  der  SabBtitatiQii  einer  qoadratiaclien  Function  der 
Wurzeln. 

Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 
a:*  -|-  aa?  +  &a;  -[-  c  ="  ö  , 
Man  substituire  die  Combination 

Z  ""  X,X^  +  J^X^X^  •\-  J^XgXi  . 
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Variirt  man  auf  alle  möf 
und  </j,  BO  erhält  man 


che  Arten  die  Wurzelproduete   mit  J^ 

+  JfX^X^  +  J^X^Xg  , 

■^J^x.^x,  +jIx,x^, 
+  J^XgXj  +  ''i^^r, , 

+  JiX,X^  +  JlXjXj  , 
■  JiXiX^  .  . 

Wurzeln  einer  Reaolveute 


Jj2j  =  X^Xi  ■ 

Jj  5j  =  XjX^  +  Jja^a:!  - 
Diese  sechs  Ausdrucke  sind  demnach  ( 
von  der  Form 

i^  +  Ag^  +  B  =  0. 
Man  erhält  dieselbe  mit  Coefficienten  als  Functionen  der  Wurzeln 
Xi,Xj,Xg,  wenn  man  die  Gleichung 

[^—(x^X^-\-J,X^Xf  +  J^X^Xi)^]  .  {^  ~{XiXi-\-JiX^X^-\-J^X^^'^=^0 

entwickelt.    Man  hat 

—  A^{x^x^-{-  JiX^x^  +  J^x^XiY  +  (3=1  «ä  +  t^giCja^  +  «'la^aa;!)' 
=  26*  — 9o6c  +  27c*, 
und 

B  =  (all  Ig  +  J^x^x^  +  Jga;j3;,)'  ■  {x^^x^  +  /jaJaa^  +  ^i^^^:,)* 
=  {V  -  3oc)' . 
Demnach  iat  die  ReaolTente 

«"  -  {2¥  -  itaöc  +  21c^]f'  +  (&»  —  Zacf  =  0  . 
Hieraus  findet  man  e^  und  ;!?, ,  und  es  lassen  sich  die  Wurzeln  der 
Torgel^ten  Gleichung  berechnen  aus  den  drei  Gleichungen; 

XyXi  -\-  X^X^  -\-  X^X^  =  &, 
XtXf  +  JfX^Xg  +  J^i^^Xj  =  Zi  , 
XiXj  +  J^XgX^  -\-  J^X^Xi   =  z^ . 

Durch  Addition  ergeben  sieh  nämlich  die  Producta  x^x^^x^x^  und 
x^x^;  dann  ist 

a;,  =  —  {x^Xi .  XjXi)  :  e , 

Xi-='—{x,Xi.M3Xs):c, 

§  297.  Methode  der  SabsUtation  der  Factoren  der  Eedacente  (16)11. 

Wenn  man  die  Reihe  der  Reducenten  (5)  bis  (18)  in  §  79 

in  ihren   typischen  Darstellungen  überblickt,    so  wird  man  leicht 

darauf  geführt,  dass   nur  diejenigen  Wurzeltypen  auf  eine  Resol- 
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Tente  zveiten  Grad^  fahren,  welche  die  Form  eines  Productes  oder 
einer  Summe  zweier  tJutertypen  annehmen  können,  also  die  Redii- 
centen  (6),  (7),  (8),  (9)  und  (16)11,  von  denen  die  Untertypen 
beziehungsweise  vom  ersten,  zweiten  und  dritten  Grade  sind.  Femer 
wird  man  bemerken,  dass  diejenigen  Wurzeltjpen,  welche  nur  in  der 
Form  eines  Productea  dreier  Untertjpen  auftreten,  z.  B,  die  ßedu- 
centen  (11),  (14)  and  (17),  nur  wieder  anf  eine  kubische  Resolvente 
führen,  wodurch,  für  die  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung  keine 
wesentlichen  Vortheile  erzielt  werden. 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

x'  -\-  aa?  +  fca;  +  c  =  0  . 
Mau  Bubstituire  jetzt  auch  noch  den  Untertypus 
By  ^  x^x^  -\-  x^x^  -\-  x^x^ , 
z^  =  x^x^  -\-  XfXg*  +  ^a^^i*  ■ 
Alsdann  sind  z,  und  s^  die  Wurzeln  der  Kcsolvenbe  VIIL: 

z^  +  {ab  —  ;i  c)x  +  (6»  +  a^c  —  Gabe  +  9c")  •=  0 
Setzt  man 

—  ß"  +  Sah  —  9c  =  2g , 
so  findet  man 

*l   +  *i  +  ^S  ■=   —  '^  j 

iPi  +  ^i^i  +  •j'i^i = ]/^+  4  ''2*»  +  -3-  '^1^^  • 

Aus  diesen  drei  linearen  Gleichungen  können  die  Wurzeln  einzeln 
berechnet  werden. 


§  298.   Methode  der  Substltatioii  der  üntertypen  der  Rednoente  (7). 
Dividirt  man  den  Typus  der  Reducente  (7)  durch  das  Product 
(x^  +  JiX^  +  J,'x,){x,  +  J,x,  +  J^x,)  , 
so  erhält  man  die  Form 

X,  a;,  +  J',  j;,  x,  +  J,  Xi  .r,         x,  a^  +  Jj  ^1  J's  +  Jj  '^i  ^i 

Setzt  man  den  ersten  Untertypus  gleich  jJj,  den  zweiten  gleich  ^, 
so  wird  gemäss  §  143,  8: 
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(o*  -  36)2*  +  (o6,-  9c)r  +  {P  —  3oc)  =  0 . 
Äug  den  beiden  Untertypen  folgt 

Xj  —  »,  ,x,  —  z,         ■■ 

undsomiidasTheoTem:  Die Warzeln  einer  kubisctien Gleichung 
und  ihrer  ResoWente  TOn  der  Corariantenform  sind  einan- 
der äqaianharmonisch  zugeordnet.  Sucht  man  die  Wurzeln 
Xi ,  Xf,  Xg  aoBzudrÜcken,  so  kann  diea  mit  Hülfe  identischer  Gleichungen 
geschehen,  die  wir  der  Einfachheit'  wegen  in  folgende  abgekürzte 
Formen  bringen: 


_  {''Il±±)±I>  J.V  ja' -  Sh)(Si,  +a) 


(8/,  +  o)  -     J,  Via'  -  3b){Sz,  +  a) 


{az,  +b)  +  ^.J,  y(a'-36)(8^i  +  a) 
X^=,—  -  3.  •  .        ■ 

(3^,  +  a)  -     J,  Yia'  -  a&)(8a,  +  a) 
Zahlenbeispiel.    Gegeben  sei  die  Gleichung 
«»  — 6«*  — 12a:+  112=.0. 
Die  Besolvent«  ist 

e*—l3B  +  m  =  0, 
?,  =  10 ,    2j  =  3  . 
Man  findet  nun 

i,  —  -4,    ^  —  5  —  V^^  ,    a^  =  5  +  1/=^  . 
Endlich  ist 

a^. -^  ■ «. -^  'x  " 

Jg.  — a=i  .  ^jr  '»  =,  _  T 

g  299.   Methode  der  SabsÜtatlon  des  Typus  (14)  nach  Blomstrand. 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

a;*  +  ax^  -\-hx  -\-  c  =  0  . 
Man  nehme  an,  es  sei 
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Diese  Function  kann  nnr  zwei  Terschiedenc  Werthe  annehmen,  den 
vorstehenden  und  den  folgenden:  ^ 

_«,'  +  <rj3i'  +yiV    , 

Um  die  Gleichung  in  z  zu  bilden,  suche  man  die  Summe  und  das 
Prodact  der  beiden  Functionen.     Man  findet 
,  2a*  — lab  4-9c 

£s  ist  nämlich  der  gemeinschaftliche  Divisor  der  Quotienten 

(x,  +  J.jj  +  J^x^yx,  +  J^Xs  +  /.^a)  ^a'  —  3b, 
und  weiter 

(x^  +  /ja:,  +  J,x,){x,''  +  Ji^:,*  +  J,a^,*)  =  x^"  +  x/  +  a^," 

(a;,  +  J,x,  +  J,a:,)(a;,»  +  J,x,>  +  J,  V)  =  ^i'  +  ^.'  +  ^' 
+  Jtix^x^'  +  Sja:^*  +  a^jj;!*)  +  Ji(a;i*a;,  +  x^^x,  +  a^'a;, , 
folglich 

_f,    I  -  ■)  =  g(x.'+x,'+.r.')-(Xi j:,'+-f . 'x^+J, j:,'+J:. ■■ra+a:,a:.'+».'.c.> 
^  '"'"   ''  j:," +  !,'  + Xj'  —  :r,a:,  —  a!,a^  —  jT^aTi  ' 

oder 

,       ,       .  2fl'  —  lab  +  9c 

Femer  ist 

S,  -  i:(.X,'x,*i         n*  —  4a't  +  6ac  +  6» 
^.^i--- ^-,-_-36 ar^Tb—- 

Man  erhält  also  die  ßesolTent«  IS.  in  der  Form 
(o'  —  3by  -  (2a'  -  706  +  9c)»+  (o*  -  ia'b  +  Sac  +  V)  —0. 
Hieraus  findet  man  B,  und  2j .    Um  X  zu  bestimmen,  gehe  man  aus 
Ton  der  Annahme 

a;'  +  »I  +  («  +  y)  —  0 , 
und  transformire  die  gegebene  Gleichung  so,  dass  die  beiden  mitt- 
leren Glieder  Terschwindeu.    Die  Bedingung  ist  (§  172): 

ü*  +  P«  —  «(»  —  «)  —  21]!/'  +  Ps'  —  (2(1»  —  2o'  +  4i))} 
+  iC*  —  a«  +  6)  +  0(3»  -  2a)])  +  [g"  -  (n«  —  o"  +  2t)}" 
+  Ibiif  -  ai  +  h)  +  c{St—2a)]ci-  c(i'  —  ae'  +  hi  —  c)—0. 
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Fühlt  man  die  Keduceote  (c  =  ^  •=  0  ein,  so  erhält  man  die  Resol- 
vente IX  und  die  Reductrte 

f y  {az  -  a»  +  2t)'  +  c{z>  _  «/  +  j^  _  c)  . 

Demgemäss  ist 

«1*  +  «a^i  +  y  (a«  -  a"  +  2i)  +  v^  —  0 , 

^t  +  «*i  +  y  ifls  —  o*  +  26)  +  j;  V^  =  0 , 

3^»  +  2a^+|-(a^-o*+2&)  +  J,v^  =  0. 

Multiplicirt  man  die  zweite  mit  J^,  die  dritte  mit  cT,  nnd  addirt 
alle  drei  Gleichongeji ,  so  erhält  man  in  der  That  die  Functionen, 
welche  ftlr  z  angenommen  sind,  und  die  drei  Wurzeln  der  vor- 
gellten  Gleichung  lassen  sich  mit  Hülfe  von  anderen  quadrati- 
schen Gleichungen  finden. 

§  300.    Hfltliode  der  Snbstitation  des  Typus  (15). 

Um  die  vollatändige  Gleichung  aufzolösen,  nehme  man  an,  es 
sei  die  Fonction  der  Resolvente 


(', 

+  J,»i 

+  J,i.V 

,  +  .',^ 

+A«. 

(«, 

+  /,^. 

+  •?,'.)' 

Qod 

(gl  ■    .  _  ■    ._ 
t  +  J,«I  +  J.a 

Um  die  Besolrente  in  g  zu  bilden,  suche  man  die  Werthe  Zx  ~l~  '^i 
und  Hxt^.    Man  findet  mit  wenig  Mühe 

g.e,  — »  a*  —  36  . 


'1  -r  '»  —  o'~36 

£a  ist  nämlich  wie  vorhin 

(x,  +  /iZ,  +  Jja^)(a;,  +  Jiij+  Jj^s)  =  o'  —  36  , 
und  weiter 

(«,  +  Jia;j+ Jja^)(a:i+J,(C,+j;a;3)'  =  V  +  a;s*  +  a:3*  +  6a;iar,T3 

(«,  +  J,a^  +  JiX^{Xi  +  t^sa:,  +  J,a^)*— a;i*  +  a:/  +  «3'+6j:,3:^3:, 

+  3Jg(a!,*a^  +  a;,*«j  +  X^Xx)  +  3  Ji(x,a^'  +  x^x^  -\-  x^x^*)  . 
Hieraus  und  aus  den  Subetituirten  ergibt  sich 
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^1  +  ^i 

^a(j:/+j.'+j-,')  +  12j|:c..r,  — (.7:,ar,*+3^*.r,+a;,'a^+j'iJ:,'+i^'+3^'.r,i 
"  «i'  +  ■^'  +  «,'"—3^1«,  —  a^a-,  —  a',«, 

gff'  —  9ab  +27C 

~  a>  —  3& 

Die  Resolvente  ist  in  Uebereinstimmung  mit  S  die  quadratische 
(o'*  -  3fr)**  +  (2a'  -  dab  +  21c)e  +  fo*  —  3&)»  =  0 .     . 
Hat  man  hieraus  die  Werthe  a^  und  ü^  gefunden,   so  bleibt  noch 
die  Bestimmung  der  Wurzeln  XuX^jX^  übrig.     Zu  diesem  Zwecke 
gehe  man  aus  von  der  Annahme 

i  +  (»+i»,)V^  +  |(.,  +  a)-0, 

oder  nach  der  Form  der  Substitution  von  Bezout: 

^  +  -J't  8(l+>^) 

Da  }/  k  drei  Terschiedene  Werthe  bat,  so  gibt  es  auch  drei  ver- 
scbiedeue  Gleichungen  der  vorstehenden  Form,  nämlich 

^1  +  (^i  +  T  '*)  V  Ä  +  y  (^.  +  o)  =  0 , 

^*  +  (^.  +  |^.)J'iT//'+  J-(^.  +  «)  =  o, 

Multiphcirt  man  die   erste  mit  J^,  die  zweite   mit  J^  und  addirt, 
so  erhält  man 

(a:,  +  J,Xi  +  ^,3:3}  +  (a:^  +  J^x^  +  J,  x^)  V.Ä  =  0  . 

Äddirt  man  ohne  Weiteres  die  drei  Gleichungen,  so  erhalt  man 

(I,  +  x,  +  i,)  +  (»,  +  J,x,  +  J.xfVh  +  (,,  +  „)_  0 . 

Setzt   man    aus    der  TOrhergehenden  Gleichung  den  Werth  von 

y  h ,  nämlich 

in  die  letztere  ein,  so  resoltirt  in  der  Tliat  die  angenommene 
Fmietion 

(»,  +  J,J',  +  J.J-.l' 
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Es  bleibt  Docb  übrig  y'/i  zu  bestimmen.     Man  gebe  aus  vou  der 
Relation 

(,  3X+,,  ; 

und  entwickele  nacb  Potenzen  von  x^  also 

^^         1-A         ^^^  3(1-/.)         ^^^        27(1  -Ä) 

Vergleicht  man  die  homologen  Coe^cienten  dieser  und  der  ge- 
gebenen Gleichung,  so  findet  man         • 

und  X  aus  der  Gleichung  ersten  Grades 

a;  +  (a:  +  1  ^,)  ]/;--^  +  |  (i'.  +  «)  =  0  . 

§  301.    Hethode  der  WnrzelBiinunen  der  varUrtea  Olelohang. 
Um  noch  zu  zeigen,  dass  die  Wurzeltypen,  welche  sich  auf 
drei  Untertypen  zurückfllbren  lassen,  nur  eine  Resolyente  dritten 
Grades  geben,  suchen  wir  die  Gleichung  der  drei  Wurzelsummen  von 

a^  +  a:^  +  fea;  +  c  —  0  , 
und  um  diese  für  eine  Auflösui^  geeignet  zu  machen,  die  Gleichung 
der  Wurzelaummen  der  vaiürten  Gleichung 

x'^  +  "'s:'*  +  ^*'  +  y  =  0  . 
Man  Bubstituire  zu  diesem  Zwecke 

xi  +  x;  =  (/, , 

Xi  +  a;»'  =  ys  ■ 
Die  Grössen  y^ytiVt  sind  also  die  Wurzeln  der  Gleichung 

y»  +  2ai/  +  («»  +  ß)y  +  («^  -  y)  =  0  , 
oder  der  EOrze  wegen 

^  +  Af  +  lly  +  C-0. 
Man  führe  die  Reducente  (8)  ein,  setze  also  B* — 3^f7=0.    Dies 
gibt  die  Reeolvente  VI.: 

(o"  -  Zh)if  +  \  (2ii»  —  Toi  +  9c)» 

+  V  (»'  -  4«''  +  Oo»  +  '',1  =  0. 
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und  die  Gleichung  in  y  läset  sich  onf  eine  rein  kubische  reduciren 
bezüglich  —  vermehrt  um  eine  Couetante.  Mittels  eines  der  Werthe 
von  e  erhält  man  yi,ya,ya  und  somit  durch  Auflösung  der  drei 
linearen  Gleichungen  die  Wurzeln  der  Tuürten  .Gleichung: 

^i'  -=  |-  (l*.  +  ff*  —  Sa)  , 

<  =  Y  (tfi  -  y*  +  !/>) , 

■  <  =  yt— 2/1+ ffs +  !/!)■ 

Fahrt  man  die  Wurzeln  der  gegebenen  kubischen  Gleicbongen 
wieder  ein,  so  resultirt  endlich 

«1  =  «  +  ^  (y.  +  ffü  ~  J/a)  , 

«»  =  «  +  Y  (*'  ~  y*  +  ^s)  , 

a^  — «  +  Y(-yl  +  y*  +  y!)• 
g  302.    Methode  der  Wnrzelprodacte  der  varilrten  Qleichimg. 
Bildet  man  ans  der  voi^legten  Gleichung 
a^  +  aa^  -j-hx  -{•  c  =0 
die  Variirt«  und  hiervon  wieder  die  Gleichung  ihrer  Wurzelproducte 

Xi'x,'  -=  y, ,    «i'a^'  ■=  f/i ,    «»'<  ™  !/s , 
so  erhält  man 

y*  —  /Sy*  +  «yy  —  y*  =  0 , 

oder  kurz 

y'  +  Af  +  By  +  C-O. 
Mit  Anwendung  der  Reducente  (6)  ^*  —  32?  =  0  gelangt  man  zur 
ReaolTente  II; 

(!•■  -  3S)»'  +  (ab  -  9»)«  +  {6'  -  Zac)  —  0  . 
Die  Gleichung  in  y  läset  sieb  nun  mit  leichter  Uiüie  auf  den  Kuhns 
einer  zweitheiligen  Grösse  bringen,  und  es  wird 

»1 Y  ^  +  1 , 

9, y  ^  +  lJi, 

y, Y^  +  l^!- 
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Nim  ist  der  Annahme  entsprechend 

folglich 

«i'  — —  yJ/iÄr    <=■  — yyiS).    *,"-  — yy^ys. 
und  endlich 

^^«  —  J'i  »!:>'. 

3^  — *-?*¥!  =  y- 
IV.  Von  der  Anflösung  der  biquadratischen  Gleicbuugen. 
§  303.  Hetbode  von  Laplaoe*). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 
X*  +  px^  -{-  qx  +  r  '=0. 
Man  suche  a  priori  eine  Function  der  Wurzeln,  welche  von  einer 
Gleichung  abhängig  ist,  die  entweder  von  einem  geringeren  Ordnungs- 
exponenten ist  oder  sich  doch  leichter  auflösen  läset  als  die  vor- 
gelegte.   Man  wähle  dazu  die  lineare  Function 

z  =  kXi  -i-  Ix^  +  mx,  +  "^4  • 
Ihre  Bestimmung  hängt  ab  von  der  Auflösung  einer  Gleichung  vom 
24"™  Grade.    Man  kann  die  Anzahl  der  Variationen  herabdrücken, 
indem  man  k  ^=  l,  n  ^m  nimmt.    Dies  gibt  die  sechs  Werthe 

=  K^i  +  2^) +  ♦»(%  + «O » 

~  lix^  +  x^)  +  m{Xt -^  x;) , 
=  l{x,-\-iv,)-\-m(x,-\-x,), 
e^  =  l{x^  -^-  Äj)  +  w(a;i  -J-  «J, 
j9b  =  l{xt  +  äJ  -f  mix^  +  a^), 
«fl  —  K^  +  ^i)  4-  Mxi  +  x^  ■ 
Da  das   Verhältnisa   von  2  zu  m  willkürlich  bleibt,   so  kann  man 
m  =  —  1  =  —  1    setzen,  wodurch  die   Gleichung   in   g   auf  eine 
kubische  reducirt  wird,  indem  in  den  sechs  Combinationen 
2^  —  a;,  +  a^  —  x^  —  x^,   ß^  =  —  a:,  +  arj  +  a;,  —  «^ , 
«g  ^  X^  —  X^-\-  X^  —  X^,     Z^  ^  —  X^  -\-  Xt  —  x^  -\-  X^  , 
«3  "=  Zi  —  x^  —  x^  -^  x^,    ^15  =  —  «1  —  a^  -j-  a^  +  «4 , 

*)  Haa  vergleiche  1.  c  3  S9S.    Wir  folgen  hier  der  Daratellnng,  welche 
Lactoix  aud  BIomBtrand  von  der  Methode  gegeben  haben. 
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je  zwei,  welche  in  derselben  Zeile  stehen,  sich  nur  durch  ihr 
Vorzeichen  von  einander  unterscheiden.  Die  Gleichung  Tom  sechaten 
Grade,  von  welcher  sie  abhängen,  muss  drei  positive  und  eben  so 
viele  negative  beziehungsweise  gleiche  Wurzelwerthe  haben.  Setat 
man  demnach  ^  =  y,  so  sind  die  Wurzeln  der  äquivalenten  ku- 
bischen Resolvente 

y,  -=  (ä,  -f  a^  —  a^  —  x^*, 

y,  _(a^  — s, +  a^  — zj', 

»»  =  (»■ -*»-^  + «4)'- 
'S,\m  ist 

(a^i  -j-  a^  —  a:,  —  aij)* 4p  +  4(a;,a!,  +  x^x^,^ 

(a:,  —  a^  -f-  as,  —  3;,)'  —  —  4_p  +  4(a:,a^  +  a^a:J, 

(aij  —  ff,  —  a^  4-  a^j*  =.  —  4j)  +  ^{x^Xt  -\-  x^x^) . 

Nehmen   wir   an,    es    seien    die    drei   Untertypen    x^x^  -^^  x^x^, 

^1^3  +  XfX^,  x^x^  +  x^x^  die  ^Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

M'  +  ^H*  +  .Bu-f  C  =  0, 
ao  wird  y  =  —  4^  +  4«  sein.    Die  Coefficienten   Ä,  B,  C  lassen 
sich  leicht  mit  Hülfe  symmetrischer  Functionen  finden.    Man  findet 
zunächst 

A--p. 
Ferner  ist 

B  =.  Ä,.i,  i  =1  (S,  .  Si*  -  25s  ■  S,  -  Si»  +  2SJ  =.  -  4r. 

Man  gelangt  unmittelbar  zu  diesem  Resultat,  wenn  man  erwägt,  dass 

[a;,*3;,a:j]=a:,[a;,«j(3;,  +  a:J  +  XsX^{xi  +  a^)]  —  x^x^XgXt 

-\-x^[x^X,lxs  +  X^)■{'X3X^{x^-\-x;)]—X^XtX,X^ 

+  X3[x^Xs(x^  +  Xi)  +  XgXtiXt  +  Xi)]  —  x^XiXtX^ 

-{- x^[x^x^(^x^  +  a;J  +  X3Xi(x,  -\-  Xg)]  —  a;,a^a:ja;4 

=  —  iXiX^x^Xt  =  —  4r. 
Das  letzte  Glied  der  Gleichung  in  u  ist 

C=  —  (XjX^  +  XiX^{XiX^  +  XtX,)(x^x^  -j-  x^x^) 

(Xi^X^X^X^  -f  XjX/x^Xi  +  X^X^Xf^X^  -f-  X^X^X^Xi      1 
+  Xi^X^^X^^  -\-  Xy^X^X^  -^-'Xi^X^^X^  -^  3!^  X^  X^\  ' 

Der  Werth  der  ersten  Zeile  ist 

a:ia^a:ga;4(a;,*  +  V  +  V  +  ^4*)  ==  ~  2pr, 
und  der  Werth  der  zweiten  gleich 
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[XiX^iXs  -i-  X^)  +  X^Xi(Xi  +  Xi)f 

—  2x^XiXJX^{x^X3-^- XiXg-j- X^X^  -j-  X^X^  +  ^^i-{' ^'^t)'^  9^  -~  ^Jir  . 
Folglich  ist  die  Besolvente  in  u 

„s  _  pn»  _  4^„  ^_  ("4^,.  _  j*)  „  0 . 

Setzt  man  wieder  «  =  -j-  y  +  Pi  so  reaultirt 

y*  +  8pj/*  -f  16{i)*  -  4r)y  -  64ä»  =  0. 
Sind  also  Hi,y2,yg  die  drei  Wurzelwerthe  dieser  Gleichung,  so  ist 

«I  +  ^  —  ^T,  —  «4  =  i^J/i- 

«I  —  a^ + ^3  —  a;* = ±y^, 

Kj  —  a^s  —  a:,  +  j:^  =  +  l/ys , 

3^1  +  i»^»  +  i»^!  +  »4  =         0. 

Hieraus  folgt,  sobald  man  die  oberen  Vorzeichen  wählt: 

".-{-(Vy.  +  Vs.+Vy.),    ■ 
".-Ti-Vy.  +  Vt.-Vy,), 

Um  die  richtige  Wahl  der  Voraeichen  zu  treffen,  hat  man  zu  er- 
w^en,  dass  die  Gleichung 

Vy..Vy,-Vy,--»i 

erfüllt  werden  mus».    £s  ist  nSmlich 

^i+^i—x^  —  x^='  2{a;,  +  x^)  —  Yyl, 
x,  —  Xi+X3  —  x^-'  2(^1  +  X3)  "^-Ynt ,  . 
«,  —  a^  —  a^  +  «4  =  2(3^1  +  Xi)  =  Yy, , 
also 

Vi.  ■  Vv,  ■  yi,'^  8  { x,\x,  +x,-^x,-\-x,)-\-  [x,x,x,-\  1  =  -  83 . 
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§  304.   Methode  von  Lagrangfe*). 
Die  Toi^elegte  Gleichung  sei 

a*-\-a^-i-bx'-\-cx-^d^O. 
Man  hat  hier  n-=i  =2  .2  und  die  Hülfagleichnng 

Ä»  — 1=0. 
Die  zu  Bubstituirende  Function  iat 

y  =  a^]  +  «Xj  +  3^3  +  "^^i  "■  -^1  +  «-Xj , 
wo 

Xi  =  Xj^  +  Xg,    X,  =  X3  +  Xi 
gesetzt  ist    Hieraus  findet  man  weiter  die  Function 

«  =  y*  =  «0  +  ""Wl  ) 
worin 

Wo  =  X,»+X(V     «,  =  2X,X, 
zu  setzen  ist.    Es  ist  demnach 

"i  — 2(a:, +  Sj)(a:,  +  3;J, 
und  weil  dieser  Ausdruck  ein  üntertjpus  ist,  welcher  drei  Varia- 
tionen zulässt,  nämlich 

2(i,  +  i,)(ai,  +  i,),    • 
SO  ist  Uj  ein  Wuizelwerth  der  kubischen  Gleichung 

u^ -\- Au"  +  Bu -\- C  =  0 
und    die    Coefficienten  A,  B,   C  symmetrische    Functionen    von 
«17  %,  «)»  a;^- 

Um  diese  Bestimmung  Torzunehmen,  erwäge  man,  dass 

6  =-  (»1  +  x^{x^  +  X^  +  i.Xl^^  +  *»«*) 

=  {?!  +  x^K^i  +  x^  +  {x^Xt  +  iCjaij 

=-  (a;,  +  x,){x,  +  :ra)  +  {x,x,  +  a;,^:^ . 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man  annimmt 

w,  =  2&  -  2£, 

die  Gleichung  in  u  sich  in  eine  Gleichung  von  l  transformiren 

*)  Lagraage,  Snr  la  r^BoIntion  des  äqnatioiis  algäbriqnes  Aaxa  Bon 
Trait^  etc.  Note  XUI.  §  38.  . 

R^fleiiona  etc.  Nonv.  m^m.  de  I'acad.  des  sdencea  ann^  1770  et 

1771.  Berlin  1778  et  1773  II. 
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läaat,  deren  Wurzeln   die  Untertypen  (^^[3:3  -\-  x^x^,  u.  s.  w.  sind. 
Diese  Gleichung  iat  aber,  wie  man  ohne  Schwierigkeit  findet,  XIU.: 

£"  -  Je»  +  {ac  —  Ad)l  -(a-d-  Ud  +  c')  =  0. 
Setzen  wir  fßr  «  den  Werth  —  1  ein,  ao  wird 

«,  =  Mo  —  «1  =  a'  —  2«,  =  a-  —  4ft  +  42, . 
Ferner  ist 

X^+X,-^  -a,    Ä",  -  X^  =  Yz', 
folglich 

X,--}{-a+V7,),       X^-li-a^Vz,). 

Da  nun  X^  ^  «,  +  x^  ist,  so  kann  man  a:,  und  Xg  als  die  beiden 
Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  z.  B.  ' 

a;*  -  Zia:  +  ;i  =  0 
betrachten.     Um  das  Äbsolut{;lied  l  zu  bestimmeD,  braucht  man 
nur  die  voi^legte  Gleichung  durch  diese  quadratische  Gleichung 
zu  dividiren.    Setzt  man  den  ersten  Theil  des  Restes  gleich  XuU, 
so  erhält  man 

*■  ""2X  +  « 

Da  man  Xj  mittels  eines  Werthes  von  e  findet,  so  erhält  man  x, 
und  x^  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung.  Um  die  ' 
beiden  andern  Wurzelwerthe  x^  und  x^  zu  erhalten,  braucht  man 
in  den  rorhergehenden  Ausdrücken  nur  das  Vorzeichen  von  ygi 
zu  ändern.  Man  kann  diese  Auflösungen  noch  auf  einfachere  For- 
meln zurückführen,  wenn  mad  wieder  substituirt 

t-l(,-a'+4b). 
Dies  gibt  die  Besolyente  XVIL: 
e'  -  (3o«  -  8b)z'  +  {3a*  —  IGa^b  +  166«  +  IGac  -  Gi(l)e 

—  la'  —  4ab-\-Scy  =  0. 
Nimmt  man  nun  in  der  substituirten  Function 

aus  a*  —  1^0  den  Werth  ce  =  —  1  an,  so  hat  man 

y  ■=  ic^  +  Xj  —  x^  —  x^, 
oder 

2  =  y'  =  (^i  +  ^  —  ^3  —  ^4/- 

llaiaiMMD,  OcDudillg«  (L  ul.  u.  mod.  Algebn.  62  , 
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Diese  Function  kann  drei  verschiedene  Werthe  annehmen,  welche 
die  Wurzeln  der  Gleichung  XYII.  sein  mQssen.    Ea  ist 

^1  +  ^'a  -~  ^s  ~  ^«  ^  i  y^\  1 

^1  ~  ■'*^«  +  ^3  —  ^«  =  "h  V^*  j 

Xy  —  x^  — ^  a^j  4"  ^1  =  i  y^ii 

^1  +  ^i  +  *s  +  if «■=  —  <*  j 
von  denen  die  letztere  Gleichung  offenbar  der  Wurzel  a  ^  1  ent- 
spricht.   Aus  diesem  System  von  linearen  Gleichungen  erhält  man 
die  verallgemeinerten  Euler'schen  Formeln,  lümlich   mit  Berfick- 
sichtiguDg  der  oberen  Vorzeichen: 

^;  =  1-  f-  "  +  >^^'  +  ^^^  +  ^)' 
■     ^.^  =,  I  ( _  „  _  y,;  +  y^^  „  ^z^;) , 

^3  =  I  (-  «  +  /^7  -  V^  -  y^), 

Um  darüber  zu  entscheiden,  welche  Vorzeichen  zu  nehmen  sind, 
beachte  man,  dass,  wenn  man  das  Zeichen  eines  einzigen  der  Ba- 
dicale  ändert,  man  ein  anderes  System  von  Gleichungen  erhält; 
dasB  d^egen  dasselbe  System  von  Gleichungen  wieder  erscheint^ 
wenn  man  jedesmal  das  Vorzeichen  zweier  Radicale  wechselt 
Man  hat  deshalb  nur  über  das  richtige  Vorzeichen  des  Prodnctes 
der  drei  Radicale  zu  entscheiden.    Da 

■^i«s'8^3-={o'''~4nfc  +  8c}'' 
ist,  so  folgt  daraus 

VJiV'^iV^^  =  +  (fl*  -  4flÄ  +  8c) , 
oder,  wenn  man  fQr  'e  die  Untertypen  einsetzt, 
(a;,  +  iCi  —  a's  —  x^(xt  —  ar^  +  a:^  —  a:j)(a;,  —  x^  —  Xg-\~  x^) 

Um  das  richtige  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  zu  treffen,  braucht 
man  nur  einen  speciellen  Fall  der  vorgelegten  Gleichung  zu  be- 
trachten, z.  B.  den,  wo  drei  Wurzeln  x^,  x^,  x^  verschwinden. 
Alsdann  ist  a  =  —  a;,  und  ^  =  c  ^=  t?  =  0.  Die  Bedingungsgleichung 
reducirt  sich  auf 

x,^  =  +  a> 
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und  man  sieht  aofort,  däes  wegen  a  =  —  x^  man  das  untere  Vor- 
zeichen zu  nehmen  hat.     Deshalb  ist  immer 

yi^.Ve'^.ye^ (a'  — 4a&  +  8c), 

und  mau  kann  daraus  den  Schluss  ziehen,  dass,  wenn  die  kubische 
Variant«  negativ  ist,  man  zu  setzen  hat 

X,  und  x^=-^{—a-\-y7,±Y7,±Vl^, 

X,  und  flf.=|C-o-y^±l/^i  +  V^)- 

Lagrange  fügt  in  seiner  Abhandlung  hinzu,  dass  man  jede  be- 
liebige andere  Function  der  Wurzeln  zur  Bildung  einer  kubischen 
Reeolyente  benutzen  könne.  Auch  ist  von  ihm  in  den  Berliner 
Memoiren  des  Jahres  1771  eine  allgemeine  Methode  mitgetheilt 
worden,  solche  Functionen  zu  bilden  (S.  203  u.  S.).  N^amentlich 
sind  dies  die  Typen  (25),  (34),  (37)  und  (40). 

§  305.   Methode  tod  Terqaem*). 
Gegeben  sei  die  yollsländige  Gleichui^ 

X*  +  aa^  +  fta;'  +  ca;  +  d  =  0 . 
Man  berechne  die  Gleichung,  deren  Wurzehi  die  AusdrOcke 
(a:,  —  a;,  —  x^-i-  Xt)'  =  ^, , 
(—  -a;i  +  a;^  -  a:»  +  ^tY  =■  Hi 
(-  «1  -  *i  +  3:3  +  a;J»  =  z^ 
sind.    Dieselbe  lässt  sich  leicht  mit  Hfllfe  symmetrischer  Functionen 
bilden  aus  dem  Producte  der  drei  Binome 
^  -  [«  +  2{x,  +  x,)]\ 
z-[a-\-  2{x^  +  x,)\\ 
z-[a  +  2{x,-^x,)\'.    . 
Ordnet  man  dasselbe  nach  Potenzen  von  s,  ao  resultirt  die  Resol- 
vente von  Lagrange: 

z"  ~  (3a*  ^  U)^  +  (3o*  —  l6o>6  -f-  lüoc  -j-  166*  —  64(7)« 
-(«'  — 4a^  +  8c)'  — 0. 
Es  sei  nun 
X,  -  X,  -X,  +  x,  =  t,, 

*)  Terquero,  Sur  räqnation  du  quatri^me  degre.   Nouv.  ann.  de  mathdm. 
X[X.  pgf.  14.  1860. 
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also  £,*,  ^*,  ^*  die  drei  Wurzeln  der  Beaolvente,  oder,  was  das- 
selbe ist,  Ä,  =  £j*,  Bj  ™  ^*,  «g  =  Jj*,  Bo  findet  mau  leicht 

4*.-(f.  +  &  +  «  +  »-0, 
WO  die  drei  eingeklammerten  Grössen  ein  doppeltes  Yorzeicitcn 
haben.  Die  letztere  Gleichung  entspricht  demnach  acht  Partial- 
gleichungen;  mit  andern  Worten:  die  Wurzel  x^  hat  möglicher- 
weise acht  Werthe,  von  denen  aber  vier  wahre  Wurzeln,  die  vier 
andern  ihre  negativen  Werthe  sind.   Die  Originalgleichung  hierzu  ist 

a^  —  ax^  +  ^^^  —  ex  -\-  d'=0, 
welche  offenbar  dieselbe  Resolvente  hat,  wie  die  vorgelegte.    Nimmt 
man  nun  an 

t,  =  a~^2{x^  +  x,), 

so  folgt  daraus  weiter 

4«,  +  (-e, +  £,  +  «  +  »  =  0, 

4i,+  (t.-S,  +  W+o-0, 
4»,+  «,  +  &-fe)  +  "-0, 
4ä:.  +  (-5,-S.-ü  +  «-0. 

Wechselt  man  die  Vorzeichen  von  g,  so  erhält  man  die  vier  frem- 
den Auflösungen.  Es  handelt  sich  nun  darum  zu  wissen,  welches 
der  beiden  Sjst«me  von  £  der  gegebenen  Gleichung  angehört  Um 
dies  zu  erkennen,  muss  man  die  vier  Wurzeln  x^,  x^,  x^,  x^  zu 
dreien  combiniren.    Es  ist 

\&x,x^  =  [-  g,»  -  £,^  +  gg^  +  2g,g,]  +  2ag,  +  «% 
4{x^  -^x,)  =  2ffc,  -  a),     ^{x,  +  3-,)  -  -  2C£,  +  «), 

\Qx,x,  =  {-  £.*  -  g,*  +  t:-  -  2g,  y  -  Sag,  +  a*; 
folglich 

16[:c.3:,(a;,+x,)+*a^,(^,  +  3;,)]  =  [2&g,g,+a(g,»+g,»  +  6.'}-a*J. 
Da  weiter  fl(£i*  +  fe*  -f  gs")  =  3a'  —  8o6  ist,  so  ergibt  sich  aus 
der  letzten  Gleichung  die  Relation 

-16c  =  2£,g,g,  +  2oCa»-46) 
und 

gi£*&, (a'-4öft  +  8f). 

Wir  sind  bereits  auf  andere  Weise  zu  derselben  Bediugungsgleichung 
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gelangt  -Ist  a  =  0,  so  genügt  es  zu  wissen,  dass  gi,  §a»  &  ^^ 
entgegengesetzte  Vorzeichen  von  c  erhalt. 

Zahleabeispiel.     (Gompt.  rend.  p.  31.  1858.) 

Aufzulösen:  a^  +  24a7*  +  48a;  +  52  =  0. 

Die  Resolvente  isf  ^^+  12«*  +  23^'  —  36  =  0.  Ihre  Wur- 
zeln z,*  =  I,  V=  —  4,V  =  —  9;alaogi  =  4:  l,e^  =  :£;2V'^; 
£>  '~  +  3y —  1.  Man  hat  der  oben  gegebenen  Vorschrift  gemäss 
die  Vorzeichen  von   g  so   zu   wählen,   dass  £iS|^  negativ  werde; 

also   f,  ^ ^  1,   £,  =  2y^^,  ^=  — 3l/^n^.     Daraus    ergeben 

sich  die  gesuchten  Wurzeln 

xi  und  x^  =  I  (-  1  +  y^^),    x^mid  Xs^\-(l±  5}/^^)  . 

§  306.    Die*  Methode  der  Wnrzelsammen  und  die  Formeln  von 
-Ampöre*). 
Ampere  geht  aus  von  der  unvollständigen  Gleichung 
£*  +  P^^  +  2^  +  *■  =  0 , 
und  substituirt  eine  neue  Unbekannte  fUr  die  Summe  zweier  Wur- 
zeln z.  B. 

Die  Wurzeln  der  Kesolrente  sind  also  die  äumiuen  je  zweier  Wurzeln  ' 
der    biquadratischen    Gleichung    und    die    Kesolvente    niuss    eine 
Gleichung  vom  sechsteii  Grade  sein.    Dieselbe  wird  von  Grunert 
auf  folgende  Art  hergeleitet 

Die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  sind 
I.  (^^  +  :r,)  +  (x.^  +  X,)  =  0, 

III,  XyXi{x3  +  X,)  -f-  X.iX^(Xj  +  ^)  =  —  ?. 

IV.  XiX^ .  x^Xi  ===  r . 

Setzt  man  a;,  -j- a;^  ^  —  (^s  +  *4)^9)  ^o  folg*  aus  IL  und  III.: 
V.  3;,as,  +  3^,1*  "P-fy", 

VI,  XiXi  —  x^x^^=^  q:jf. 

Wegen  der  identischen'  Gleichung 

*)  Ampere,  Sur  la  räeolntion  des  ^uatiooa  dn  quatrieme  degr^.  Corr. 
math.  et  phya.  par  Qnetelet  IX.  147;  Gnm.  Arch.  I.  16.  1841. 

L.  Hatthieasen,  SchlflBBel  zu  Heia'  Aufgabeneammlang.  II.  g  98.  KOln 
1878. 
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(xi  Xi  +  x^x^f  —  (XiX^  —  ^a^*)*  =  ixtXi .  Äji^ 
ist  uuu 

(v  +  Hj-iT-sy-ir, 
und  nach  Entwickelung  der  einzelneii  Glieder  dieser  tileichuDg  erhält 
man  die  Resolveote 

VII.    y«  +  2i>j^  +  (i,>-4r)s>-9>-0. 
Äddirt  man  V.  und  VI.,  so  wird 

2XiXi  =  2xi(ij  —  Xt)  ==y^  -\-p-\-  q:y, 
oder 

^'-if^i y  (y*  +  J»  +  ä  :  ff)- 

Diese  quadratische  Gleichung  liefert  die  Wurzeln  x,  und  x^ : 

Subtrahirt  man  VI.  von  V.,  so  erhält  man 

2x3Xt  = 2x^(1/  +  ÄTj)  =.  y»  4-i>  —  3  :  j,, 

oder 

welche  Gleichung   die   beiden  übrigen   Wurzeln  x^  und  x^   liefert, 
nämlich 

M  =  _;(,^y-_7"-"iM)l. 

Es  genügt  nun,  zur  Bestimmung  der  vier  Wurzelwerthe  irgend  einen 
der  sechs  Wurzelwerthe  der  bikubischen  Resolvente  einzusetzen. 

Die  Besolrente  VII.  hat  wegen  des  negativen  Vorzeichens  ihres 
Äbsobtgliedes  9*  immer  eine  positive  reelle  Wurzel  y*.  Die  beiden 
flbrigen  sind  entweder  zugleich  reell  oder  complex  und  zwar  im 
ersteren  Falle  beide  positiv  oder  beide  negativ.  Hat  die  Besolvente 
drei  reelle  positive  Wurzeln  y^,  so  hat  die  gegebene  Gleichung 
lauter  reelle  Wurzeln;  hat  aber  die  Resolvente  eine  positive  und 
zwei  negative  Wurzeln  y",  so  sind  die  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  sämmtlich  complex,  ausgenommen,  wenn  die  negativen 
Wurzeln  einander  gleich  sind,  wodurch  zwei  Wurzeln  reell,  die 
beiden  übrigen  complex  werden.  Hat  endlich  die  Resolvente  eine 
reelle  positive  und  zwei  complexe  Wurzeln  y* ,  so  hat  die 
Gleichung  in  x  ein  Ppar  reelle  und  ein  Paar  complexe  Wurzeln. 
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Die  vorstehenden  Beatimmuiigea  k&iuien  vermittelai  der  Djs~ 
criminante  der  biquadratischen  Oleicbung  auBgedrückt  werden.  '  Die 
DiscrimiDante  einer  biquadratischen  Gleichung,  in  welcher  das  zweite 
Glied  Null  ist,  lautet: 

i),  =  -i(2p'-8j..-  +  93')' 

+  I  (k"  +  12r)  (y  -  Sp'r  +  6pq'  +  16^) 
—  256^  +  lUp^r  -  128ji'r'  -  ipf}'  -  272*  +  IBjjV. 
Ist  die  DiscriminaDte  D^  positiT,  also 
l-  (V  -epr  +  92')'  <  *  (p'+  12r)  (p'-Sfr  +C,,?'  +  16r') , 

SO  sind  alle  vier  Wurzeln  entweder  reell  oder  complex. 
Ist  die  Diacriminante  D^  negativ,  also 

I  (2/  _  8iir  +  9s>)'  >  I  (i.«  +  12r)  (p'  -  8j.V+6i.s'+  16r') , 

SO  ist  ein  Paar  Wurzeln  reell  und  ein  Paar  complex. 
Ist  endlich  Bf^O,  also 

l  (2/  -  &pr  +  927  =  i(p'+  1200*  -  V»-  +  6j.2"+  16r»), 

Bo  hat  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln. 

Die  Ämpere'scbe  Methode  steht  im  nahen  Zusammenhange 
mit  der  Euler'schen.  Setzt  man  in  den  quadratischen  Gleichungen 
von  Ampere,  also  in 

3^Zf,jx  +  y  (y*  +  J)  +  !/ :  y)  =  *>. 

4y  an  die  Stelle  von  y*,  so  gehen  diese  beiden  quadratischen 
Gleichungen  Ober  in 

.       «■  +  2}^.x+-l-(4j|  +  j,  +  2:2VJ)-0    " 

und  die  Amp^re'sche  Resolvente  in  die  Euler'eche 

VIU.    y'+l  Pf  +  A  (j,.  _  4r)  j,  -;,,--  0, 

Da  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  der  quadratischen  Gleichung, 
negativ  genommen,  gleich  der  Summe  je  zweier  Wurzeln  ist,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  von  x  die  folgenden  linearen  GleichuBgen 
aufzulösen,  worin  j/,,  y,,  y^  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Kesol- 
vente  bezeichnen: 
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3^1  +  ^.  =  +  2  Yyl,    «3  +  X, (a;,  +  a;,)  ■=  +  2  V'^i , 

^i  +  «8  =  + 2  >/!/;,  a:,  +  «,  =  -(a;, +a^)  =  +  2)/y:, 
Äi+^*  =  +  2Vys,     :(j  +  ^, (^i+<)  =  ±^Vvl- 

Wählt  maa  das  obere  Vorzeichen,  so  erhält  man  die  Euler'scheu 

Formeln: 

x^  und  a^j  ™  -  y^  +  (i^  +  y^), 

X,  und  a:,=  +  l/y,  +  (Vi,  -  Vy^)  ■ 

Wählt  man  dagegen  überall  das  untere  Yorzeichen,' so  erhält  mau 

a:,  und  a;,  =  +  >^  +  (V^  +  V^), 

iFj  und  x^  =  —  Yy^  +  {Yy^  —  Yy^) . 

Um  nun  darüber  zu  entscheiden,  welche  Vorzeichen  in  jedem  spe- 

ciellen  Falle  zu  wählen  aind,  recurriren  wir  auf  Gleichung  VI.: 

x^Xi  —  x^x^  =  g  :  (—  2Yy^  —  2  =  (a^i  +  a:,), 
indem   wir   voraussetzen,,  es    sei   x^  ■\-  x^  der  negative  Thoil   der 
Wurzelsnmme  0.    Dann  geht  die  Gleichung  über  in 

Wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  x^-^-  x^  =  2  Yvi  d.  h.  gleich  dem 
positiven  Theile  der  Summe  aller  Wurzeln  sei,  so  wird 

«-fe+»!)fei,-V,)-(+2V'»i)(-4vSl Sl/j.tf.fc. 

Ist  also  in  der  vorgelegten  biquadratischen  Gleichung  q  positiv, 
so  eind  die  oberen  Vorzeichen  zu  nehmen;  dagegen  die  unteren, 
wenn  q  negativ  ist. 

In  Betreff  der  Realität  der  Wurzeln  kann  man  sich  folgender 
Kennzeichen  bedienen*).  Die  positive  reelle  Wurzel  der  Resolveiit« 
bei  9i ;  die  beiden  andern  Wurzeln  sind  entweder  beide  positiv  oder 
beide  negativ,  weil  y^y^y»  positiv  ist 

Sind  mm  y,  und  y^  positiv  reell,  so  hat  die  hiquadratische 
Gleichung  vier  reelle  Wurzeln.  Sind  dagegen  y^  und  y,  negativ 
reell,  so  hat  sie  zwei  Paare  von  complexen  Wurzeln.    Es  sei 

80  hat  Yyt  +  Yy^  die  Werthe 

iu  +  tf ,     i«  —  t«,     —  i«  +  iv,     —  im  —  iv, 

*)  Mao  vergl.  Baltzer,  dia  Elemente  der  Mathematik.  III.  §  7. 
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§  307.    Methode  der  WnnelBtumuen.  825 

WO  1  fQr  V —  1  gesetzt  isi  YViVi  ist  im  ereteu  und  vierten  Falle 
negativ,  in  den  beiden  Übrigen  Fällen  positiv. 

Sind  endlich  y^  und  ^,  ein  Paar  complexer  Wurzeln,  so  hat 
die  biquadratische  Qleichung  ein  Paar  reelle  und  ein  Paar 
complexe  Wurzeln.    Es  sei 

so  hat  man,  wenn  «'  -f-  «*  =  r^  und  die  Quadratwurzeln  absolut 
genommen  werden, 

Yf^  =  Vr  -Fm  +  i ]/r  -  m,    y^  = -j/rq:^  -  i l/r"— "« . 

Demnach  erhält  man  die  Systeme 

yü^3      I       2r       j     —  2f      I        —2r        \        2r . 

§  307.    Die  Methode  der  Woi^lsnnimeii  zur  AnflÖsnng  der 

vollständigen  Gleichung. 
Gegeben    sei    die  Gleichung  a;'  +  a:t^  +  hx'  +  ca;  +  d  =>  0, 
und  es  werde  die  Summe  je  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  mit  e 
bezeichnet,  so  dass  man  hat 

X,  -{■  x.^  ^  Zi,  X;  -)-»•.,  =  —  a  —  ^3  =  ^j , 
*i  +  ■'"a  ~=  ^8  f  ^i  +  ^4  =  —  "  ~  '^i  ^  •^:,  j 
*i  +  ■^1  "=  *3 )     ^'a  -\-  ^1  =  —  a  —  ?j  «=  ?g . 

Die  Werthe  z,  bis  e^  sind  nun  offenbar  die  Wurzein  einer  biku- 
biacben  Gleichung,  welche  sich  auf  eine  bikubische  mit  lauter  ge- 
raden Potenzen  von  z  rednciren  muss,  wenn  entweder  a  —  0  ist 
oder  £  +  Y  «  an  die  Stelle  von  e  gesetzt  wird.  Da  es  nämlich 
sechs  verschiedene  Gombinationen  der  vier  Wurzeln  zur  zweiten 
Klasse  gibt,  so  muss  die  Gleichung  in  2  d.  i.  die  Resolvent«  vom 
sechsten  Grade  sein,  und  da  für  den  Fall 

'        «  -=  0 ,   z^=  —  z^,   «ä  =  —  jSg ,   Zg  =  —  Ä, 
wird,  so  mOssen  die  ungeraden  Potenzen  von  s  verschwinden.    Um 
die  Coefficienten  der  Besolvente  in  Functionen  von  a,  h,  c,  d  zu 
erhalten,  kann  man  entweder  auf  die  ftesolvente 

y«  +  2i.i/*  +  (p*  -  4r)  y«  -  2»  =  0 
der  Ampere'schen  Methode  recnrriren,  fOr  p,  q,  r  die  drei  Varianten 
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einführen  und  s  -^  ^  "  ^^  ^^^  Stelle  toh  y  setzen;  oder  man  kann 
die  Resolvente  herleiten  vsn  den  vier  Coef^cientengleichungen 

I.  {X,  +  X,)  +  ix,  +  ^,)  =  -  a, 

IL    x,x,-\-{x,  +  x,){x,-\-x,)i-x,x,=      b, 

III.  x^x^ix^  +  x^  +  (.r,  4-  Xi)x^x^  =  —  c, 

IV.  x^x^.x^Xt'-'      d. 

Setzt  man  XiX^  =  y ,  x^  -\-  x^  =  z ,  so  folgen  aus  den  Gleichungen 
IL  und  III.  die  beiden  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 

VI.  _;,(,  +  „)+.«,__„. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  e  geschieht  nun  am  ein- 
fachsten dadurch,  dass  man  die  erste  Gleichung  mit  e  multiplicirt 
und  die  zweite  subtrahirt,  woraus  sich  ein  Ausdruck  für  (/  ergibt, 
nämlich 

y  =  x^x^  =  (ä*  -[-  az'  -{-  be  -\-  c)  i  (2e  +  a) . 
Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung   und  ordnet 
nach  Potenzen  von  e,  so  resultirt  die  gesuchte  bikubieche  Resol- 
vente  XXIV.: 
3«  +  3o«*  +  (3a*  +  26y  H-(a»+4fli)r'+(<ic+2a'i  +  fc»-4rf)5' 

+  (a*c  -f  od*  —  4ad)e  —  (a'd  —  abc  +  c*)  =  0. 
Ist  a  =  0 ,  so  verschwinden  die  ungeraden  Potenzen  von  e . 

Setzt  mui  «^6 —  T"»  ^°  erhält  man  die  Resolvent«  XVII. 
von  Lagrange. 

Ea  ist  nun  leicht  die  Gleichung  vom  sechsten  Grade  noch  auf 
eine  andere  einfachere  kubische  Gleichung  zurackzufähren,  indem 
man  nämlich  ausgeht  von  der  ideptischen  Gleichung 

fe+ar,)--(:t,  +  I,+X,  +  ».)(l.+»,)  +  («.  +  J,)(x,  +  I,)-0, 
oder  kürzer 

l'  +  as  +  tj  —  O. 
Die  Function  ^  kann  nun  drei  verBchiedene  Werthe  anuefamen, 
nämlich 

Vi  —  (^,  +  »i)  (^  +  '•), 

1.  —  (*. +*»)(*i  +  *.), 

1.  =  {"i  +  *i)  (*.  +  ^)  ■ 

Die  Gleichung,  von  welcher  1}  abhängig  ist,  kann  auf  verechiedenen 
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Wegen  gefunden  werden,  z.  B.  durch  Elimination  von  e  aus  der 
bikubiscben  Gleichong  [«*]  ■=  0  und  der  quadratisclien 
^  _j_  a£  +  1?  =  0 . 
Man  dividire  zu  diesem  Zwecke  diesen  quadratischen  Factor 
in  die  bikubische  Gleichung  mid  setze  den  Rest  gleich  Null.    Der 
Quotient  sei  e^  -\-  Äe'  -^  B^  -\-  Ca  -^^  D .    Führt  man  die  Multi- 
plication   dieser  beiden  Polynome   aus   und  setzt  Glied  für  Glied 
einander  gleich,  so  ergeben  sich  die  Coefficienten  A,  B,  C,  D  aus 
folgenden  sechs  Bestimmuugsgleichnngen : 
'I.     j1  +  a  ■=  3a, 
11.    B  +  aA  +  f]     =3(1* +  26, 
IIL     C+oJ?  +  ^))  =a'  +  4o6, 
rV.    D-\-aC-i-BTi=2a*b  +  ac  +  b*-  4d, 
V,  aD  +  Cr}  =  a*c  +  n6*  —  iad, 

VI.  Dt} (a'rf  -  abc  +  c") ; 

.4  =  2«,    B  =  a*  +  2&  — 1?,    C  =  2a6  — (nj, 
B  ^  ac  +  b*  —  iil  —  2bj]  +  n*- 
Die  sechste  Gleichung  liefert  in  Verbindung  mit  D  die  kubische 
Ilesolvente  XX.  in  der  Form  XVI. : 

i)>  —  26i)»  +  (ac  ^b^  —  4d)7i  +  {a'd  —  a&c  +  e*)  =  0 . 
Setzt  man  dagegen 

s'-\-az-\-b-{-Ti  =  0, 
so  erhält  man  die  Resolvent«  XIII.: 

^s  _  br)*  +  {ac  —  Ad)r)  ~  (a\l  -  46d  +  c*)  =-  0 , 
worin  jj  die  Function  a;,»,  +  aija;^,  also  einen  neuen  Untertypus 
bezeichnet. 

Man  findet  nun  mittele  der  Wurzelwerthe  von  z  die  gesuchten 
Wurzeln,  wie  folgt: 

Xi  und  3^  =  2"  (+  a  +  «1  +  «j  +  jjj) , 

3^5  und  «4  =  -  (—  a  —  «,  +  z^  +  g^) . 

g  308.    Eine  andere  DarBt«lltingBwelse  der  (Jlelchiiiig  der 

Wnrzelsimimen. 
Gegeben  sei  die  vollständige  Gleichung 

X*  +  ax^  +  bx^  -|-  ca;  +  d  =  0 
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ub6    man   suche   die   GleicfauQg   in  e  ^=  x,  -{-  x^.    Da  Xi   und   x^ 

Wurzeln  der  Gleichung  sind,  so  ist 

a;,*  -j-  o^i'  +  bxj  -i-  cxi  -\-  d  ^  0 , 
Xi*  +  axt^  +  fc^cj*  +  ca:,  +  (?  =  0 . 

Subtrahirt  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  so  erhält  man 

(x,  —  Xi)X 

oder,  da  Xi  —  x^  im  AllgAneinen  von  Null  verschieden  ist, 

(1)  «s  +  aß»  +  63  -j-  c  —  3^1^,(2^  +  a)  =  0. 

Addirt  man  dagegen  die  Gleichungen  und  erw^,  dass 

X*  +  3;^*  ™  z*  —  2xiX^{2e'  —  x,Xi), 
a{x^'  +  ^i')  ==  ae(z*  —  3^,3;^), 
fr(^i*  +  V)  =  K^^  —  2Xi.T,), 

c(Xi  +  Xf)  ™  C2 

2d=2d:, 
so  ergibt  sich  durch  Addition  dieses  Systems  von  Gleichungen 
(2)    0=z'  +  ai^-i-bg*-\-c^+2d~x,x^(4z'-{'Sa^■^-2b)-\-2x^'x,'. 
Addirt  man  hierzu  dfts  «fache  der  Gleichung  (1)  dividirt  durch  2, 
so  erhält  man 
(3)    0=2*-\-a^  +  bz*-\-ce+(I—XiXi{Se*+2dz-\-b}-\-Xi''x^*. 
'  Substituirt  man  hierin  den  Werth  är^x,   aus  (1),  so   resultirt  die 
Gleichung  der  Wurzelsumroen  in  der  Form 

(2e-\-a)\e'+a!!^+b3^+ce-\-d)-(2s-\-a){3z'+2az+b)(z'-\-az*-i-be+c) 
+  (r'  +  o?'  +  6^  +  c)'  =  0. 

g  309.    Methode  der  Warzelsummen  nach  Lacroix  und 

BlomstraDd*). 
Das  vorgelegte  Polynom  X*  +  « ^  +  bx*  -\-  ex  -\-  d  lässl  sich 
in  zwei  quadratische  Factoren  zerlegen,  von  denen  je  einer  die  Hälfte 
der  vier  Wurzeln  liefert,  nämlich 

■    2?  —  (^1  +  ^)^  +  ^1^»  =  3^  -i-  fx  +  g  '=0, 
X*  —  lx,-i'X^)x-\-x^Xt'='a^-^hx  +  k  =  0. 
Multiplicirt  man  die  beiden  quadratischen  Trinome  miteinander,  so 
erhält  man  das  Biquadrat 

•)  Lacroii,  Compl.  d'alg^bre.  §  49. 

ülomstrand,  Di:  methudis  praecipniH  etc.  p.  30. 
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3.-*  ~  (a:,  +  a:,  +  j-j  +  «()  ar^  +  (xi  «i  4- [ Ji  +  3^]  [a;^ + ai J  +  a;^  a;^)  3;^ 
—  {XjXi[Xs-\-  x^]-i-  x^x,[x,-i-x^'])x-\-XiX^XgX.i 
^X'  +  {f+h)a^-i-{g+fk-{-k):^  +  ifk+ffh)x+gk^O. 
Hieraus  findet  man   durch  Vergleichung  mit  den    entsprechenden 
Coefßcienten  des  gegebenen  Biquadrats  eine  Gleichung  vom  sechsten 
Grade  fßr 

f=-(x,+x,), 
indem  die   vier  Wurzeln  x,,  Xi,  x^,  x^    sechs    solche   Variationen 
geben.    Um   die  Gleichung   in  f  zu  erhalten,   löse    man    die  vier 
Gleichtmgen  mit  vier  Unbekannten 

I.  f+  h-  a, 

II.  g  +  fh  +  t~i, 

III.  fk+gh  —  c, 

IV.  gk  —  d 

nach  f  auf.    Aus  II.  and  III.  findet  man  die  Belationeß 
bf~fh~c      ,  ih  —  fh'-  c 

S r-T">     * f^^ ' 

oder  mit  HOlfe  der  Gleicliung  L: 

f'-^r  +  tf-' 


V.   g- 
VI.    k. 


-itf  +  i.-  +  b)f-lab-c) 


Bemerlienswertii  ist  hier  die  Form   der  Dividenden.    Ist  nümlicli 
die  Function 

f-o/'  +  V-c-C, 
SO  ist  die  Gleichung 

f"  -  2.ar  +  (a*  +  6)/  _  («fc  —  c)  —  0 
die  Gleichung  der  Wurzelsummen  der  vorhergehenden. 

Setzt  man  beide  Werthe  g  nnd.k  in  IV,  ein,  so  erhält  man 
(f  -  «r  +  if-  c)(/'-2ar+la'+h]f-lah-c])-d(2f-a)', 
und  wenn  f=  —  (xi  -\-  x^)  <=  —  y  gesetzt  wird,  die  Resolvente 
XXIV. 

Diese  Resolvente  lässt  sich,  wie  schon  früher  gezeigt  worden 
ist,  in  eine  andere  verwandeln,  in  welcher  die  geradstelligen  Glieder 
fehlen,  wenn  man  /"=  y  a  +  ^  setzt  Der  Grund  davon  ist  leicht 
einzusehen,  wenn  f  and  e  als  Functionen  von  a;,,  x^,  z^,  x^  aus- 
gedruckt werden.    Es  ist  nämlich 
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^  =  /■  —  Y  a  =  /■  +  -^  (a^i  +  3:j  +  Xa  +  ^4) 
und  deshalb  die  möglichen  Weithe  von  e: 

ü,  und  ^fl  =  ±  y  (ic,  +  a^i  —  a^  —  «4) , 

e^  und  «B  =  +  Y  («1  —  a^  +  3^8  —  Xt) , 

Zf  und  2*  ■=  ±  Y  (iCi  —  «j  —  3^  +  Xf) . 

Es  lassen  sich  nun  entweder  die  Wurzeln  der  biquadratischen 
Gleichung,  wie  oben  mehrfach  gezeigt  ist,  durch  lineare  Functionen 
aller  Wurzeln  der  Resolvente  ausdrücken,  oder  auch  mittels  einer 
einzigen  Wurzel,  wozu  mun  immer  die  reelle  Wurzel  von  e  wählen 
wird.  Eine  solche  existirt  aber  immer,  weil  das  Äbsoluiglied  der 
Gleichung  in  2 ,  nämlich  —  (a'  —  4  «6  +  8  c}*  negativ,  also  wenig- 
stens ein  e*  positiv  ist. 

Es  ist  nun  wegen  der  Relation  V.: 

__  8z°  +  4«g'  —  a(a*  —  46)g  —  (a'  —  iab  +  Sc) 
^  ^  ICa  ' 

j     ■    8f'  —  tat'  ~  2(o'  -  ib)z  +  («'  —  4ab  +  8c) 

* 167 —^ • 

Demnach  lässt  sich  die  bikubische  Besolvente  auch  in  folgender 
Form  darstellen,  nachdem  man  ^ '^  an  die  Stelle  von :?  gesetzt  hat: 

(a'  —  4a&  +  8c)]  X 

(a^  —  iah -^  8c)]  =  G4dz'- . 


-  ii)£~  ja'  —  iab  +  8c] 


Da 

[Fl  +  OF 
nun 

l  _ 

(„._46>  + 

,  +  ä;,  -  - 

8«' 

-  0  +  «)  , 

8e'  —  4az'  —  Z(g' 


ist,  so  lassen  sich  die  vier  Wurzeln  leicht  finden  und  zwar  als 
Functionen  der  reellen  Wurzel  von  e.   £b  ist  nämlich 
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^.  ™ä*i--  sVs»  +  'j±  y n; ' 

Ist  a  =  0 ,  80  reduciren  sich  die  Wuraelformen  wieder  auf  die 
Ämpfei«' sehen: 

a:,  md  a:,  =  -  I  [«  +  }/^  2«  -  2(6 -|)]  , 
X,  und  a:,  =  +  I  [s  ±  )/^£*  -2(6+j)J  ■ 

g  310.    Ableitung  der  QlelclLDng  der  Wnrzelsnnunen  nacli  Bette*). 
Die  Summe   zweier  Wurzeln  ar,  +  ^a  «ei   gleich  y  und  ihre 
Differenz  x^  —  x^  gleich  Zj  alsdann  ist 

Da  die  beiden  Werthe  x^  und  x^  der  vorgelegten  Gleichung 

X*  +  oa^  +  6«*  +  CS  +  d  =  0 
genQgen,  so  ist 

C-^)' + "(-t-')" + 'C-^')' + <^) + "= ». 

und  ebenso 

57+.fi-y+»('-7-)'+<'';-)+-'=o. 

'  Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  e,   so  erhält  man  offenbar 
die  Gleichung  der  Wurzelaumme. 

Um  dieses  auszuführen,  setze  man  y  ^  2u,  s  "=  2v  und  gebe 
den  beiden  Gleichungen  folgende  Form: 

(^  +  „)*  ^  a{v  +  «)»  +  b(v  +  «)*  +  c(t>  +  «)  +  rf  =  0, 
(v -,()'_  a(t,  _  „)3_f_  j ((,_„)*  _c(«_  ,()  +  ,;_  0. 
Die  halbe  Summe  dieser  beiden  Gleichungen  ist 

«*  +  (6«*  +  30«  +  b)v'  +  (u*  +  OM»  +  hw*  +  CM  +  (0  =  0. 
die  halbe  Differenz 

(4«  +  a)i^  +  (4w»  +  3aw»  +  26«  +  c)«  -=  0. 


*)  Bette,  Neue  Änflöeimg  der  qaadratiBcbeii,  kobiacbeo  uod  biquadra- 
tischen Oleichuugen.    Progr.    Halberstadt.    1654. 
Hau  vei^l.  auch  §  19. 
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Die  letzte  Gleichung  kann  man  durch  v  dividiren,  da  v  im  Allge- 
meinen von  Null  verschieden  ist.  Set^t  man  den  Werth  von  v^  aus 
dieser  in  die  erste  ein,  so  erhält  man  eine  G-leichung  in  u  vom 
sechsten  Grade,  welche  die  Gleichung  der  halben  Wuizelsummen 
oder  der  arithmetischen  Mittel  ist. 

Bette  hat  seine  Methode  nur  auf  die  anvollständige  biqua- 
dratiscbe  Gleichung  angewendet.  Die  vorstehende  Methode  ist  also 
eine  Verallgemeinerung  derselben. 

§  311.    Verallgemelnenuig  der  Formeln  von  Ampäre. 
Die  Kesolvente  XXIV.  gentigt  mit  einem  einzigen  Wurzel- 
vrerthe  y  sämmtlichen  Werthen  von  x.    Setzt  man  wie  oben 

y  =  ^i  +  ^  "=  2m,    e  =  Xj  —  a;^  "=■  2p, 
so  hat  man 

(4>.  +  a).'  +  (4«'  +  3«»'  +  2i«  +  »)  -  0 , 
also 

^  =  \  (a;^  _  j:^)  „  l/- 11»'  +  ?£-TJ"l^"I+J, 

und  wenn  man  beiderseits  nach  einander  ^  {Xi-^- z^)=u  addirt  und 

subtrahirt,  so  erhält  man  die  Wurzelwerthe 

,                    ,    t/—  {iu'-i-  Sau'  +  2bu  +  e) 
a-,  und  Xj  =  M  -j:  1/  -  -        - '-j  -4.    ^—^ ' 

Da  femer  v  (^3  +  ic^)  =■  —  -ä  ^  —  •*  istj  so  erhält  man  den  ent 
sprechenden  Werth  von  v,  wenn  man  in  (g-a-j-«]  in  der  v- 
Gleichung  an  die  Stelle  von  u  setzt;  dies  gibt 


folglich 


y-(l«>  +  3«u'-l-86i.  +  c)-l-  J  (a'-4a, 
—  2  a  —  M, 

X3  und  Xf 

y~  (4u"  +  Sau'  +  26»  +  c) 
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Ist  a'«0,  so  rednciren  sich  die  allgemeineiL  WurzelformeB  auf  die 
Ämp^'aclieii: 


Äi  und  x^'=       M  +  V""'™»^*  —  4'u 
i,  und  X, u  +  y—„'  -  I»  +  4  ■  j 

■  =_i[.+-,A.--2(»-:)]. 

§  313.  Die  Methode  des  arlthmetisolieii  Mittels  —  Methode  von  Job*). 
Gegeben  sei  die  ToUatändige  Gleichmig 

a:*  +  aa-*  -{- bx^  +  ex -^  d  =  0. 
Bezeichnen  wir  das   arithmetische.  Mittel   zweier  Wurzeln   mit  e, 
also 

-2"  (^1  +  3^)  =  ^W      l(^»  +  ^d=1i> 

I  C«l  +  a^)  =  ^^>        I  (^i  +  «J  =  «6» 

I  (^1  +  «*)  ■=  h>       2  t^^  "•■  ^»^  ■"  ^«' 
SO  muss  die  Gleichung  in  e  eine   bikubische  sein,  also  allgemein 

(Jm  die  Coefficienten  A,  B,  C,  .. .  zu  bestimmen,  bedenke  man, 
dasH  sie  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  Xi,  x^,  x^,  x«  also 
Functionen  der  Coefflcienten  a,  b,  e,  d  sind. 
Man  findet  non 

^--W f  KJ-'-a, 

B-  r»,.,l  -1  ||t|l»i'I  -2-'^  K»,)j  _  I  (Sa-  +  25), 

C [.,<,«,]  — i(a>  +  4<.i), 

B  -      I»,J,i..J  -  ,'^  (2»'6  +  oc  +  f  -  4ä) , 


*)  Job,  Beitrag  zqc  Aoflösang  der  Gleichungen.    Dresden  1664. 

UitthlHKD,  Omndiniie  ä.  ut.  n.  mod,  Algebn.  53 
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F  =      [«,^,«s«4Äj«s]  =  -  g^  (a'd  -  abc  +  c*) . 

Die  Besolvente  ist  demgemäsB 

«"  +  I  aj*  +  i  (3o»  +  26)^*  +  i  («'  +  4«*)^ 

+  ^  (2a»6  +  «  +  6*  -  4^)«*  +  ^  (o«c  +  «6«  -  4ad)i 

—  64  {«'«i  -  a6c  +  c*)  =  0  .     ■ 
Da  nun 

«1  +  ^6  =  «^  +  ■^B  ■=  «3  +  ^* ^  « 

ist,  BO  bann  man  annehmen,  dasa  je  ein  Paar  der  Worzeln  der 
bikubiBchen  Resolrent«   der  Wurzeln  die  quadratischen  Gleichung 

«"  +  J  «^^  +  y  =  0 

bilde,  wodurch  die  Gleichung  vom  sechsten  Grade  in  drei  quadra- 
tisdie  Factoren  zerlegt  werden  kann,  welche  wegen  der  drei  mög- 
lichen Werthe  von  y,  nämlich  g,e^,  e^e^,  e^e^  von  einer  kubischen 
Gleichung  in  y  abhängig  ist.  Die  drei  quadratischen  Factoren  sind 
demnach 

^*  +  ^  o^  +  J/i  •=  0 , 
«*  + 1  a«  +  y^  =  0 , 

und  y, ,  y^,  y^  die  Wurzeln  einer  Gleichung  von  der  Form 

y»  +  Xj/»  +  J?p  +  C=0. 
Multiplicirt  man  die  drei  quadiatiechen  Gleichungen  mit  einander, 
so  resultirt 

»•  + 1 "»'  + (I «'  +  ».+ Ä +  ».)  «'+«  (1  ■•'  +  »,+».  +  !(.)  «" 

+  [j«'(!'i+!'.+y.)+yiy.+!'.!'.+»i]«'+  \<^a,+yai,+y>yd' 

Set^t  man  in  den  beiden  bikabischen  Gleichungen  die  homologen 
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CoefScienten  einander  gleich,  so  erhält  man  folgende  Bestimmungs- 
gleichungen  fttr  p,,  y^,  y^  oder  Ä,  B,  C: 

—  -4  =  »1  +  i/a  +  y»  =  2  'i , 

■B  =  UiVi  +  ViVi  +  y^Vi  =  i^  (ac  +  '■''  -  ^d), 

Die  kubische  KesoWente  ist  demnach 

Da  nun  aus  der  quadratischen  Gleichung  folgt 

1 {(a  +  V^^^lGif), 

und  in  speciellerer  Form 

«,  und  «B  —  —  I  (a  +  Ya^—  16y,), 
ig  und  «5  =  —  -^  (a  +  /a"  —  16yJ , 
g^  und  «j  =  —  -  (fl  +  ya*  —  16y,) , 

ao  reaultirt  aus  den  sechs  Sabstitution^teichuDgen  das  Wurzet- 
sfstem 

a;*  =■  2  a  +  ^s  +  %  +  »8  ■ 
Die  WnrzelausdrOcke  sind  demnach 

a;,  and  a:, ^  [o  +  Ya'-lGj,  ±  iyi^^'lGg  +  ^ö'-ie^J] , 

3:^3  und  «« J  [a  — Vo*—  IGyi+CVo*—  )6ys  — l'a'— IG^)]. 
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§  313.  Die  Methode  der  Wnrzalprodncte  oder  der  geotnetrisclieii 
Mittel*). 
Diese  Methode  gründet  sich  auf  die  Subatitutdon  des  Unter- 
typus  (2S)  x^x^  und  fülirt  auf  eine  Besolrente,  welche  eine  reciptoke 
Gleichung  vom  sechsten  Grade  ist,  also  auf  eine  kuhische  reducirt 
werden  kann.    Gegebeu  sei  dabei  die  Gleichung 

Bezeichnet  man  das  geometrische  Mittel  zweier  Wurzeln  der  Gleichung 
mit  u  oder  das  Froduct  derselben  mit  y,  so'  wird 

^1*3  ^  «s*  '=  !/! )     ^2^4  =' ^6^  ^  ^ '• 'Ja  ^^  Vi  I 
^1^*  =  «,*•=»/,,     ZtXt  =-  M(»  =  d :  1/,  =  1/, . 
Es  sind  nun  die  Werthe  j/i,yg,  Jf^,  %,  1J2,  %   offenbar  die   sechs 
Wurzehi  der  oben  bezeichneten  reciproken  Gleichung.    Um  zu  der- 
selben zu  gelangen,  setze  man  in  den  vier  CoefGcientet^leichungen 

II.    XiX^  +  {x^-\-x^)(Xs-}'X^)-\-x^Xt  =  b, 

III.  x^x^ix^  +  «J  +  (a;,  +  Xf)XjX^  =  —  c, 

IV,  XiXi .  x^Xf  =  d, 

den  Untertypus  a;,a;g  =  y  und  den  Untertjpus  x,  -}-  x^^  ji.    Dann 
erhält  man  die  neuen  Bestimmungsgleichnngen 

?.      j,  +  .^--.,(a  +  «)_i,  (.„sn.) 
VI.  -j,(^  +  o)  +  ^.,  =  -«,  (au,  mo. 

Substituirt  man  z  ans  VI.  in  V.,   so   erhält  man  die  Besolveute 
XXVI.: 

f'  —  hf  +  (ac  —  rf)y*  —  {(^^ti  —  2bd  +  c^jy» 
-\- {ac  -  tl)dy' -  i(f)/  +  rf'  =  0; 

*')  L.  MatthieBaan,  Einenene  Auflösung  der  biquadfatiHchenGleichongen. 
ZeitBchr.  f.  Math.  u.  PhyB.  VIII.  140.  1863;  Qnm.  Arch.  XLI.  S.  231  a.  XLIV. 
S.  eO;  HeiB,  Aofgabeasammlang  §  98",  1804. 

R^solation  nonvelle  de  l'äquation  du  quatriöme  degrä.    Qiornale  di 

matem.  dal  Prof.  BattaglinÜ  NapoÜ  1867. 

— —  Methode  der  Wuraelproducte,  eine  biqnadratische  Gleichung  aufm- 
lüBCD.  SchlüsBel  zu  HeiB'  Aofgabenaammlung  II.  g  98^  KOlu.  187S,  und 
CommeDtar  zu  Heis'  AufgabeDBammlung  §  SSK   Klila  1874. 
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oder  weDn  s  aas  V.  in  VT.  eingesetzt  wird,  die  Resolvente  XIII. 
in  der  Form 

-(oM  — 46d+O"0- 
Das  Absolntglied  ist  die  Reducente  (23);  aämlicli 

Die  Gleichung  SX VI.  hat  sechs  Wurzeln  J^i ,  y^ ,  yj ,  Vi>  Vn  %>  ^on 
denen  je  zwei,  y  und  ij,  zusammengehören  and  durch  die  Relation 
yr\  ^  d  mit  einander  verbunden  sind.  Wählt  man  drei  der  nicht 
zusammengehörigen  Wurzeln  z.  B.  yi,yt>  Vs,  eo  sind  die  Wurzel- 
ausdrflcke  der  vorgelegten  biquadratiscGen  Gleichung  entweder 

wenn 

Iji».».  +  (»i  +yi  +  vM  ■  Vnt'jtti,!'  —  +  «i 

oder 

.  *>  —  ±  C   -,r ■ '     't—  y    d   1 

wenn 

hl  1.1«  +  dl  +  1.  +  1j)''J  :  Villi li"*  —  +  »■ 
Ist  im  ersten  Falle  dagegen 

[»1».!'.  +  {»i  +  Ji  +  ffs)«*]  :  V'Si!'.!'»'*  —  +  c  ;  V'5, 
ao  gilt  das  zweite  System;  und  ist  im  zweiten  Falle 

[lil.l.  +  Cli  +  l!  +  1.)<il :  Villi Ij"!  —  +  «  :  V'', 
so  gilt  das  erste  System. 

Die  erste  der  beiden  Bedingungsgleichungen 

\-VAVs  +  (Ji  +  »i  +  ».)■*]  :  VSiS.Jji'—  +  « 
lässt  sich  darch  die  folgenden  ersetzen; 

tlilils  +  Cli  +  %  +  1.)if|  :  Vlil.lj^  —  +  "  :  V^i 
(i  +  lili  +  lilj  +  l.'lj)  :  VM.1i  —  +  », 
•(ii  +  Ji».  +  »i  ft  +  »i».) :  Vji  !/>!/i  ^  +  «  :  V*, 
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(Vi,  +  Vvd(Vy,+V%)iyf.  +  Vn.) 

-(yü:-y^(Vs,-viWs,-Vv,)-+2c. 

Die   Traneformationen   der   zweiten   Bedingangegleiclimig    werden 

den  TOTBtehenclen  analog  gebildet,  indem  man  i;  mit  y  vertauscht 
Man  kann  die  vier  Wurzelwertbe  auch  in   logaritbmischen 

Ausdrücken  wiedergeben,  und  zwar  ist  im  ersten  Falle: 
log  («1*)  -=  log  y,  +  log  ff,  +  log  i/s  —  log  d, 
log  (x^*)  =  log  ^,  +  log  ijj  +  log  Ij  —  log  rf, 
log  (1,0  —  'og  Vi  +  log  ffj  +  log  jjj,  —  log  d, 
log  (a:^*)  =  log  ij,  +  log  ijj  +  log  j/j  —  log  d, 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Relation  j/ij  =  d: 

log  (a^i*)  =  log  ffi  +  log  y^  +  log  ^3  —  log  d, 
log  (Xi^)  =  log  yi  —  log  y,  —  log  y^  +  log  d, 
log  (a^s*)  =  ~  log  Si  +  log  y,  —  log  ys  +  log  d, 
log  ix^*)  =  —  log  y,  -  log  y^  +  log  y,  +  log  d. 

Wenn 

[yiy.ya  +  (»i  +  y*  +  ya)'^] ;  Vyl^M  =  +  c :  Vd 

gefunden  wird,  so  wähle  man  statt  eines   der  Werthe  y^,  y^,  y^ 
den  zugehörigen  Werth  ij,  oder  man  kann  auch  setzen: 

log  (a^i*)  =  —  log  y^  —  log  y,  —  log  yt  +  2  log  d, 

log  (x/)  —  —  lüg  yi  +  log  y,  +  log  y,, 

log  (äj^  =  +  log  yi  —  log  y,  +  log  y, , 

log  (V)  =  +  log  Vi  +  log  yj  —  log  ys . 
Da  sich  die  allgemeine  biquadratische  Gleichung .  immer  so  trans- 
formiren  lässt,  dass  das  Absolulglied  gleich  1  wird,  so  ist  nach 
einer  derartigen  Verwandlung: 

log  (V)!""'""'*  <'""'+ '°'*>' 

Es  sind  dies  Wurzelformen,  welche  eine  auffallende  Aehnlichkeit 
mit  den  Euler'echen  haben.    Da  femer 

^.+';+S+S — " 
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ist,  Bo  kann  man  den  Tier  Wuizeln  auch  die  folgende  Form  gebet 


:14 


-  (yi  +  »)s  +  '?5)> 


*» Y  fl  ±  ]/ j  a»  —  (7,;  +  y,  +  ,,0 , 

3^4  =  - 1  a  ±  Vi  "'  -  (''1  +  ^»  +  ^s) ; 

und  ftlr  den  Fall,  dasa  a  =3  0  ist, 

^1*  =  —  (yi  4-  !/a  +j/»). 
^i'  =  —  (yi  + 1.*  +  ^3)  ; 

a^s* iVi  +  Vi  +  Va), 

V  =  — (%  +  %  +  ys)- 

Wenn  die  gewählten  drei  nicht  zueammeugehörigen  Wurzeln  y^,  j/,,  y^ 
der  bikubischen  Resolvente  XXYL  der  ersten  Bedingnng^leichung 
gent^n^  so  ist  auch  noch 

oder 

^'       **      y  1.1.1.  '  -  . 

—  —  —  —  =F  "■  i"  y'-jh-^j 

'^»  ''         V%y.y.    ' 

i-  __  g  TT  y-  +  .ijjhgi 

"*  '^         V'yTiTy.    ' 

i 0  -p  y.  +  y._  + 1. . 

**  ■*         W.y.1. 

Für  die  speciellen  Fälle  a  •—  0  oder  c  =  0  nehmen  diese  Wurzel- 
ausdrOcke  noch  einfachere  Formen  an.  Um  nun  darüber  zu  ent- 
scheiden, welche  drei  nicht  zusammengehörigen  Wurzeln  der  Re- 
solvente  man  in  die  Wurzelaasdrücke  einzuführen  hat,  beachte  mani 
daas  drei  solche  Wurzeln  j/j,  y^,  y^  aus  den  beiden  Gruppen  abc, 
ttßy  der  sechs  möglichen  Worzeln  auf  acht  verschiedene  Arten  er- 
balten werden,  nämlich  die  Variationen  ohne  Wiederholung 

I.     abc,    aßy,     aby,     «ßc, 

n.     aßy,     abc,     aßc,    aby, 
Ist  die  Variation  yiy^Pa  der  ersten  Reihe  entnommen  und  genügt 
sie  der  Bedingungsgleichnng 
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$40  Fünfter  Abaehrntt.    ComlnnatiODemeÜiodeD.    IV. 

[yiÄÄ  +  (?!  +  Vi+yi)^  •  Vy^9^=  +  «, 

80  bat  maB  die  VariatioiLeii  1.  zd  nehmen;  genügt  sie  derselben 
nicht,  80  genOgt  sie  jedenfoUs  der  andern,  und  msn  kann  dann 
entweder  das  zweite  Sjstem  der  WarzelaoBdrScke  bilden  oder,  wenn 
man  will,  die  Variation  tfiy^y^  ans  der  Beibe  11.  und  zwar  be- 
liebig wählen  and  sie  in  das  eiste  System  einführen.  Zwei  Gruppen 
der  einen  geben  +  a,  die  beiden  Obrigen  —  o;  zwei  Gruppen  der 
andern  Reilje  geben  -{-c-.yj,  die  beiden  übrigen  — eiYd. 
Zahlenbeispiel.     Aofznlüsen: 

Die  Besolvente  ist 

»*  +  12',  jr- +  lü  »•  -  40^^^  >■  +  i;j  J"  +  12*  Jf  +  1  -  0. 
Substituirt  man  1/  -f-  -—>=£,  so  erhält  man  die  kubische  ReaoWente 

''+'2lV'-',8'-<44-»- 

Hieraus  berechnet  sich 

.,--2|-,    ^--12,V      .,-2^. 
Die  bikubische  Besolvente  hat  demnach  folgende  Wurzelwerthe : 
a=-2,      b 12,     c  =  |, 


wo  die  Buchstaben  a,  b,  c  eine  von  den  CoefBcienten  der  vor- 
gelegten Gleichung  verschiedene  Bedeutung  haben.  Die  acht  Va- 
riationen sind  ] 

I.  -2,   -12, 

"■  3'         12'     3'  2'         ^"^'2'        ^'  12'    2'         '^'  '^'  3 

Wählt  man  die  Variation  ViV^y^  aus  der  Reihe  I.  z,  B-  —  2,  —  12,  - , 
so  erfallt  sie  die  Bedingung 

{yiViVi  +  ivi  +  y»  +  Vi^il ■  YviVt^i^ ■=  -  c-.yd. 

Da  nun 

11  =  17^.  nt^—r^,  %  =  v 
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§  313.    Methode  der  Worzolprodacte. 
ist,  80  Bind  die  Wnrzelwertbe 

I  l/  1        i       2  1 

»,-  +  l/rh-12-|  -  +  3, 


=  +V= 


■  12- 


Statt  das  zweite  System  der  Wurzelformen  zu  wählen,  hätten  wir 
anch  die  Variation  tfif/ii/t  ^°^  ^^^  Reihe  II.  entnehmen  können 
z.  B.  — T'  ~  12'  8'  äonTi  diese  erfüllt  die  Bedingung 

\if1y2Vs  +  (.Vi  +  ft  +  Vi)^]  •■  Vy^ÄyT^ o- 

Da  nun 

2  12  3 

*?!  =  3T »        *?*  "=  ^1 »        ''«  ~  T 
ist,  so  sind  die  gesuchten  Warzelwerthe: 


1   l/~    112  1 

^.  =  +  K-T--iä-T"-T' 

^.  =  +V-|-^rl    =  +  3. 

Änf  die  richtige   Stellung   der  Vorzeichen  ist  hier  fiherall  streng 
Acht  zn  geben. 

Bei  der  ersten  Wahl  der  Variation  yi^tVa  '^^^  ^^'  Gruppe  I. 
wurde  die  Bedingung 

[j/i^sy»  +  (yi  + !/.  +  y^)^\  ■■  yy^y^<i=—c-y^, 

erfüllt    Dasselbe   geschieht  auch  dnrch  jede  der  vier  Variationen 

Vi^ti/im  ViVtVi,   niV^ni,  nx^iVs- 

Die  Variationen 

nin%Vi>  niViVi,  yiv^yz,  ViVt-ni 

dag^en  erfüllen  die  Bedingung 

Nili'?»  +  (i/i  +  li  +  n^^\  ■yViViV3^=  —  a- 
Dieselben  genügen  nun  auch  den  Wurzelformen 
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842  Fünfter  Abacliiiitt.    Combinmtionametliodeii.    IV. 

*i  =  —  T « ±  KT *** ~ t'^i  +  v»  +  Vi) ; 

denn  es  ist 

^t="  "T  +  y  9  ~  (~  y  —  JS  +  T)  "8  +  6  ' 

1       >    n 1  1       I      &  loa 

^  =  -T+^;    ^' Y  +  Tl    '' ¥-%■ 

§  314.  Andere  Hetliode  der  AaflSstmg  mittele  der  Gleicliiuif  der 
Wnrzelprodncte. 
So  wie  bei  der  Ampere'schen  Methode  ein'  einziger  Wurzel- 
werth  der  Resolvente  hinreicht,  um  alle  vier  Worzeln  der  vor- 
gelegten Gleichung  zu  berechnen,  so  genügt  auch  die  bikubische 
Reeolvente  XXVI.  mit  einem  einzigen  Wurzelwerthe  tf  ^mmtlichen 
Werthen  von  x.  Setzt  man  nämlich  d'.y-^ri,  so  ist  gemäss  der 
Gleichung  VI.: 

Ä  =  a;,  +  a;*  —  -  "■'^^ 


«*  —  (-^i  +  ^)«  +  *i«t  =  ic*  -  1^^  a  +  j,  =  0, 
und 

Multiplicirt  man  diese  beiden  quadratischen  Grleichungen  mit  ein- 
ander, so  erhält  man 

^ +  ««•  +  [(!/  + 1)  +  <—^°J,--^]  «^' +  «^  +  ^  -  0 . 

Daraus  ergibt  sich  sofort  die  Besolvente 

Die  Wurzelformen  sind  in  Folge  der  quadratiachen  Gleichungen 


y(e  —  (ty)  ±  Vv^c  -^  ny)'  - 


8(y-,)   ±  !   K  (,y-,;  '' 

3. 
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g  SU.    Hetiiode  der  Wnraelprodnote. 


ad  —  cy  ±  V(ad  —  cy}' —  4(i(y'  — d)' r  y 
Recurriren  wir  auf  des  numerische  Beispiel 

wäblen  unter  den  Wnrzeln  der  Resolvente  den  Werth  y  =  —  2 , 
80  berechnen  sich  aus  den  beiden  vorstehenden  Formeln  die  Werthe 

«i=  +  Y»    i,  =  -4,    a^,  =  +  3,    a;^=--i. 
Nimmt  man  statt  dessen  den  Werth  y  =  —  12,  so  findet  man 

X, H3,    x,  =  —  4,    3;j  — +  Y,     a;,  =  — -g- 

Substituirt  man  y  =  l-r  j  80  wird 

a;,  =  -j-3,    Xt  =  +  Y'     *8~  — T'    **  =  —  *• 
Für  y  =  —  g-  wird  gefunden 

a:,-=  +  3,    «8  =  — -g-,     a:,  — +  y,    a;,  —  — 4. 
Pflr  y  =  —  ~  erhält  man 

aT,  =  +Y'      ^s=  — y.    a^,=-  +  3,     a;^  =  —  4. 
Substituirt  man  endlich  y  =  -r^,  so  findet  man 

a;i  =  ——,    a:,  =  — 4,    ^s^  +  S,     a;^  ^ [- y  * 

Sind  in  eiaem  speciellen  Falle  a  und  c  der  Null  gleich,  also 

so  ist 

a:,  und  3^i  ="  +  V —  y ,    x^  und  x^  =  +  V —  V  ■ 
Die  Resolrente  redacirt  sich  in  diesem  Falle  auf 

{y  +  j)'  -"{v  +  ff  -  i<i(s  +  f)  +  ihä-o, 

welche  sich  in  zwei  Factoren  zerlegen  lässt,  nämlich  in 
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844  Fünfter  Abschiiitt.    Combinationameüioden.    IV. 

und 


(?  +  j)- 


Daraus  folgen  die  CrleichnngeB 

y  +  j-  +  ^V3,    y  +  j-t. 

sowie  die  secha  Wurzelwerthe 

ä'A  uud^»\=+l/d,     J'^)=lfc4-|0^^=^. 

Zahlenbeispiel.    Aufzulösen:  x*  —  ISx^  +  36  =  0. 
Die  ReeolTente  hat  die  Wureelwerthe 

y^i       Vi]     ~      Vif  2-2 

Es  ist  folglich  bei  Einführung  des  Werthea  y^  =  —  4: 

x^  und  a^j  ^  +  2,     x^  und  a;^  =  +  3, 
Wenn  a  =  0  und  e  =•  0  ist,  was  immer  dann  eintritt,  wenn  zu- 
gleich c  ■=  0  ist,  80  läflst  sich  die  Wurzelsunune  e  aus  VI.  nicht 
in  y,  substituiren.     Aus 


VL 


-(.-f).  =  o 


folgt  ferner  nicht  y  —  =  0 ,     Demnach    reducirt   sich   die   hi- 
kubiscbe  Besolvente  auf  V.  d.  h.  auf 

und  die  vier  übrigen  Werthe  von  y  haben  keine  Gültigkeit  mehr. 

%  315.    Eine  andere  Dedactioii  der  Eesolventen  XIII.  nnd  XXVI. 
Man   kann  die  Gleichung  der  Wurzelprodncte  auch  noch  mit 
Hülfe  der  Sätze  über  die  symmetrischen  Functionen   der  Wurzeln 
ableiten,  indem  man  ausgebt  von  den  Fundamentalgleichungen; 

Xi  x^  =  yi,    x^Xi  =  d-.ys, 
^1  aij  •=■  ^j ,     x^Xi  *^d:g^, 
!^i^i  =  ys,    3:gXt  =  ä:yi. 
Es  ist  nämlich 

\i/i]  =  [x,Xj]  =  b , 
[yi?»]  =  [^i'^s^al  +  [.3:iX^XsXi]  =  {ac  —  4rf)  +  3d 
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g  315.    Hethode  der  Wurzelproducl«.  845 

—  (<.'  -  26)<J  +  e*, 
ta».!'.!'.!  —  fy,!'.]<*  —  (<»«  —  '*)<', 

[jiS.Si!'.*»]  — !?• 

Wir  erhalten  auf  diesem  Wege  wieder  die  ItesotTente  XXVI,  Um 
sie  auf  den  dritten  Grad  zu  reduciren,  kann  man  folgendermassen 
verfahren :  es  ist 

I.  (x,+X,)  +  {x,  +  T,)--0, 

II.      »,«j  +  (x^  +  x^{x^  -\-  X,)  +  a-^^j  ^       6, 

in.  XiX^(Xg  ~\-  x^  ~\-  (Xj  +  x^)x^x^  —  —  c, 

XV.  XiX^ .  x^x^^      d. 

Weil  mm 

XyX^  +  x^Xt  =  y  +  y 

ist,  so  geben  die  vier  Gleicliuiigen  nach  den  Untertypen  x^  -\-  x^ 
ttod  «g  +  ^4.  aofgelöBt, 

V.       «,+«._-  i[a  -  ]/(»■  _  4!.)  +  4  ^!,  +  fj'\, 

vi.      x,  +  x.. \  [«  +y(<.'  -  4i)  +  4  (j,  +  I)]. 

Ffllirt  m&n  diese  Werthe  der  Wurzelsnmme  in  III.  ein  nnd  macht 
die  Gleichung  rational,  so'  erhält  man  die  ßesolvente  XIII. 
Die  gesuchten  Wurzeln  sind  alsdann 

^  r    )j,  '        •      —  '     ii 
wenn 

(d  +  i),i),  +  ijjjjs  +  iJs'Ii)  :  Vi)i1g%  =  +  «; 

vroin 

oder,  was  dasselbe  bedeutet. 
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(A  '+  ?!»»  4-  ?!%  +  yalfi)  •■  Vy.^3  -=  +  O 
isi 

Die  Gleichung  der  Wnrzelprodncte  lässt  sieb  aacb  aaf  folgende 
Weise  auf  den  dritten  Grad  reduciren.    Erwägt  man,  dass 

yi9>i  =  iftyi.  =  ysU*  =  <i, 

80  wird  mau  aunebmeD  müssen,  dass  je  ein  Paar  Worzelß  det 
bikubischen  Gleichnng  in  y  die  Wurzeln  der  ■  quadratischen 

y*  -  £»  +  rf  =  0 
bilde,  wodurch   die  Gleichung  in  drei  Factoren  zerlegt  wird  und 
wegen  der  drei  mögUcbeu  Werthe  von  ^,  nämlich 

Si  =  j/i  +  y«.   &  =  ys  H"  »6'   £s  =  y»  +  y* 

die  Gleichung  in  £  vom  dritten  Grade  werden  muss. 
Die  drei  trinomiechen  Factoren  sind  demnach 

y*-?.y  +  rf  =  o, 
y'-fey  +  d-o, 

y'~^y  +  d  =  0. 
Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  miteinander,  so  resultirt 

j'  -  a,  + 1.  +  üf + (sd + fcs,  +  fes,  +  (,uti' 
-(2[E,  +  s,+M<!+&s,u9'+aeif.+J.s.+&u<'+3<'^»' 

Setzt  mau  die  beiden  Gleichungen  in  y  Glied  fflr  Glied  einander 
gleich,  so  erhält  man  folgende  Besttnimungsgteichungen  für  die 
Coefficienten  der  Gleichung  in  f: 

£i +  &  +  £.'=  ft, 

J.S,£3  =  a»(Z-46d  +  '^- 
Die  kubische  Form  der  Resolvente  ist  also  wieder 

V-H'-\-  (ac  -  4d)t—ia^d  -  4bd-i-c>)  =  0. 
Wenn  die  Function  a'd  —  4fcd+  c*  also  posiÜT  ist,  so  hat  diese 
Gleichung  eine  positive  reelle  Wurzel. 

Die  Deduction  der  Gleichung  det  Wurzelproducte  kium,  wie 
oben  gezeigt  ist,  auf  viele  verschiedene  Arten  bewerkstelligt  wer- 
den. Wir  f^en  zum  Schlüsse  noch  eine  andere  hinzu.  Ist  wieder 
^1  4*  ^  =  '^i  ^1^  °™  if)  Bo  ^B^  bekanntlich 

(1)  s^-\-ag»-i-bB  +  c—yi2e  +  a)^0, 

(2)  Ä*  +  o«»  +  i«*  +  c«  +  d  —  y(3js*  +  2ö2  +  &)  +  y*  —  0. 
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g  31*.    Methode  des  hannoniBchen  Mittela.  847 

Mnltiplicirt  man  (1)  mit  b  und  eubtxahirt  von  (2),  so  resultirt 

2y 


-  =  y- 


fifan  bilde  von  (1)  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate 

and  setze  liierin  den  Werth  von  e^  ein.    Man  gelangt  so  ebenfalls 
zur  Besolvente  XXVI. 

§  316.    Die  Hetbode  des  hannonlsobfln  Mittels  zweier  Wnneln. 
Der  Typus  (29)  kann  zu  einer  AaflSsung  der  biquadratiscben 
Gleichungen  verwerthet  werden.    Man  nehme  an  es  sei 


^t+^       ''' 
dann    ist  e   offenbar   die  Wurzel   einer  Eesolvente   rum   sechsten 
Grade;  denn  die  vier  Wurzeln  Xi,x^,x^,x^  lassen  sich  sechsmal 
zur  zweiten  Klasse  ohne  Wiederholung  combiniren,  wie  folgt: 

ix,Xt  Sit,  a;,  8JC.I. 

— i"^^"*!'     "47      ™  ^^iJ     — i"^"^*'a> 

2x^Xf 


ist  nun 

I. 

n. 
ni. 

IV. 
rani  folgt 

(«.+»i) +  («,  +  «.) »,    . 

«1«.  +  (a:,  +  «.)(»i  +  ",)  +  »j»i  —  ', 
»,*,(»,  +  X,)  +  (i,  +  >:,)a;,a;, c, 

X,X,.l!,X,-d. 
nan  weiter 

r     1    r                          ^' 

>«.".    „      2«.'.    .„    «'.».   . 

«.+«8            «l+«5            '.'f'*' 

d.  h.  die  hanuoniachen  Mittel  aus  den  drei  mSglichen  YariationeD 
der  Wurzeln  zur  zweiten  Klasse  sind  einander  gleich. 
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Substitnirt  man  nun 

so  erhält  man 

■  g,  -J-  ig  =  —  2c  :  M , 
e^Zg  =      4d:« , 
'  und  folglich 

«,  und,,_-i[l+")/l^1|F|, 

oder,   wenn  t^,    tmd  e^    die   beiden   Wurzeln    einer   quadratischen 
Gleichung  Torstellen, 

,   ,  2c      ,    id       „ 
*'"'"«"*+  ■«  "     ' 

„ 2  ^^—  ■ 

Setzt   man   Torlänf^  3;, +^■=«1  8"  folgt   ane   den   vier   Coeffl- 
cientengleichungen : 

oder 

11.        -l„+„+y_l, 

oder 

SS  +  7/  =  2o  +  *~"7» 

Durch  Subtraction  der  beiden  Gleichungen  in  es  ergibt  sich  weiter 

^  2e<'  +  8tig 

^~  an'  -\-  26z'  +  4c«  +  8d  ' 
Daraus  folgt 

« 2  (£1±M(^*'_+_^^1  +  *ee  +  Brf) 

»  "  a'(2cÄ'  +  8rf«) 

Substituirt  man  e-^=2t},  so  erhält  man  ans  I. : 

cv*  +  Zdri {c^J-  d}{ai,'  -M^i  c^-f^)        _ 

und  nach  Entwicklung  der  Glieder  nach  Potenzen  der  Grösse  r) 
die  Re solvente 
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§  sie.   Methode  des  honnoimcbeii  Mittels.  ^    849 

+  ^  (acd  +  26c*  +  b'd  -  4rf^)V  +  ^  (6*c  +  ac*  —  4c(Oi3 

—  i{a*rf—  ofcc  +  c')  =  0  . 

Eliminirt  man  i)  aus  dieser  und  der  Gleichung 

Ulf  +  cij  +  d  =  0  , 
80  redacirt  sicli  die  bikubiBChe  ResolTente  auf  die  bekannte  kubische 

„3  _  26«»  +  {ac  +  h*  —  4<f)tt  +  {a'd  -  a6c  +  c«)  =  0  . 
Da  nun 

V  +  ^  =  i. 
i  +  i-J. 

BO  ist 

1        ,1  1     ,     1     ,     1     ,     c 

—  und  —  =  —  H hiTj. 

1  ,1  1     ,     1  — -  1  c 

—  und  — ■■  1= r-j- 

Unter  den  sechs  rerBchiedeneu  Wurzelwerthen  Ton  e  sind  die- 
jenigen drei  heraus  zu  wählen,  welche  mit  einem  der  übrigen  ein 
gleiches  harmonisches  Mittel  geben. 

§  317.    Die  Methode  der  Sunme  der  Wnrzelprodaate  n&eh 

Lagrange  und  Wilson*). 
Man  gehe  aus  von  dem  Typus  (34)  und  substitaire 
XyXf  -\-  x^x^  =-  «, , 
*i*»  +  ^**  ■=  *» ) 

X^X^  +  X^Xf  =  jBj  . 
Die  Resolvente  in  B  ist  offenbar  Tom  dritten  Grade.     Um  zu  der 


*}  Lagrange,    R^flexiouB   aar  la  i^aolatian  alg^briqne  des    äqaaticins. 
Nonv.  mäm.  de  l'acad.  dea  sciences,  ann^  1770.  pg.  178.  Berlin  1772. 

Wilson,  Ebba;  on  the  reBolation  of  klgebraical  equationa.    Pbil.  Trans. 
I«.  300.  1799. 

MmtmiMii,  arondiaga  d.  mnt.  n.  mod.  Alosbn.  I>4 
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Gsact«n  Form  derselben  zu  gelangen,  gehe  man  wieder  aus  von  den 
vier  Coefficientengleicbungen : 

I.     (a;,  +  X,)  +  (:r,  +  a:^  =  -  fl  , 
II.    x,x,  +  ix,-\-x,)ia:,  +  x,)  +  x,x,  =  h, 
in.    XiXt(Xi  +  Xf)  +  (ai  +  J^t)^»4  ""  —  c , 
IV.    z,x^ .  x^x^  <=  d . 
Ans  IV.  nnd  der  Sabstituirten  z,  3:^  +  XiX^  -=  «,  folgt"  zuiiäclist 

XiXf  —  x,Xf  =  y^i*  —  4d . 
DemgemäsB  ist 


und  analog 


«ja;«  =  Y  (^*  ~  ^^**  —  4*^)  . 

»1*4-  H',  +  yi." -^3) , 

ä^A  —  Y  (»I  —  V»,'  —  4(i)  . 

Bezeichnen  wir  die  Wut7*l  der  Resolvente  allgemein  mit  s,  so 
ist  noch 

I.    ix,+x,)  +  {x,  +  x,)-^n, 
II.    Ix,  H-  a-,){3-,  +  I,)  —  i  -  « , 
woraus  folgt 

',  +r,  =  - 1  ("  -  Vi''-'iV+  M , 
Xs  +  't—  -^i«+ 1^0"  —  4F+ 4i) . 
Dazu  kommen  die  Gleichungen 

'i',  -  {  («  +  >''•  -  4,1)  , 

».*.  - 1  (s  -  y»' -•!(')  ■ 

Setzt  man  diese  vier  Ausdrücke  in  III.  ein  und   macht  die  Resul- 
tante rational,  so  erhält  man  die  ßesolvente  XIII: 

«>  -  i«*  +  (oc  —  U)i  -  (a'd  -  ihd  +  ,^  —  0. 
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Man  kann  nun  entweder  alle  drei  Wurzelwerthe  Zn^^je^  zur  Dar- 
stellung der  Wurzeln  x^,x^,x^,x^  verwenden  oder  auch  einen  ein- 
zigen, wozu  man  immer  den  reellen  wählen  wird.  Im  ersten  Falle 
verwendet  man  die  Aitsdrficke  für  die  Summe  oder  das  Product 
je  zweier  Wurzeln  a:,  und  x^.     Ea  ist  nun 

a:,  ^-  a^j  =  —  -J-  (o  ~  y'a»  —  46  +  4^,) , 

a:,  +  a;.  =  -  y  (a  -  ya^'^W-fAe^)  . 
Daraus  folgt  durch  Addition  aller  drei  Gleichungen: 


a;,  =  —  j  a  +  i-  Vä'  —  46  +  4ir,  —  -^  V^'^'^ih  +  ie^ 

— -^Va»-"46+4^, 
a-3  .=.  -  -^  a  —  -^1/«'"-^  4i-f  4«,  +-J-ya*"^^¥6  +  4«, 

+  |]/o»-4ft+4*,. 

Ist  nur  eine  einzige  Wurzel  e  reell,  so  benutzt  man  am  vortheil- 
haftesten  diese  allein  zur  Darstellung  der  Wurzeln.  Man  kann 
sich  aber  auch  mit  Anwendung  der  vorhe^ehenden  Methoden  der 
Ausdrücke  x^x^,  XiXg  a.  s.  w.  zur  Darstellung  der  Wurzeln  be- 
dienen.   Es  ist  nämlich 

XiXf  .XiX^  .x,Xi'=  x*d 

-  \  («, + yi}  '^i'D  («. + V','-i'i)  {', + vv^^ß) , 

woraus  x,  gefunden  wird,  und  ähnlich  die  Dbrigen  Wurzelu.  Be- 
quemer ist  es  indess  zu  substituiren 
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oder 

wodurch  man  wieder  zur  BeBolvento  XXVI  gelangt.  Zu  der  An- 
wendung des  TypuB  XiX^-i-  XiXi  =  1  wurde  Lagrange  durch 
seine  Yerallgemeinerang  der  Ferrari'schen  Methode  gefohil  Er 
-ordnet  die  vollstäadige  biq^uadratische  Gleichung  wie  folgt: 

X*  -}-  oa;^  =  —  hx*  —  ex  —  d , 

und  bildet  Unta  das  Tollstäudige  Quadrat  eines  Trinome,  nämlich 

^x^-{-\ax  +  i  *y  —  ^«  +  i-a»  ~h^x*+  (^^e~cj  x 

Die  erste  Seite  wird  ebenfaJlB  ein  vollständiges  Quadrat^  wenli  die 
Bedingung 

erfallt  wird.  Die  vier  Warzelwerthe  von  x  ergeben  sich  alsdann 
aas  der  Gleichimg 

»'+4»»+|.-  +  ]/M-|j-t.  [»:+.,  ;'-i'J. 

Die  gegebene  Gleichung  ULsst  sich  demnach  als  ein  Product  zweier 
quadratischer  Formen  darstellen: 

x[.'+(i»-i>'»-=46  +  4.).+  (i.-^^^i=^)]-0. 

Nun  ist  offenbar 

1     ,  ,         as—  2c 

1  ««  —  2c 

mithin  e  =  XiX^ -\- XgX^.  Ganz  dieselbe  Relation  ergibt  sich  aus 
den  CoefScienten  der  zweiten  Gheder  der  trinomischen  Factoren. 
Es  ist 

-  -^  (ff  +  Z«^—  ib~+  4«)  =  3T,  +  a-, , 

—  -i-  (a  —  Y^—~4b  +  4g)  =^Xi  +  X,. 
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Durch  ÄdditJon  findet  man  hieraus 

fe  —  ^  =  (ar,  +  x;){x^  +  a!,) 
und  j 

«  =-  a;,a:,  +  x^x^  . 
Znr  Berechntmg  von  x  verfahrt  Lagrange  folgendermassen.    Es  ist 

x^Xf  +  x^xi  =  z ,     a^^aTg .  x^x^,  =  d . 
Die  Producte  x,^  und  x^x^  sind  demnach  die  Wurzeln  der  qaadrati- 
Bchen  Gleichung 

y»  -  jjy  -f  d  =  0  . 
Nnn  ist 

—  c  =  x^x^ix^  +  a;,}  +  {x^  +  arja;,«, , 
folglich 

y^H  +  ^4)  +  »iC^i  +  »j)  —  —  c  ■ 

In  Verbindung    mit    der  Relation  (a;,  +  a^)  +  (a^  +  a;J  =  —  a 
erhält  man 

,  c  —  ay.  ,  e  —  du, 

'       *      yi  -  y.       '  '    *      y.  —  ft 

Demnach  sind  :r,  und  x^  die  Wurzeln  Ton 

-■-=fE^»  +  !'.-o, 

a;,  und  »,  die  Wurzeln  von 

^  yi  -  y.     ^  ** 

§  318.    Ueber  eine  merliWDrdlge  Beziehnng  der  Wurzeln  einer  bi- 
quadratiBchen  Glelohimg  und  der  Redncente  (23)  zu  den  Selten 
and  Diagonalen  eines  Erelsvlereoks*). 
Bildet  man  aus  der  bebannten  Resolvente 

«»  —  6^  _(.  (oc  —  ^ä)s  —  (a*d  —  46d  +  c")  =  0 
die  Gleichung  ihrer  Wurzelproducte 

^»  —  (ac  —  4d)i)*  +  b(a'd  —  46d  +  c')^  —  (aV  —  4id+  c-*)*  =  0 
und  sabstitnirt 

1)  =  y  Ya-'d —  4fcd  +  c', 


*)  Hatthieaaen,  Beiiebimg  derWnczelD  eioer  biquadratischen  Oleichnng 
8.  w,  Zeitactr.  f.  Math.  u.  Phys.  X.  33(.  18G6.  Man  yergl.  SohlflBaol  zu 
eia'  Anfgabeaaamml.  g  «8b.  XIIL  EOId  1878. 
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so  erhält  man  die  Gleichung 

.  _         "'^i'^ y»  _j_  fc«  _  i/aM— 4öd  +  ^  =  0  . 

yo'rf  -r  ibd  +  C* 

Dieses  ist  nun  die  Gleichung  der  drei  Diagonalen  ^1)^1,^3  eines 
Kreisrierecks ,  dessen  Seiten  x^,Xa,Xi,x^  durch  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

3^  ^  aar' +  bx" -\- ex -^  d  =  0 
daigestellt  werden.     Es  ist  nämlich 

XiXt-i-x^Xi'^-yti/i, 

XiXj-\-x^x^  =  ytys, 

XiX^  +  XgXa  ■=^  y^f/s . 
Daraus  ergibt  sich  zunächst 


und 

S.S.y.-Vo'd-ibd+c^, 

y,s,  +  Vtyt  +  y,y,  — '• 

Ferner  ist 

,           (»■,!,  +  I,.t.)(l,I-,   +.1,1,) 

„  .  „  («,«■  +  «.«.)(»,!.  +ai"'.) 

'•    -             (x,x.+>4,.) 

■        (1,1. +  i,>'.)(i,». +1,1.) 

Äddirt  man  diese  drei  Gleichungen  zu  einander,  so  findet  man 

»    .       9    1       9  (ac  —  4d)'  n,   •        (ae  —  id}' 

Daraus  folgt 

c  —  id 


Es  ist  nun  aach  leicht,  nicht  allein  die  Flache  des  Kreiqvierecks, 
den  Radius  des  umschriebenen  Kreises,  sondern  auch  die  Diagonalen 
durch  die  Coefficienten  a,h,e,d  einzeln  aasdrQGken,  ohnedass  die 
Gleichung  aufgelöst  zu  werden  braucht. 

Sind  §,,  £j,  Ss  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung   . 
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,        (''■  +  -e-')(^'-  +  l') 

(»t,  +  |i.)(^C.+  » 
^"^       Va'd-lbd+c^ 
Femer  ist 

ler'  —  (a  +  2a;,)(a  +  2«,)  (a  +  2i,)(a  +  2x,) 

o' +  4o'S  -  8oc  +  16ii, 

also  der  Flächeninhalt  des  Vierecks: 

P  —  *-  y^  o'"+4a'i  —  8oc  +^1  Crf . 

Den  Radius  des  umschriebenen  Ereises  findet  man  mit  Hülfe  des 
Satzes  Ton  Gerhard  gleich 

■"  K  --o*  +  4a"6  -  8oc  +  16rf 

Den  FläcbeDiuhalt  kann  man  auch  noch  in  folgender  Form  aus- 
drücken: 
16F»  =  -  a\a'  ~-  4&)  -  8y,y,i,,(y,  +  y,  +  y,) 

=  -  tt*  +  4(y,yj  +  !/,yj  +  y,y,)"*  -  ^ViViV^^i  +  !/*  +  »s) . 
wo  u  den  Umfang  des  Vierecks  bedeutet. 

Um  noch  ein  Zahlenbeispiel  anzufQhreii,  in  welchem  die 
Diagonalen  und  zugleich  der  Inhalt  des  Vierecke,  folglich  auch  der 
Halbmesser  des  Kreises  rational  ausfallen,  so  sei 

3!,  =300,     a^  =  195,     3:j  =  91,    3;,=-80. 
Daraus  findet  man  die  Werthe 

i/,  =  165,  y,  =  260,  y^  =  253  ,  J*'— 16698,  2B=-325. 
CoDstruirt  man  das  vollständige  Kreisviereck,  so  hat  ein  solches 
noch  drei  äussere  Diagonalen,  welche  sich  ebenfalls  in  Functionen 
von  a,  b,  c,  d  ausdrücken  lassen.  Bezeichnet  man  dieselben  mit 
VD^itVai  ^°  findet  man 

1),'  —  (x,!,  +  i,ai,)(x,i,  +  JixJ  [ßf'J^'^^y  +  (^s^^TT ■jil  , 
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Die  Combinationen  dieser  Gi^Bsen  znr  ersten,  zweiten  und  dritten 
Klasse  geben  symmetriBcbe  Fimctdonen  der  vier  Wurzeln  und  sie 
baben  zum  gemeinscbaftlicben  Nenner  die  Diacriminante  Dt,t,  d.  b. 
die  Diacrimimmte  der  Gleichung  der  Wnrzelquadrate. 

§  319.    Methode  der  Diffannzen  der  Wnrzalproduete. 
Zar  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichong  kann  man  sieb 
aach  des  Typus  (36)  bedienen,  also  setzen 
a;,*,  —  XaX^^=e^  , 
x,Xi  —  a^a:^™  ?, , 
XiXt  —  XfXg  =  h- 
Die  Besolreute  in  b  wird  vom  sechsten  Grade  sein,  und  nur  gerade 
Potenzen  von  s  enthalten,  weil  noch  folgende  Permntationen  der 
Verbindungen  möglich  sind: 

XtX^  —  X^X^  =  —  «(  , 
x^Xg  —  x^x^  *=  —  üj . 
Um  die  Coefficienten  der  BesolTente  zn  erhalten,  transformire 
man  den  T^us  in  eine  Substituirte,  wie  folgt 
XiX^  —  x^x^  =  fj , 


(a:,a;j)*  —  «^  {x^x^  —  d  =  0  , 
oder,  indem  wir  y  an  die  Stelle  von  x^x^  setzen, 
y*  —  ^y  —  rf  =  0  . 
Man  hat  nun  y  zu  elimiuiren  mittels  dieser  Substitution  aus 
der  Gleichung  der  Wurzelproducte  XXVI.    Es  resultirt  daraus  die 
gesuchte  Resolvente 

js«  +  (2oc  -  6«  +  4d)«*  +  (o»tf  -  2a*6d  +  8acd  -  2bt»)i^ 
—  (a'd  -  c«)'  =  0  . 
Hieraus  bestimme  man  einen  reellen  Wertb-  von  e  und  be- 
rechne darnach  x.x.  aus 
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«8^*  =  -  -i-  («i  +  A*  +  id)  , 
in  welchen  AusdrQcken  noch  das  Vorzeichen  des  Badicals  zu  be- 
stimmen bleibt    Um  die  Wurzeln  zu  erhalten^  hai  man  bei  Berfick- 
sichtjgnng  der  oberen  Voizeichen: 

x^x^ .  x^z^ .  x^x^  •=  x*d 

-!('.+ V«.' + *'')  fa + V',' + 4<j)  (., +vi,'+id), 

XiXf .  x^Xf  .  x^Xg  ^  x^^d 

~  I  {«,  +  V»," + id)  (- «, + V»,' + 4d)  (- «, + y,,' +u), 

x^Xi .  x^Xf .  ajjir,  =  x^'d 
-  T  f-  '»  +  V*.'  +  4d)  (g,  +  y^,»  +  4if)  (-;!,+  V*,*  +  4d) , 

-Y^-'^i+V'^i'  -{■'id){-s,+yg,*  +  4d)U.  +  V'V  +  4d). 
Setzt  man  y  g»  —  4d  an  die  Stelle  von  «,  ao  wird 

a^.^i  -  T  ^Si  +  V£,'  -  4rf)  , 
und  nach  der  Methode  von  Lagrange  die  Besolvente  XIII: 

g»  —  »e«  +  (ac  —  id)i  -  (a'd  -  46d  +  O  =-  0  ■ 
Diese  Eesolvente   erMlt  man  auch  leicht  aus  der  Gleichung  in  y, 
wenn  man  erw^,  daas  y  -\ —  -»i  g  ist.    Ueber  das  richtige  Vor- 


zeichen von  y  ^  ~\-  4d  "s=  g  ist  nun  nach   den  Coefficienten  der 
Beaolvente  XIII.  zu  entscheiden. 

ZahlenbeiBpieL     Aufzulösen: 

a^  -  25a;»  +  60a:  -  36  =  0  . 
Die  Resolvente    ist   «*— 769?*  —  180002"  —  60*  =  0,   und    ihre 
Wurzeln  sind  +  »i  =  20 ,     +?i  — 15,     +«,  =  12. 

DemgemäsB  ist  nun 


—  4,5, 
-0. 
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Daraus  folgt  weiter 

x,*d  =  (-  10  —  8)(-  7,5  -  4,5)(-  6)  =  —  36» , 

x,*  =  36  ,    X,  =.  —  6  , 
ar,M=  (-  10  -  8)(+  7,5  —  4,5)(+  6)  =  -  18*  , 

x^*  =  9 ,    x^  =  3, 
x^'d  =-  (+  10  -  8)(-  7,5  -  4,5)(+  6)  =  -  12* , 

a;^»  =  4  ,     ä:,  =-  2  , 
xjd  =  (+  10  -  8}(  +  7,5  —  4,5)(-6)  =  -  6* , 

X,^  ■=  l  ,     x^•=  l  . 

§  320.    Hetliode  von  Ley*). 
Um  die  Gleichung 

X*  -\-  ax"  ~\-  bx*  +  ex  +  d  ^  0 
aufzulösen,  denke  man   sich  das  Biquadrat  in   zwei   quadratische 
Factoren 

a^  —  (a;,  +  Xj)x  -\-  x,x^'=0  , 
^*  —  (^3  +  ^i)^  +  ^5**  =  0 , 
zerlegt.   Die  unbestimmten  Coefficienten  dieser  Trinome  laBsen  sich 
dann  finden  aus  den  Relationen 

(a^i  +a:,)(a:g +  «»)  =  £!, 

i^i  +  iCj)  +  (i^3  +  ^i) « - 

a:,a:, .  aig«^  =  d , 

Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  folgen  die  neuen 
Ä,  +  fl;,  =  —  y(a— 1^0»  —  4if), 

a^s  +  «4  =  —  -^  («  +  V'«*  —  4ä)  i 
aus  den  beiden  andern 

^1^2  =  4-(6-*+V'(*-*)'-4rf) , 


3^3^;^  =  i-  (ft  _  ^  _  -[/(i,"  _  ^)i  ^  4d)  . 

Da  nun 

^i*a(-'^3  +  **)  +  (*i  +  :Ci)x^X^  =  —  C 


*)  Ley,  lieber  einige  besondere  AnSOaungeo  der  Gleichiüigen  dea  vierten 
Qrndet.  Progr.  Köln  1850. 
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ist,  80  ergibt  sicK  aus  den  TOrsteheaden  Gleich^gen 

(o»  -  4e)  ([6  —  «]»  -  4d)  —  {a[b  —  e]  —  Zc)" , 
oder  die  Kesolvente  XVI: 

«»  -  2ba*  +  (b*  +ac-  4d)3  +  {a'd  ~abe  +  o*)^0. 
Hieraus   bereclme   man  e.     Die   Delationen    für  ^i  -i-  x^,  Xi  -\-  x^ 
u.  s.  w.  fahren  zu  den  JoVschen  Formeln.     Statt  dessen  löst  Ley 
die  Torangesetzten  quadratischen  Gteiclinngen  auf. 
Zahlenbeispiel.     Aufzulösen: 

a*  _  sOx*  +  326a;*  —  1550a;  +  3125  -=  0  .. 
Die  Resolvente  ist  «*  —  652«*  +  140276ii  —  9944000  =  0  und  ihre 
Wurzelwerthe:  z^  ■=  176,  «,  =  226,  a,  =  250.     Nimmt  man  den 
ersten  Werth,  so  wird  b  —  a  ■=  150,  also 

x,+x,  =  +  S,    ^  +  a:,  =  +  22. 
Femer  ist 

XiXt  =  125 ,    a;ja;4  =  25  , 
so  dass  man  erhält 

a;*  -  22a;  +  125  —  0  , 
I*- 8a; +  25  =  0, 
und  hieraus 

x^  und  a;»  =1 1  +  2  Y^Hi ,     a^  und  a:,  =  4  +  3  l/^  1  . 
Wählt  man  unter  den  möglichen  Werthen  von  b  den  zweiten 

s^  =  226 , 
so  ist  6  —  Ä  =■  100  und 

-{x^  +  x;) 15  +  V'-~l",     -{x^  +  x,) i5+/^n", 

a;i  a:^  =  50  +  25  ]/^  T ,  iCj  a;^  =  50  +  25  Y^H.  . 

Das  Biquadrat  wird  dadurch  auf  die  Productenform 
[a;*  -  (15  —  V^^)  a;  +  50  —  251/=^  X 
[a;*—  (15  +  V^^)  a;  +  50  +-25>/=^j  —  0 
gebrachte    Wählt  man  endlich  uuter  den  drei  Werthen  von  e  den 
letzten  Zg  =  250,  bo  ist  b  —  z  ^  76,  und 

-(a;,-f-a^)  =  - 15  +  51/=^,     -(a:j  +  a:,)-=  -  15  +  5]/=l, 
ar.a;,  =  38  +  41  Y^ ,  a;^  a;^  =  38  +  41 Y^  . 

Um  darüber  zu  entscheiden,  ob  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
der  Kadicale  zu  nehmen  isi^  erwäge  man,  dass  wegen 
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-2ci=~3100,    a  (6 —  «)-=- 2280 
Jas  Radicsl  in 

2c  =  a{b  -e)+  yia?  -  Ag){\b  —  ef—'iS) 
negativ  ist     t'olglich   gelten,  indem  die  Wertbe  der  Summe  and 
Producte  der  Wurzelpaare  (Xi,x^  und  {x^,x^  complex  sindj  von 
den  n^ativen  SommeD  die  obersten,  Ton  den  Producten  die  zweiten 
Werthe,  d.  h.  ea  ist 

[x*  -  5  (2  -  V^T)  a:  +  38  -  41 Y^^]  X 
[«*  -  5(2  ^y::^)x  +  38  +  41  >^^^]  =0. 
Der  erste  trinomische  Factor  gibt  die  Wurzeln 

3;,  =  H-2V^T,    a;,  =■  4  -  3]/^^ , 
der  zweit« 

3^  =  11+21/^^,    a;«  ==  4  +  3]/;^  . 

g  321.   Matbode  der  Anwendiing  des  Typus  (38)  zarBUdimg  einer 
Besolvente  nuh  Blomstrand  und  Hnnratb*). 
Blomstrand  bat  die  Bemerkung  gemacht,  dass  die   Snb- 
stitutionsformela 

welche  Bezout  zur  ÄnflSsung  der  unTollständigen  biquadratischen 
Gleichung  benutzte,  auf  den  Typus  (38)  führt  Ea  ist  nämlich  in 
dem  vorausgesetzten  Falle 

y^^  =  «1  +  a:, ,       —Y—'h  =  x^  +  Xt, 
l  —  «y —  Ä  ■=  x^x^  ,        l  +  »y —  h  =  x^x^  ; 
folglich 

V—Ä  =  -  (a;,  +  ar,  —  3^3  -  sj  , 
B  y —  A  =  —  --  {x^^x^  —-  XgXj  , 

*)  Blomstrand,  De  methodiB  praecipuis  etc.  p.  54. 

Hnntath,  Algabcuaolie  UnterBDchmigen  nach  TachinihaoseD'B  Methode. 
Progr.  QlüokBtadt.  1B76.  S.  21.  Die  hier  erwUmte  Methode,  welche  bis  jetst 
nach  einer  von  mir  Herrn  Prof.  Heis  gemachten  MitUteilong  (Anfgaben- 
sammlimg  §  68b.)  dem  LotteriesecretlLr  Hnlbe  Eogeschrieben  wurde,  ist  eine 
Erfindung' von  Prof.  Mallet  in  Stockholm.   Man  vergl.  g  S17,  t  (SS)  und  3  aiS. 


y*  +  A  =  0 , 
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g  SSI.    Methode  ron  Blomatrand  nnd  Hnaralb.  8G1 

and  endlicli 

Die  Grösse  e  hängt  offenbar,  da  aie  darch  Fennutation  der  Wurzelu 
drei  verscbiedene  Wertlie  annehmen  kann,  von  einer  kubischen 
Gleichung  ab. 

Diese  kubische  Resolvente  wird  von  Hnnrath  mittels  der 
dnrch  8chl5milch  modificirten  Methode  tod  Mallet  fOr  das  voll- 
ständige Biquadrat  folgeudermasseu  hergeleitet.    Setet  man 

so  geht  die  Toi^elegte  Gleichung  Ober  in 

^    ,    4t +  a     ,    .    6jr'  +  8ag4-ft ^    ,    *''  +  8"*  +  2&'  +  g 

4.  ^*  +  "''  +  &'*  +  "  +  rf  _  0 

Man  bestimme  q  und  e.  so,  dass  diese  Transformirte  eine  reciproke 
Gleichung  wird.  Ihre  Wurzeln  seien  y,  und  ^^.y^,  pt  ^^^  ^  =  Vt  ■ 
Dann  sind  die  vier  Werth6  von  x: 

x^'=q:yi+e,     x^  =  q:ij,  +  e. 
q  und  e  werden  dann  bestimmt  sein  durch  die  Relationen 

g«  —  «*  +  ««»  +  Ja»  +  c«  +  d , 
und  XXU: 

(o»  ~  4ab  +  8c)^  +  (an  +  2ac  -  46»  +  ICd)^ 
+  (o»c  ~  46c  +  SatiJ«  +  (o*rf  —  c*)  =~  0  . 
Durch  Elimination  ron  ^i  nnd  ^j  ans  den  vier  Wurzelausdrücken 
erhält  man  nun 

x^Xf  —  (x,  +  x^)z  +  «*  "=  2* , 
3^8'»'*  —  (a^  +  «*)«  +  «*  "=  a* » 
folglich 

Es  ist  hiermit  zugleich  der  Weg  angedeutet,  auf  welchem  man  eine 
Wurzel  X  findet,  wenn  ein  Werth  von  g  bekannt  ist. 

Wie  in  §  217,  4  (32)  geze^  worden  ist,  kann  man  auch  aus- 
gehen von  der  Beducente  (22): 

n  •=*a*d  —  c*  •=  (XiXj  --  x^x^)(XiX3  —  ^i^t)(,^iXt  —  a^^^s)  • 
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Setzt  man  x'  -{-  e  an  die  Stelle  tou  x,  so  wird  fOr  die  Variirt« 
die  FuDction  12  rerachwinden,  weim  man  annimmt 

Xi'x^'  —  x^xl  =  {Xi  —  e)(3;j  —  e)  —  (a^  —  ^^i"^*  —  *) 

=  {x^x^  —  x^x^  —  (xi  -\-  Xf  —  x^  —  x^z  =  0  . 

Da  die  Function  77  drei  solcher  Factoren  besitzt,  so  ist  die  Gleichunfi 
in  z  vom  dritten  Grade.  Man  erhält  dieselbe  in  den  Coe^cienteu 
a,  h,  e,  d  ausgedrückt,  wenn  man  die  Function  a^S  —  y*  gleich  Null 
setzt  und  nach  Potenzen  von  e  entwickelt.  Dies  gibt  ebenfalls 
die  Eesolvente  von  Wallet. 

Man  kann  der  Resolvente  XXII   eine  einfachere  Form  geben, 
wenn  man  substituirt 

a&  —  Oe  +  6a£ 

^  ~        3a'  —  86  +  Üt' 

Man  findet  daraus  die  Form  XXX: 

£>  -  ifg  +  2^  -=  0, 
wo  #'  und  ^  die  beiden  Invarianten  des  Biquadrats  bezeichnen. 

§  322.    Bildong  einer  kablsolieii  Besolvente  ans  dem  Ttpob  (3S). 
Substituirt  man 

(X.  +  ^,)  -  (X.  +'^0    ■     ^  ' 

SO  ist  y  die  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung.  Um  sie  abzuleiten, 
gehe  man  aus  von  der  Bemerkung,  dass  die  Function 

g  _  2        x,T,  -x^g.         ^    ,    a,x,(3:, +  ir.)-iC.a;«(gi  +  V 
X[  +  ar,  —  X,  —  X,      "T"  ar,  4"  "^  —  ^a  ~  '^t 

ein  trinomischer  Factor  der  bikubischen  Covariante  Ci,g(«)  ist, 
also  von 

^  -r  "=         o"  -  4a&  +  80        ^  T^  "  a*  —  4a6  +  8e    ^ 
J_  20        "''^  -  ^'  _  ^  _  5  «f!  -4a6ti+8ed    , 

„6c»  +  2ocd  —  46»d+  led'  e' —  46cd  +  %ad*  _. 

—  "^^  ■   „*-4aö^8c  "^~'     «>-4«6  +  8<:     ""• 

Schreibt  man  den  irinomischen  Factor  der  Kürze  wegen  allgemein 
z*  —  2ms  -\-  n,  so  ist  die  bikubische  Gleichung  gleich  dem  Producte 

{z''  —  2m^z  +  w,)(3*  —  2m^e  +  «,) (ff*  —  2m^z  +  «3)  —  0  . 
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§  823.    Uethode  tod  Lagntnge  nnil  Hnnratb.  803 

Bildet  man  nur  die  Glieder  mit  den  geraden  Potenzen  der  z,  so  er- 
hält man  hieraua 

jj6  +  [4(»Mi  nij  +  m,  »Mj  +  M^jMj,)  +  rti  +  n,  +  Ms]  tr*  + 
[4(fB,t«,«8  +  mi.W3ni-}-maM,Mj  +  n,«a  +  n»ns+Mgni>*+«ingMj=0. 
Nun  folgt  aus  der  Reaolvente  XXII: 

also  ist 

a'c-46c  +  8fld 
«1  +  «*  +  "a  =  "i^-iäMl-sr-  ■ 

Aus  der  Torhergeheudea  folgt  weiter 

c»  —  ibed-\-  Sffld» 
"i^i^a  = ,  _  ^^^  \  3—  • 

Da  nun 

(!'-«i)(y-»'i)(y-"s) 
■=  y*  —  («1  +  «i  +  «s)?*  +  (iiii  +  »1«»  +  »i"»)y  -  "i"s"s  -=  0 

ist,  so  liat  man  die  Besolvente  XXI: 

(o>  —  4afe+  8c)y*  —  (a*c  —  4&c  +  8od)s(*+ (n,n,  +  n,  Mj+«,»is)y 

+  ((:*-  4fccd  +  8ad»}  =  0  , 
so  dass  man  an  die  Stelle  des  dritten  Coefficienten  zu  setzen  hat 
,  ,  oe"  —  iabd-\-  8crf' 

«■«.  +  «.«3  +  «i«j---^_:4„V4:8-^    • 

§  323.    Bildung  einer  knblsolien  ReBolvente  aas  dem  Typus  (40) 
naoh  Lagrange  und  Hnnratli*). 
Eb  ist  bereits  in  §  217,4(26}  gezeigt  worden,  wie  man  durch 
eine   quadratische  Transformation   und  Einführung   der  Reducente 
(26)  die   quadratische   Gleichung  reduciren   kann.     Die  Auflösung 
fuhrt  auf  eine  Resolvente,  deren  Wurzeln  durch  den  Typus 
(^,. +  -,:,»)_  (ar,' +  ^.-J  _ 
(^  +  *.)  -  (■^.  +  ij  ^ 

ausgedrückt  wird.  Man  kann  dieselbe,  wie  Hunrath  gezeigt  hat,  auch 
ableiten  von  der  ReBolvente  XXII.  Es  ist  nämlich  npch  g  331, 
wenn  g  einen  Wurzelwerth  von  XXII  bezeichnet, 

*)  Lagrange,  ßäflezioru  etc.  Art.  40.  S.  196.    Man  vergl.  Hunrath  am 
Ende  seiner  Abhandlung,  sowie  oben  §  217, 1  (Sfi). 
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Weil  nun  o  ■=  —  (^r,  +  a;g  -{- 

SubBtitnirt  man  demnach  in  XXII:  e  =  ~~ 

nach  Potenzen  von  y,  so  resultirt  die  gesachte  Resolvente  XX.  in 

der  Form 

{a?  —  4o&  +  8c)y*  +  (3a*  -  14a»&  +  20ac  +  W  ~  32d)y» 
+  (3o*  -  16o'ft  +  20o'c  4-  16o6«  ~  32ad  —  166c)y 
+  (a'  —  6fl*6  +  8o*c  +  8o»6*  -  8a»d  -  16aic  +  8c«)  =0. 

Lagrange  leitet  sie  auf  folgende  Weise  ab.    Snbstitairt  man  in 

der  Tollständigen  biquadratigchen  Gteichting  die  quadratische  Function 

ordnet  die  neue  Gleichung  nach  Potenzen  von  u  und  setzt  den 
zweiten  und  vierten  Term  gleich  Null,  so  erhält  man  die  obige 
ßesolvente.  Zur  Bestimmung  von  u*  hat  man  die  quadratische 
Gleichung 

tt*  +  ^u»  +  .B  =  0. 
Bezeichnet  man  die  Wurzeln   derselben  mit  u^  und  —  ^i,  *H  und 
—  %,  so  ist 

a\*  —  yXi  +  «  ^       «1 , 

V  —  y^g  + « -=  —  «i , 

V  —  y^s  + "  =     «s , 
**'  —  y^i  +  V  =■  —  w»  • 

Durch  Elimination  von  u^  und  Uj  erhält  man 

a;,*  ~\-  x^*  —  sf(a;,  +  «,)  +  2r  =  0 , 
V  +  a;<*  —  yCaii  +  «J  +  2y  =  0 . 

S.nbtrahirt  man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander,  so  erhält 

man  in  der  That 

y     (*,  + «,)  -  (X.  +  X,) 

§  324.    BUdang  einer  kahiflchen  ResolTente  ans  dem  Typus  (ti). 
Man  kann  femer  eine  kubische  Besolvente  suchen,  deren  Wurzel 
ausgedruckt  wird  dnrch 

Wählt  man  das  obere  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes,  so  kann 
man  statt  dessen  schreiben: 


lyGoo^^lc 


§  324.     Snhstitution  dea  Typus  (41).  8G5 

(a*  -  2b)  +  2ix,x,  +  x,x^  =^  y , 
oder 

Z  =  XtX,  +  x^x,  =  \-tj  —  2"  («*  —  2(.) .. 
Da  e  eine  Wurzel  der  Resolveiite 

2>  —  6«*  +  (oc  -  4d)^  —  (aV  -  46<i  +  c*)  =  0 
ist,  80  läest  sich  leicht  eine  kabische  Gleichung  herstellen,  von 
welcher  y  die  Wurzel  ist. 

Wählt  man  di^egen  das   ontere  Vorzeichen,  so   erhält   man 
durch  Division  der  Gleichungen 

(x,  4-  x^y  —  («3  +  arj*  —  »  , 
und 

(x,  +  Xj)  +  C^a  +  3:4)  =»  —  a , 
in  einander 

Xi  +  x^  —  x^  —  x^•=  —  y:a  . 
Der  Ausdruck  links  ist  die  Wurzel  der  Resolrente  von  Lagrange 
yj  —  (Sa*  -  86)^  +  (3o*  -  16a»A  +  IGae  +  16i»  —  G4d)z* 
—  (flä  —  4ofc  +  8c)»  =  0  , 
worin  an  die  Stelle  von  z  die  Uaaptgrosse  —  y:o  einzusetzen  ist. 
Die  Berechnung  der  Wurzeln  x,,Xf,Xg,Xi  aus  y  bietet  keine  be- 
sonderen Schwierigkeiten. 

§  325.    Ableitung  einer  ResolTSEte  ans  dem  TypoB  (42). 
Wir  nehmen  an,  es  sei 

(a?!  4-  x^y  ±  {xi  4-  *K){ai,  +  3:^)  +  (x^  +  x^Y  =  y  . 
Wegen  der  Relation 

(«.  +  x,)>  +  2(»,  +  x,){i,  +  X,)  +  (x,  +  «.)•  -  o' 
ist  alsdann  je  nach  dem  Zeichen  entweder 

g  =  {x^+  x,){x,  +x^)  =  a'-y, 
oder 

z  =  {Xt-\-  Xt)(x3  +  Xt)  =-i-  (o*  -  y)  . 

Es  ist  nun  e  eine  Wurzel  der  Resolvente  XVI.,  woraus  sich 
leicht  mittels  Substitution  die  beiden  Gleichungen  in  2 -darstellen 
lassen. 

MUthieoM,  <linniliaE<!  d.  uit.  n,  mnd.  Algebra.  56 
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§  326.    Ableitnng  einer  ReBolTsnte  ans  dem  Typiis  (43). 
Wir  nehmen  jetzt  an,  es  sei 

a;,«,  +  (a:,  +  x^){x^  +  x^)  +  a^x^  ■=  y  . 
Wälilt  man  die  oberen  Vorzeichen,  so  erhält  man  durch  Zuziehung 
der  Relation 

^i^a  +  (^i  +  ^)i^  +  ^4)  +  ^s*i  =  f> , 
indem'  man  die  beiden  Gleichungen  addirt, 

x^x^  +  3^3  a;«  =  —  (y  +  6)  , 
oder,  wenn  man  sie  von  einander  subtrahirt, 

(«,  +  «,)(^+x,)--i(6--,). 

Die  erste  dieser  beiden  Untertypen  ist  die  Wurzel  der  Resolvente 
Xni.,  die  zweite  die  Wurzel  der  Resolvente  XVI.  Die  Auffindung 
der  Wurzeln  x^,  x^,  x^,  x^  bietet  also  keine  besondere  Schwierigkeit, 
sobald  man  die  Resolvente  in  y  kennt. 

Wählt  man  die  unteren  Vorzeichen  des  Typus,  setzt  also 

"'t^t  +  (^i  ~  ^i){^i  ~  ^*)  +  ^**  =  y  I 

und  subtrahirt  diese  Gleichung  von 

',',  +  («,  +  ',)(.',  +  '.)  +  Vi  -  i  , 
SO  erhält  man 

^i^t  +^i-%=  2  (*  —  ?/}■ 
Die  linke  Seite  ist  die  Wurzel  s  der  Resolvente  XIII.,  und  es  kann 
somit  die  Resolvente  in  y  leicht  durch  Substitution  *■  =  -g-  C  ~  y) 
beigestellt  werden. 

§  327.    Bildung  einer  kablselLen  Resolvente  aas  dem  Typus  (44). 
Die  Substitution  des  Typus 

2x,x,  —  (Xi  +  Xt)(x3  +  xj  -\-  S.'Tj.r,  =  y  , 
oder 

(•^i  —^3)(.^2  —  ^4)  +  (^i  -  a-s)(3-,  —  x^)  =  y, 
ist  von   Hermite*)   zu    einer  eleganten   Methode   der  Auflösung 

*)   Ilermite,   Snr  les  fonctionB  homogSueB.     Crelle'a  Jodtu.  LH.  S.   4. 
18G6.     Hau  Tei^l.'g  274. 
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S  327.    SnbsütutioD  des  Tjpns  (44).  8G7 

biquadratäsclier  Gleichnngea  verwendet  worden.  Verbindet  man  die 
Annahme  mit  der  Relation 

XiX^  +  (a^i  +  ''iK^a  +  ^,)  +  1^3^*  =  h 
durch  Addition,  so  resultirt 

x^x^  +  a^a;^  =  y  0  +  6)  . 
Die  linke  Seite  ist  die  Wurzel  der  Besolvente  XIII  und  man  er- 
hält durch  Substitution  von  s  ^  -^  {y  ■{- h)  : 

1^-36^;/  + 512^  =  0. 
Setzt  man  jetzt  y  =  Gg,  so  erhält  man  die   bekannte  Resolvente 
XXX: 

£'-^5+2^  =  0. 

Um  die  Wurzeln  x,,  x^,  x^,  x,  zu  erhalten,  kann  man  recurriren 
auf  den  Typus  (25),  nämlich 

«,  =  a;,  +  a;,  —  »3  —  a;^  . 
Eine  Beziehung  zwischen  s  und  g  findet  man  nach  Hermite  auf 
■  folgende  Art.    Es  ist 

3z'~.[{x,-x,y+{x,-x,y+(^,-x,Y  +  ix,-x,y+(x,-x,y 

■    +  (^=  -  ^.)*J  +  4[(^.  -  fl^aK^-^.)  +  («.  -  ^4)(^»-  ^)} 
=  3a*-86+24S; 
folglich 

^-=  +  ]/|(3a»-86)  +  8e. 

Die  Wurzelwerthe  der  vorgelegten  Gleichung  lassen  sich  also  ohne 
Schwierigkeit  mittels  der  Methoden  von  Lagrange  und  Terquem 
berechnen,  nachdem  das  Vorzeichen  von  B  nach  den  gewöhnlichen 
Regeln  bestimmt  ist. 

§  32S.    Blldnng;  einer  knbiBchBn  Resolvente  ans  dem  Typna  (45). 
Wir  substituiren  jetzt 

^i^ii^  +  x^)  +  {Xi  +  Xf)x3X^  =  y . 
Lässt  man  das  obere  Vorzeichen  gelten  und  verbindet  die  Substitution 
mit  der  Gleichung 

«i«ä(^  +  '^t)  +  (a^i  +  a:i)XsX^  =■  —  c  , 
so  erhält  man  durch  Addition 
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XiX^(x^  +  a;,)  =  -1-  (y  —  c) , 
durch  Subtraction 

a^,a:.(a;,  +  a:^) J  (j,  _)_  c)  . 

Hultiplicirt  man  die  beiden  letzteren  Gleicbungen  mit  eioander,  so 
findet  man 

z  =  {Xi-\-  x^Xx,  -I-  3rJ  =  _  -L  (yt  _  gsj  _ 

Die  linke  Seite  ist  die  Wurzel*  der  ßesolvente  XVI,  woraus  sich 
ohne  Schwier^keit  durch  SubBtitution  von  z  ^  —  Td  (y*  —  ^) 
die  Resolvente  in  y  ergibt. 

Wenn    die   unteren  Vorzeichen   genommen   werden,   also   ge- 
setzt wird 

x,Xi{Xi  —  x^)  +  {x,  —  Xi)x^x^  =  y , 
so  kann  man  diese  Gleichung  durch  Addition  und  Subtraction  mit 
der  Coef^cientengleichung 

XfX^(Xg  +  ^0  +  (^1  +  ^»)^^«  =  —  c 

verbinden.    Man  findet 

x^x^(x^  +  a;,)  =       -!  (j,  —  c) , 

X^X^iXi  +  x;) -(y+p). 

Hultiplicirt  man  diese  beiden  Gleichungen  miteinander,  so  wird 

2  —  (l,  +  Xi)(x^  _|_  3;J  ^  _  ^  (y»  _  c«)  . 

Die  linke  Seite  ist  eine  Wurzel  der  Resolvente  XVI;  es  kann 
somit  die  Kesolvente  in  y*  gefunden  werden.  Es  leuchtet  ein, 
dass  man  noch  zu  einer  andern  Resolvente  vom  sechsten  Grade 
gelangt,  wenn  man  von  dem  Untertjpus  (46)  ausgeht.  Auch 
bietet  die  Ableitung  von  Resolventen  aus  den  übrigen  aufgeführten 
Typen  (47)  bis  (54)  keine  besondere  Schwierigkeit.  Wir  wollen 
unter  diesen  nur  noch  den  Typus  (53)  besonders  betrachten,  in- 
dem derselbe  im  Zusammenhange  mit  dem  Typus  ^44)  steht. 

§  329.    AhleitoDg  einer  Besolvente  aas  dam  Typus  (&3). 
Substituirt  mau   {x,  —  x^)  (x^  —  a;,)  -=  y,   so    Übersieht   man 
leicht,  dass  derselbe  sechs  verschiedene  Werthe  annehmen  kann, 
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also  auf  eine  Gleichung  vom  sechsten  Grade  führen  muss,  in  welcher 
die  ungeraden  Potenzen  fehlen.  Die  möglichen  Permutatiönen  der 
vier  Wurzeln  sind  nämlich: 

(x^  —  x,)(x^  —  x^)  -=  (Xi  —  Xi){x^  —  x^)  =  +  y, , 

-  Xi){x^  —  x^)  =  (x,  —  x^){x^  —  aTj)  =  —  y, , 
(x^  —  Xj)(xt  —  x^}  "=  (a:,  —  x,){xt  —  ^J  =■  —  !/* , 

-  ^i)(^^  —  ^*)  =  (^1  —  ^sK^i  —  ^«)  =  +  y*  > 

-  ^i)(^s  —  ^i)  =  (-^1  -  a^j)  (^  —  a^j)  ■=  +  yj , 

-  z,)(a^  —  ij)  =  (Xf  —  Xi)(Xi,  —  x^)  =  —  ys. 

Geht  man  aus  von  der  in  §  327  nach  Hermite  angenommenen 
Substitution 

(i^i  —  ^)(''i  —  ««)  +  i^i  ~  ^3)(«i  —  ^*)  =  6&  ^ Pü  +  ys, 

(^1  —  ^)(^3  —  ^i)  +  (a^3  —  ari,)(a;,  —  a:,)  =  6J;  =       yi  —  y,, 
(äj  —  a;,)(x,  —  14)  +  (%  —  a^iX^Ti  —  ^i)  =  "JSs  =       Vt  —  Vi, 
Bo  erhält  man 

Ss  -  &  =*  2-  {3=1  -  J-»)  (i'.  -  iCs)  =  1  y.  • 

Demnach  sind  y,,  y^,  y,  die  Wurzeln  der  Gleichung  der  zweifachen 
Wurzeldifferenzen  von  der  Gleichung  XXXI: 

Ist  nun  £,  —  6j  =  ;J,  ao  ist  nach  §  19: 

^  _  6if^  +  9J«£»  -  4(if3  —  27^*)  =  0, 
und  wenn  man  2(5,  —  Si)  "=  y  setzt, 

y«  -  24if  y*  +  144^V  —  2Ö6(^'  —  27^*)  —  0, 
oder 

(ys-  12J=y)'-Z>4  =  0. 
Die  Gleichung  in  y  lässt  sich  demnach  in  zwei  kubische  zerlegen, 
nämlich 

y>  —  12Jy+ V'Ä  =  *>- 

§  330.    Hethode  der  AnflÖBiuig  der  Mqaadratischen  Gleiolians  von 
der  Cafley'eelieB  Form  mittels  Comblnatlon  der  Wurzeln. 
Um  die  Quartic 
(a,  h, c,  d, e)Xx,  1)*  -=  as*  ■\^  Ux"*  +  %cx*  +  4rfa;  +  e  =  0 
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aufzulSsen,  wollen  wir  noch  ein  Paar  Combinatioiianiethodea  iiiii>- 
theilen,  und  zwar  eine,  welche  auf  die  Wuizelfonnen  der  Methode 
der  Wuizelproducte  vnä  eine  zweite,  welche  auf  die  Formeis  von 
Äronhold  fBhrt 

Bezeichnet  man  das  Product  zweier  Wurzeln   der  vorgelegten 
Gleichung  mit  y,  ao  wird  (§  313) 

XiXf  =  y, ,     a^a^s  =  e  :  (ly,  =  ijj, 

^i^i  =  y»  >    H^i  =  e  :  ay,  =  )?, . 
Es   sind  nun  nach  dem  Früheren  y,,  y^,  y^,  17,,  1;,,  1;,  die  Wurzeln 
der  Reaolvent« 

«'  (j  +  .;)'  -  6a',  {,  +  i)'  +  4»(4S<i  -  ao)  (y  +  i) 
—  8(26'»  -  3aco  +  2af)  —  0. 
Setzt  man 

a{y  +  ~)-2(2>.  +  c), 

■  HO  geht  die  Besolrente  Ober  in  die  ^-Determinante  von  Äronhold 
^  =  -  4A*  +  Jt,^}.  —  J4,s*—  0 . 
Mui  hat  demnach 

»■-ä'-^-j'  +  l-». 

und 

Dem  Radical  können  wir  noch  eine  andere  einfachere  Form  geben. 
Eb  ist  nämlich 


Der  Wurzelausdruck  geht  dadurch  über  in 


und  man  erhält 


iJijcBcaByGoOi^lc 


"V(lf), 


AnflSsung  der  Cayley'achen  Form. 

[(".+»)y(^),+':(fe)j. 
[(^'.+=)i/(l^),-iC4]- 


Die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  nun 
oder,  was  dasselbe  ist. 


Iog(j7,'')undlog(x,'')  = 
I**B  (^3*)  ""d  log  (*!*)  = 


log  y,  +  'og  y«  +  log-!/»  +  log  e  +  log  o, 
-  log  Vi  ±  log  Si  +  log  */s  +  log  e  —  log  a, 


[^y,1h!fa  +  (1/1+3/«+  ys)fl :  V^J'^ 


=  +  46 


Setzt  man  nun  die   oben  gefundenen   Werthe   für  y  ein  und 
berücksichtigt,  dass 

ist,  80  findet  man 
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><[(".+=)}/(i).+:c€]'- 

Aualog  sind  die  drei  übrigen  WurzelformeD  zu  bilden,  indem  man 
die  Vorzeicben  deü  zweiten  Gliedus  innerhalb  der  Klammem  ändert. 
Wird  bei  einer  beliebigen  Wahl  von  nicht  zusammengehörigen 
Werthen  von  ^,,  j/,,  y^  gefunden 

l<tViViV$  +  (yi  +  j/i  +  V3)e]--Vif'i'y»y3  •=  +  ^f'» 

äo  braucht  man  nur  nach  den  in  §  313  gegebenen  Regeln  in  ent- 
sprechender Weise  die  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  innerhalb 
der  Klammem  zu  ändern. 

§  331.  Ableltnsg  der  FoudsIii  tob  Aronhold  mittels  aymiDetrUcIier 
FlUlotioiien  der  Worzeln*). 
Um  die  Quartic 

(1)  {a,h,c,d,e)  (x,  \)*  =  ax*  +  Uw^  -\-  Gcx''  +  4tU  +  c  ■=  0 
au&ulösen,  gehe  man  aus  von  der  Identität 

(a)  ^  = 

-a(XiX,+x,x^),      — -.-«(■^,«,[a^H-x.]+x,a:j[3^,+x,]),     ax,x,x,Xt 
+<       _    _  ... 

Die  in  der  positiven  Diagonale  dieser  Determinante  gel^enen  Func- 
tionen der  Wurzeln  der  voi^elegten  Gleichung  sind  keine  voll- 
ständig symmetrische,   sondern  lassen  die   dreifachen   Variationen 

«l^^  +  a^3*4,       (3^1  +  3^)(a's  +  ««), 

X,Xi  +  XjXi ,     («,  +  x^)(a^  +  a:J , 

x^x^-\-  x^x^ ,     (x^  +  Xt) (x^  +  X,) 

zu.    Deswegen  muss  die  Determinante  eine  Resolvente  der  Quartic 

sein.  Da  die  drei  Variationen  einen  Theil  von  c  bilden,  so  setze  mau 


*)  Man  vergl.  Crelle'H  Jonm.  Bd.  LH,  und  oben  §  2Ö4. 
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§  331.     Die  Formeln 


Man  erhält  auf  diese  Weise  die  .^-Determinante  von  Aroobold, 
nämlicb 


(3) 


a  h      (c  +  21.) 

i        (c-  l)      d 
(c  +  21)     d  e 


— 4i'+J,,,i— J,,,— 0. 


—  «■, 


Da  nun  die  Determinante  (2)  stets  verschwindet,  wenn  die  Quaridc 
(l)  gleich  Null  ist,  80  ist  die  Determinante 

0     ,'      -,{      i' 

ij"        a  t      (e  +  2X) 

l'  {c  +  2i)      d  e 

d.  h.  ein  ToUständiges  Quadrat.  Um  dies  nachzuweisen  und  zu- 
gleich die  trinomische,  quadratische  Form  von  0  darzustellen,  ent- 
wickeln wir  die  Determinante  (4).     Wir  erhalten  daraus 


(4) 


»  —  l'l"     ' 


\b  c- 


-'''«  +  2.1    d\+^'^1%  +  2l    d 


+  8S" 


a     c  +  2l\ 
c  +  21l     e 


Die  CoefEcienten  dieses  Ausdrucks  lassen  sich  durch  die  partiellen 
DifferentialquotienieD  von  d  ersetzen;  es  ist  nämlich 


l-ä-- 


s-f  ei- 


\u)-'  -—■^•'■-\    d, 

(||^ 2(fd—U  +  2dl) 2 

ß|^_3«•-2i(^-<l»•^-6a  — I 
(8l)--2(>»-»''+2")--2j 


c  +  21,    e\' 

-f  2AI 


c-f2J,    d\' 


-ihd+-6^—\2).'—i 


Daraus  folgt 


j«  +  2.i,  d  1      JC  +  2J, 
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(5)     V- 

BerQcksiclitigt  man  nun  die  lt«latioDen 


(6) 


—  0, 


'^^m- 


so  ei^ibt  sich  aus  (5)  ohne  beeoadere  Schwierigkciteii 


.    [a-l/'{^\         't     V\bd)vob)    ,      t-iflc^\\ 


Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (6)  bis  (8)  lässt  sieb  der  Wertli  von 
<P  auch  noch  in  andere  Determinantenformen  bringen,  i.  B. 

-  <"  '""Vfe- 

-±^\m^-m^''+m+mA- 

,'        «      (»  +  21) 

-ni     i>         d      . 

-^y§-m^'-im-m'''+':M' 

Diqnz 

«ByGoOglC 

%  331.    Dia  Formela  von  Äronhold. 

,'        b      (e  +  2i) 
(12)     »-  +  -^-    -vi   (c-i)       d 

Geht  man  nun  aus  von  der  (xleichung  (10)  und  bezeichnet  die  drei 
möglichen  Werihe  von  O,  die  sich  durch  Einsetzung  der  Werthe 
Aj,  Aj,  Xg  ei^ebeu,  mit  ip,  ^,  Xi  ^^  erhält  man,  vom  Yorzeichen 
abgesehen, 

i^-.(ie,+3:,-ar,-3;JJ'-2Cx.a:,   x,a;.)|j]+(ar.3;,[a^+x.]-a^X4L*.+«,]h', 

Bezeichnet  man  ferner  eine  der  vier  Wurzeln  a;,,  x^,  x^,  x^,  z.  B. 
x^  allgemein  mit  x,  addirt  die  drei  Gleichungen  und  dividirt  durch 
4,  80  resultirt 

(14)    ip-\-i,-{.x={ax-^b)V+(ax'+4bx+Sc)^n-{f+^y 

^  (°»  +  6)6'  +  3(6x  +  c)6't  +  3(_cx  +  d)in'+ldx  +  e)^'' 
i'-x,,  -  ' 

WO  4  und  1]  willkfirliche  GrösBen  sind,  also  auch  für  eine  von 
beiden  Null  gesetzt  werden  können.  Setzt  man  aus  (5)  fUt  y,  i> 
und  X  il>™  Werthe  ein,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  die  par- 
tiellen Diffeienzialquotienten  nacheinander  die  Wurzelwerthe  A, ,  Jl^,  jlj 
der  Resolvente  (3)  ^  ^0  einführt,  so  gelangt  man  zu  den  be- 
kannten Formeln  von  Äronhold,  nämlich 

{a,b,c,d,eUi.f,f{x,y) 
i~xii 


t/[©. 
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Unter  Beröcksichtigung  der  Formeln  (9),  (10),  (11),  (12)  lässt 
sich  diese  allgemeine  Wurzelform  noch  in  vielen  andern  theils 
sjf inmetrischen,  theils  unsymmetrischen  Ausdrücken  gestalten;  ebenso 
die  bikubische  CoTariante  Ci,a  und  die  Discriminante  D^.  Eine 
solche  lineare  Wnrzelform  der  Quartic  (1)  ist  x.  B. 


1+     1+ 


1+ 


1 

■||' 

•^i  ■=. » 

1. 

1      1 

3' 

Sil 

«     SS.   „^ 


£[^  ^  ^ 

l^         -<-  -^-  -<. 

£;^.m      «  ;; — 'I  >-^ 

c  +  m         "'^'        °^l^'  ä-l£ 

— --'-  5?i  ^'  "S^' 

>-Cl  x^  i?! 

»!>.        »lU  "Ul 
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Für  die  bikubische  Cov&riante  C,,e{i,i])  gilt  die  Beziehang 

Ausserdem  sind  neue  Ausdrücke  iüx  die  Discriniinante  der  Quartic 
'.de/iXSb/,'  i\db/t\dd}i'    \8d/i\8a/i 

■.Se)i\db/s'  iXdb/sKdd/s'    VSrf/jbJa 


«,«,(«,  + :E,)  —  X,  «,  (j, +X^)  j 


I 


(41). 


uh  ^^^K_     (' 

vfM:  ^' 

m),  lad),       /( 

Betrachtet  mao  die  Quadrics  tp,  i),  x  ^^  ^^^  Factoren  einer 
Seztic,  so  lial>en  die  Wurzeln  dieser,  wie  schon  Hesse  (§  262) 
im  Jahre  1851  gezeigt  hat,  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass 
jedes  Werthepaar  — ,  -'-  je  zweien  Wurzeln  der  Quartic  har- 
monisch zugeordnet  ist.  Diese  Sextic  ist  die  biknbische  Covariante  der 
Quartic.  Um  das  Theorem  von  Hesse  noch  auf  eine  andere  Art 
zu  beweisen,  schreibe  man  die  erste  Gleichung  in  (13)  wie  folgt 


4<p 


,'(^,+x, 


X.) 


\v}  x,+x,~x,-x^\r,J^  x,+x,--x,-x,  ' 
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•i,M».j-  »,).-_«,i:.  <f,  +_>!) 


,-i(«>  +  6,), 


-»,S,- 


AHB  den  IdeotitSteD 

!,.<,(«,   +  X.)~  «,!,(»,    +  Ij)  _  (»,    +  I,)(X,3   -«,1,) 


+  «,«,  -  0  , 


-  «js:,] 

'  +  V.-0 

folgen  die  Belationeu 

(15)    . 

1 

1 

(«i  +  '.X'. 

+  £,)  +  « 

+  E,)  +  « 

,s,- 
,f,- 

'0, 
.0. 

Analog  erhält  man 

(16) 

1 

(«,  + 1.)(^  +  ö  + « 

.i.- 

.0, 

v.-i 

(*.  +  =«.)(«, 

,  +  6,)  +  « 

,(,- 

■0. 

(17) 

','.-i 

■(«,  +  »;J(«, 

,  +  6,)  +  « 

.  fe- 

■0, 

«.^-4 

fe +  «.)(«, 

,  +  «  + « 

it. - 

.0. 

Je   zwei    dieser   ! 

äyateme   geben  je  eioi 

}  Gleichung  des   fol- 

genden: 

i«,£.-i(«.  +  «('.  +  fe)  +  ».fe-o, 
».fe  -  2-  ('.  +  ü(«,  +  S.)  +  ».fe  - 0, 
«,s,  - 1-  ('.  +  e,)(«,  +  ü  +  ».fe  -  0 . 

Hieraus  folgt^  dass  die  so  bestimmten  Fanctepaare  jei£,,  e^^,  f^{^ 
ebenfalle  einander  harmonisch  zugeordnet  sind. 
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Sechster  AT)8chnitt 

Von  der  AnflSsong  der  Oleiehnngen  der  ersten  vier  firade  mit 
Hfilfe  goniometrischer  FniietioneD. 


I.     Das  Princip  der  goniometrischeD  Methoden. 
§  332.    Allgemeine  Bemerkimgeii. 

Bei  der  Änflbsung  der  quadratischen,  kubischen  und  biquadra- 
tischen Gleichungen,  insbegoiidere  der  numeriachen  und  einiger 
specieller  Fälle  höherer  Gleichungen,  z.  B.  der  irreductibleu  Formen, 
lassen  sich  mit  Yortheil  goniometrische  Functionen  zur  Darstellung 
und  Berechnung  der  Wurzelwerthe  yerwenden.  Insofern  nun  die 
Wurzeln  der  genannten  Gleichungen  sich  in  aligemeiaen  und  ge- 
schlossenen Formen  darstellen  lasseu,  was  nicht  immer  ohue  Bei- 
miscbnng  algebraischer  Ausdrücke  ni5g1icb  ist,  wird  man  die  gonio- 
metriechen  Methoden  den  allgemeinen  Methoden  zuzählen  und  aus 
diesem  Grunde  in  einer  Algebra  der  Gleichungen  abbandeln  dfirfen. 
Das  Princip  der  goniometrischen  Methoden  besteht  im  Wesent- 
lichen in  der  Benutzung  der  goniometrischen  Functionen,  gebrochene 
Potenzen  mehrgliedriger  Ausdrücke  darzustellen  und  dieselben  zur 
Berechnung  derselben  mit  Hülfe  von  Logarithmen  geeignet  zu 
machen.  Für  die  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  gewähren 
die  goniometrischen  Functionen  keine  nennenswertJien  Vortheile. 
Wir  beginnen  deshalb  sofort  mit  der  goniometrischen  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichungen. 
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II,    Von  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen*). 

§  333.   GonlometriBclie  AnflÖBung  der  flleichnng  x^+px  —  q  =  0. 

Die  vorgelegte  Gleichung  gibt  durch  Anwendung  der  Algebra  - 

Macht  man  die  Substitution 

?i^  =  taii-l,     oder    p  =  2Yq.cotX, 
ao  wird 
Xi  =  —yq.CQiX-^  Vq.  V'cöt  Ä»  +T  ■=  —  Yq.  cot  A  +  Yq-.sia  X 

=    >^  [sh  -  <>«*  ^]  "  >^  ■  -^r  =  V«  ■  t*n  i  ^ ; 

X^ Yq.  cot  l  —  Vq.  l/cot  A*  +  1  =  —  l/«  .  cot  i  —  V'a  :  sin  ;i 

=  -l^[sh  +  «°tA] Vq.l±^^-y^.cotlx. 

Zahlenbeispiel.     Aufzulösen  x*  +  1,1102jt  —  3^594  —  0. 
Man  substituire  einen  Hülfswinhel  l  durch  die  Annahme 

Man  findet     log  tan  A  =  0,5187596;  A  =  IS^O'r.l . 

Nun  ist  log  V"3,3594  —  0,2631308 ,     log  tan  -^-  A  =  1,8704019 ; 

folglich  log  x^  —  0,1335327 ;     j:,  =  1,35998 . 

Femer  ist  log  cot  y  A  =  0,1295983 ; 

folglieh        log  (- aii)  —  0,3927291 ;     ar^  =- 2,47018 . 

*)Mollweide,AllgemeiDeAnFIS8nngdernnreineiiqDadntiachei)Qleichungen 
durch  die  Qoniometrie.    Zach,  Mou&tl.  CorreBp.   XXII.    1810. 

FOratem&DD,  Ueber  die  AnflOBUug  der  quadratiBchen,  kubiichen  and 
biqnadrB tische D  Oleichongen  mittels  goniometriacher  Fnnctionen.  DAniig  isac. 

Fischer,  Die  Au^OeoDg  der  qaadratischen  and  kubischen  GleicbuDgen 
durch  Anwendang  der  goniopietriBchen  Functioneiu     Elberfeld  1856. 

Heis,  Anwendung  der  Goniometrie  eut  Anflösniig  der  Gleichungen  zweiten 
Gr&des.     Lehrbuch  der  Trigonometrie.    Cap.  VIII.    4.  Abschnitt. 

Aufgaben  BammluDg     g  69, 

Scherliag,  Zur  trigonometrischen  Auflösung  quadratischer  Gleichungen. 
Zeitachr.  ßr  math.  und  natarw.  Unterricht.    V.    S.  52.    1874. 
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§  334    QoniometrlBolie  AnOösniig  der  Qleiehnng 

X*  -\-  pX  -\-  q  ^  0  . 
Durch   Anwendung  der  Algebra  erhält   man   die  Wurzelform 

j- -^p  +  ^Vp^  —  i'I- 

£a  sind  hierbei  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Wenn  4g  <  p*  ist,  so  aubatituire  man 

p  ^  2]/2  :  sin  A; 
dadurch  wird 

-  -  V'«  (ah -  ">' ■>) — >'«T^--V«-''"2  '■ 

Vf(iäl  +  »") Vi-ti^' l/«.colJj. 

ZahlenbeiBpieL  Auliul5Bena!'+9,12ä671a:  +  9,74192(ir)— 0. 
Mau  substituire 

2  ya,74t9266  ^     ■      ,  . 
9,121)&Tl      ^^  ^^°     ' 
dann  ist 

log  sin  i  —  1,8350923 ;    i  —  43i  9"  41",4 . 
Nun  ist 

log  ys,Um6&  —  0,4943224  , 
log  tan -ij— 1,5971902. 
Daraus  ergibt  sich 

log  (—  I,)  —  0,0915126,    I, 1,23466 . 

Femer  ist 

log  cot  y  i  —  0,4028102, 
woraus  sieb  berechnet 

log  (-  31)  —  0,8971326 ;    x, 7,89101 1 . 

b)  Wenn  4q>  jf  ist,  so  substituire  man 

p -=  2  Yq  coa  9. 

HatlblenCD,  Onsdiage  d.  mat.  n.  mod.  Algabt».  fiC 
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Dadurch  nimmt  die  Gleichung  die  Form 

a^  +  2yq  coa».x  +  q='0 
an.    Aus  der  algebraischen  Wuizelform  erhält  man  nun 
x,=~y>i.coa»+yqYeoBff'  —  l  =  —yq(coB»—sm»y^-i), 
!,= —  Yg. cos»— Yq  ^008**^=—  VaCcosfr+sinfr /^-l) . 
Zahleubei spiel.    Aufzulösen 

z*  —  138,72274a:  +  8016  =  0. 
Da  hier  4q>^  ist,  so  substituire  man 
138,7227< 


-s^Soli-"'*- 

Alsdann  findet 

man 

log 

cos  »-1,8891388,    *  _  39M3' 16",7 

Nun  iat 

log  >/8Ö16  — 1,9619788, 
log  sin  ff  —  1,8009331 , 

folglich 

log  [Yi.  sin  ff]  -  1,7529119 

nnd 

X,  und  X,  =  69,36137  ±  56,61272]/-  1- 

§  335.    Methode  von  Förstemann*). 
Gegeben   sei   die   quadratische   Gleichung  j:^  -^  ax  -i-  b  =  0. 
Bezeichnet  man  ihre  Wurzeln  mit  Xi  und  :Vj,  so  ist 

iCj  +  a;,  =  —  o ,    x^x^  ^  b. 
Um  mit  EOlfe  goniometrischer  Functionen  die  Wurzeln  einzeln  za 
bestimmen,  unterscheide  man  zwei  Fälle: 

a)  Das  Absoluf^lied  oder  das  Product  der  Wurzeln  b  sei 
positiT,  also  die  Gleichung  Ton  der  Fonn  3^  ^  px  -\'  q=0. 

Sollen  die  Wurzeln  reell  sein,  so  muss  p*  ^  4q  sein;  denn  es 
ist  (ßt  —  i5,)*>0,  also  (x,-i-x^f  —  4XiXt^0,  d.i.  p*—iq^O. 
Snbstituirt  man 

x,  "^Yq  .  tan  (p,    x^  =  yq.  cot  «p , 

*)  FOrBtemaoD,  1.  c.  §  2. 
HeiB,  1.  c.   §  110  tmd  §  111. 
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§  USX    MeUiode  von  Foratemami.  S83 

80  wird  Ä,  ij  —» (jf  ^  6  und 

—  o  =  j>  =  1/2  (tan  qo  +  cot  91)  =  y«  ^^  - 
Den  HSlfewinkel  erhält  man  hiemach  aus  der  Formel 

ain29)  =  ^^,    p>2Vq. 
Wenn  f^  <  4g,  so  setae  man 

«,  und  Xf  =  Yq  (cos  #  +  sin  *  .  }/—  l) , 
wodurch  ebenfalls  «i  3:^  1=  j  wird.   Da  ^)  ^  2  "j/?  ■  cos  &  ist,  so  erhalt 
man  &  aus 


Zahlenbeispiel.    Aufeulösen  x*  —  93,7062a:  +  1984,74  =  0. 
Man  findet  aus 

sin  2^  -"  2  Yq  :  p , 
29)  =  71''57'44"6, 
und  aus 

x,  ^  Yq  .  tan  tp,    x^  =  Yq  ■  cot  g> , 
ar,  =  61,3607 ,         x»  =  32,3454 . 
h)  Das    Äbsolu^flied   oder   das   Product   der   Wurzeln   6   sei 
negativ,  also  die  Gleichung  von  der  Form  x*  —  px  —  g^O. 

Man  setze  a;,  =  —  Yq  ■  tan  9)  ^'=  Vq  •  cot  93 ,  wodurch  a:,a:^ 
gleich  — q  wird.    Weiter  erhält  man 

—  o  ■=  j)  -=  «1  +  «g  =  V'2  ( —  tan  9)  +  cot  9))  =  2  yä  cot ,  2  qo . 
Der  HQlfswinkel  ip  ist  also  bestimmt  durch  die  Gleichung 
t«n29>  =  ^-»^. 
Zahlenbeispiel.    Aufeulösen  a:^— 504,67«  — 236489— 0. 
Man  findet  aus  tan  2^  •=  2Yq  '■  P 

29=  =  62»34'33",0, 
und  hieraus  die  Wurzelwerthe 

x^  =  800,205 ,    «,  =  —  295,535 . 
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§  336.    AoflösDiig  einer  quadratischen  Oleiehnng  mit  oomplexen 
Goefficientan*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

x»  +  (a  +  6.-)3-  +  (c  +  dO  =  0- 
Auf  algebraiachem  Wege  findet  man 

Man  Bubstituire 

2ab    -  td  ,  n»_6»_4c        iab~Ad 

o*  —  6*  —  ic  ^ '  ootip  sm  <p 

Dann  ist 

^  °"  i  L"^  ("  +  *')  i  i^*"  v*'^  Y  '■  +  *  **"  ^  9') 

oder 

a;,  andXii^-yU  — ß±V*^<^08g  <pj  +  \~h-i-yr  .ain--ip)y~l\- 

Zahlenbeiepiel.    Aufeulösen:  a;*-(5  +  4t")a:+(6+ 8i)  =  0. 

Man  findet 

rcoa  ^  —  —  15,     »■  sin  qp  =  8,     tan  y  ==  —  --  • 

Es  muas  demnach  <p  ein  Winkel  des  zweiten  Quadranten  sein.    Man 

hat  aber  auch 

15        .              8                 — 16        ._ 
cofl  <p  ^  —  -71     8™  V  =  i™  >     •*  = =  1'  - 

Femer  findet  man 

cos  Y  9-  =-  y\  (1  +  CO8  9)  -=  y^, 
sin  *-  ip  =.  Yl  (1  ~  coe  91)  =  y-^ , 

folglich  ist 

^r  .  cos  g  y  =  1 ,     Yr  .  sin  -    <p  ^  i, 

und 

'.  -  I  [(5  +  1)  +  (4  +  4)  V^rn  _  3  +  4^^! , 

«,-  5-[(5~l)  +  (4-4)l/:^]-2. 

*}  Canchy,   Eiercices  mattiiSin&tiqDes  T.  IV.  p.  83,  unä  FCrstemann, 
I.  CM. 
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§  83T.     Methode  von  Fischer. 

§  337.   0oiüometri8Olie  Hetbode  von  FlaclieT*}. 
Gegeben  sei 

3?  — pa:  +  3  =  0,    p'  >  4?. 
Man  substituire 

a^i  ■=  j»  cos  qo* ,    x^=p  sin  qo* . 
Dsraas  folgt 

a:,  -|-  a:»  =  p(coB  tp*  +  sin  ^p')  »=  p , 

«1  a^  ^  p'  (sin  qo  cos  g>)'  =^  -7-  p*  (sin  2  9))' . 
Der  Hfilfswinkel  wird  gefunden  auu  der  Relation 


Zahlenbeispiel.     Aufzulösen  a:" —  93,7062a;+ 1084,74  =  0. 
Man  findet 

2g)  =  71»57'44",6,    9)  =  So«» 58' 52",3 , 
und  daraus 

X,  =  61,3607 ,    Xj,  =  32,3454 . 

§  338.    Methode  von  Grnnert**). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

3^  — px  +  2  =  0. 
Wenn  die  beiden   Wurzeln  a;,  und  x^   mit  tan  y,  und  tan  y^   be- 
zeichnet werden  und  91,  >  ip^  angenommen  wird,  so  ist 

tan  <Pi  +  tan  fi^^p,     tan  91,  tan  tp^^  q. 
Demgemäss  ist  nun 

T         1       /         I         \  tan  Ol.  4-  tan  qi,  p 

I.      tan  (ai,  +  m,)  -=     -     P-'  -  ,    xa-  =  -  .< —  . 
Vf-i     I    f*/         1  —  tan  9[  tan  gj,         1  —  g 

Weil  femer 

coB  (ipi  — ^,)        1  +  ^^Ti  _^n  ?>»__'  +  3 

Bin  (ip,  +  qd,)  ""    tän  ¥1  +  tan  ^,  p       ' 

SO  erhält  man  ausserdem  die  Gleichung 

•)TiBehet,  I.  c.  S.  11. 

**)  Orunert,  Eine  neue  Auflörang  der  quadratisch en  Gleichnngen  durch 
gODiometrieche  Funclioneo.     Gruuert's  Archiv.  I.    S.  13.    1811. 

Man  vei^l.  den  SchlQssel  xa  Heia'  AufgabenBammlung.  I.  %  69.  Nr.  175. 
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II.      coe  (y,  —  Vi)'=  ^-~  Bin  (y,  +  qo,) . 

Aus  I.  und  n.  können  qoj  und  9)^  beetimmt  werden. 

1.  Zahlenbeispiel.    Aufzulösen    x*  —  24,6912  +  61,6  =  0. 
Es  ist  zDnächBt 

j, :  (1  —  g)  =  24,691 :  (-  60,6) . 
Dft  also  tan  (9)^  -|~  'Pt)  negativ  ist,  so  liegt  tp,  -\-  9,  im  zweiten 
Qnadnuitesi    Man  findet  nun 

log  J)  —  log  (1  —  2)  -=  1,6100661 , 
folglich 

I.  9,,  +  y  ^  =  1 57"  49'  55",0 . 

Ferner  ist 

log  sin  (9.,  +  9^)  -=  1,5767305,    log  (1  +  r,)  =  1,7965743 
und 

logp=  1,3925387. 
Daraus  folgt 

log  cos  (y,  ~  9),)  =  1,9807661 , 
tmd 

n.  91  —  9.,  —  16»55'59",6. 

Die  beiden  Winkel  werden  aus  I.  und  n.  beiechnet    Zu 

9J,  =87»22'57",3  und  9)^  =  70''26'57",7- 
Nun  ist 

log  tan  9),  =  1,3399475,     tan  911  =  a:,  =  21,875; 
log  tan  9,  =  0,4496327 ,    tan  91,  =  a;^  ==  2,816 . 
2.  Zahlenbeispiel.    Aufzulösen 

3^  -~  2,3927«  —  5,757312  =  0. 
Da  tan  9},  tan  ip^  negativ  ist,  so  liegt  der  eine  Winkel  im 
zweiten  Quadranten  und  somit  91,  -]-  ip^  im  dritten  Quadranten, 
weil  tan  (9'!  -|-  9),)  positiv  ausfallt.    Es  ist  nun 
logi)  —  log  (1  —  g)  =  1,5491137 , 
und 

1.  9-1 +  91,  =  li)ti"29'54",8. 

Ferner  ist 

log  sin  (9.,  +  tp,)  =.  1,5234643, 
log  (l  —  g)  =  0,6773616,    logp  =  <] 
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Da  am  (ipi -{- (pf)  und  (1  4^  9)  zugleich  negativ  sind,   bo  liegt 
der  Winkel  9),  —  9;,  im  ersten  Quadranten.    Es  ist  Dämlich 
log  cos  {<p^  —  tpf)  =  1,8219377, 
IL  tp,  —  <p,  =  4(fi26'lG"ß. 

Au3  I.  und  II.  folgt 

y,  =.123«57'35",7,    y,  —  75«  32' 19",!  ■ 
Nun  ist  tan  tp  negativ,  also 

log  (—  tan  y,)  =  0,1716680,     tan  9.1  =  a;, 1,4848 ; 

log  tan  9),  =  0,5885516 ,    tan  91,  =  a^j  =       3,8775 . 

3.  Zahlenbeiapiel.    Aufzulösen  «*+ 0,43555a;— 0,2016=0. 
Hier  ist 

p=-  0,43555,  1  -  5  =  1,2016. 
Da  also  tan  (9),  -j-  9),)  negativ  ist,  eo  liegt  9>,  -f-  Vi  '"i  zweiten 
Quadranten.    Es  ist  ferner 

log  (0,43555  :  1,2016)  «  1,5592781 , 
also 

I,  9'i  +  9'i  =  160''4'3r,5. 

Dann  ist 

log  sin  (9),  +  9)j)  =  1,5324736 , 
log  (1  +  g)  =  1,9022205,    log  (-  p)  =  1,6390380  . 
Da  nun  cos  (y,  —  ipf)  negativ  ist,  so  liegt  der  Winkel  fpi  —  »Ps 
im  zweiten  Quadranten;  also  ist 

log  cos  {9),  —  9)j)  ^  1,7956561 , 
n.  9),  -9.g  =  128''39'30",2. 

Aus  I.  und  II.  folgt 

9)i  =  144"22'l",3,    9i,=  i5M2'31",l. 
Nun  ist  tan  9:  negativ,  also 

log  (—  tan  911)  =  1,8553983,    tan  9»,  =  i,  =  —  0,7168, 
log  tan  9.J,   =1,4490925,     tan  9>g  =  a;^  =       0,28125. 

4.  Zahlenbeispiel.    Aufzulösen  a;*+0,91931a;+0,2112==0. 
Hier  ist 

p= 0,91931 ,  1  —  ff  =  0,7888 . 

Da  also  tau  (9),  +  91,)  negativ  ist,  so  liegt  der  Winkel  9;,  +  ft 
entweder    im    zweiten    oder    im    vierten    Quadranten.     Nun'  ist 
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tan  ip,  taii  91,  aber  positiv,  also  liegen  q>,  und  ip^  entweder  beide 
im  erst«n  oder  beide  im  zweiten  Quadranten.  Endlich  ist  unter 
der  Annahme,  da«8  <pi-\-Vi  ^™  zweiten  Quadranten  liege,  cos  (tpi—^-^ 
negativ;  dies  würde  aber  der  urspranglichen  Voraussetzung  wider- 
sprechen, dass  immer  qc ,  >  ^t,  sein  solle.  Demgemäss  ist  der 
Winkel  ipi  +  tp^  im  vierten  Quadranten  gelegen.    Es  ist  nun 

log  (-  p)  —  log  (1  —  5)  =  0,0664051 
und 

I.  7., +  9>j  — 310"57'50",7. 
Femer  ist 

log  sin  {<pi  +  9.,)  =  1,8801971 , 
log  (1 +2}  =  0,0832159,    log(—j»)=  1,9634620. 
Folglich  wird 

log  coa  (qt-i  —  9.)  =  1,9999510, 

II.  V,  -yg  =  0'>51'37",5. 
Aus  I.  und  II.  folgt  endlich 

9,  —  1 55"  44'  44",  1 ,    9>,  =  1 54"  53'  G",6 . 

Daraus  werden  die  Wurzeln  mit  Hülfe  der  Tangenten  berechnet, 

nämlich 

log  (—  tan  y,)  =  1,6537171 ,     tan  ^^  =  a;, 0,45056", 

log  (—  tan  ?.()  =  1,6709752 ,     tantp^  =  x^  =  —  0,46875 . 

III.     Von  der  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen. 

§  339.   QoniometriBclifl  Aollfisimg  der  Gleichongan  toh  der  Form*) 
3;*  +  pa;  +  g  -=  0 . 
Die  vorstehende  Gleichung  hat  stets  eine  reelle  und  zwei  com- 
plexe  Wurzeln.    Es  ist  nämlich  nach  der  Cardanischen  Formel 

=.,  -+ [v't« + TV7+Äi'+ v";'^"^  rvv +>]  ■ 

Substituirt  man 

4p':  27g*  =  tan«*, 

•)  Eytelwein,   Die  Gmndlehren   det  haheieo  AnaljeiH.    Bd.  I,    g  175. 
Berlin,  1824. 

FöratemAnn,  1.  c.  g  6.    Heie,  AufgabenBammlQng.    g  96. 
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§  339.    GoniometrUche  Auflösung  kabucher  Oleichnngen.  889 

SO  geht  die  Formel  über  in 

-, --+  vT«  [V'i  +  sb  +  f'-zL\ 
- + yi  p  [V  "' i "  -  K  "^"T«]  • 

Setzt  mao  weiter 

1/tan  -ö  «  ==  tan  ß, 

Bo  erhält  man  die  Wurzelform 

X,  = "+  ]/|  p  {cot  ^  —  tan  |3)  =  +  2  "[/g  i) .  cot  2|3 . 

Weil  nun 

Xi  und  Ig  —  —  ^  IC,  +  ]/—  j  a;,*  —  p 

ist,  so  sind  die  "Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung,  in  goniome- 
trischen  Functionen  auagedrflckt, 

*,-=±"|/lp(cot2/)-J^)- 

Zahlenbeispiel.    Aufzulösen  a^  -{-  Ix  -\-  3  ^0. 
Man  substituire 

Man  findet 

log -l-_  1,8908565,    log  l/Öi  —  0,4850188, 
log  ton  «  —  0,3768739,    «  —  67"  Iff  34",66 ; 
log  ton  y  «  —  1,8222336 ,    log  ton  /J  —  1,9407442 ; 
/J  — 41'6'11",98,    log  Mt  2/J  —  1,1362916 . 
Folglich  ist 

log  (-  ij  —  1,6213099 ,    »,  —  —  0,4181286 ; 
X,  und  I,  —  0,209064  +  2,67042  V^^. 
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§  340.    GonlometriHlie  AnflÖBiuig  denolben  Gleichang  nach 

Terquem*). 
Die  vorgelegte  Gleicbang  sei  von  der  Form 
3^  -\-  px  —  q^=0. 
Man  substttnire  wie  vorhia 

80  wird 

■r,  =  y~  p  yycot  g  o  —  ]/tan  J  «J  - 
Man  setze  femer 

1/tan  ^  a  -o  ain^, 
so  reaultiren  die  Wurzelformen: 

X,  ■=  1/ -T-  p  cos  /}  cot  |} , 
3^2  oJtd  x,  -» 

—   2  l/|\PC08/Jcot/S  +  y^.]/— "l  .'|/l-f-|c08/J*COt/3»- 

Zur  leichteren   Berechnung  der  beiden   complexen   Wurzeln  kann 
man  noch  substituiren 

Y  cos  ^  cot  /I  ™  tan  y . 

Paraus  erhält  mau 

x^  und  j;g  =  —  1/-  p  toM  y  +  Yp  ^-t^  ■ 

§  34  t.    GonlometriBche  AaflÖBnn^  der  ImbiMhen  Oleichiuig 

ic' —  pj;  +  2  =  0,  wenn  4p'<27}'. 

Geht  man  wiederum  aus  von  der  algebraischen  Darstellung 
der  Wurzeln  und  substituirt 

4p»:27g*  =  8iny», 
was  w^en  der  Yorgescbriebenen  Bedingung  immer  möglich  ist,  so 
erhält  man 

*)  Terqaem,  B^tototioii  trigonomätriqDe  d'nne  Elution  da  troisiäme 
degrä.  Noav.  anii.  math.  XX.  p.  4SI.  1861.  Aoasng  in  den  AetroD.  Nachr. 
Nr.  1018.    8.  118. 
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§  341.     Qomometrische  AnflMnag  der  knbüchen  Qleichnng. 

-  +  i^-l  (cos  !  y)'  ■  (l  +  ]}'(tan  i  ,)■). 
Weil  ferner 

2  =  2]/(i^   :siny  =  y(J-p)   :  (sin  ^  j- cos  J  y) 
ist,  80  wird 

yq  (cos  I  y)  ■=  ]/|  p  .  cot  * , 
und  folglich 

=«.  -  +  j/^P  (hVj  -  »»'  2  *  1^- ä) . 

Zablenbeispiel.    Aufzulösen  d^  —  Ix  -\-  l\=0. 
Man  eubstituire 

Zur  Berechnung  dienen  folgende  numerische  Daten: 

log  j^  —  1,3266841 ,    log]/tlJ— 0,4860183, 
log  sin  y  —  1,8116024,  y  —  40*23'38",6, 

log  tan  2  )-  —  1,6666936,      log  tan  «  —  1,8662312, 
«  =  85«  37'  21",1 ,  log  sin  2«  —  1,9763061 . 
Folglich  ist 

log(-j:,)—       0,6087132, 
und 

l,  —  -  3,226362, 
X,  und  X,  —       1,613181  +  0,898366  ^^l . 
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§  342.     Goniometrlsclie  Aoflösnng  des  irrednotilielii  Falles  nach 
Vleta,  Oirard  und  van  Scbooten*). 
Gegeben  sei  die  uttTolIständige  kubische  Gleichung 

!ir'~px±q  =  0,    4p'>27«V 
a)  Man  geht  aus  von  der  gomometrischea  Fonnel  für  den  Sinus 
des  dreifachen  Winkels,  also 

ain  3  £  ^3  sin  *  —  4  sin  * ' , 
oder 

ain  *'  —  -T-  sin  £  +  —  sin  3  £  ■=  0  . 

S.ubstituirt  man  in  derselben  8in6»=a::r,  also  r>a;,  wo  r 
eine  Unbestimmte  ist,  so  erhält  man  die  nach  x  geordnete  Gleichung 

a;*  —  -—  r^x  +  -  r*  ain  3*  =  0  . 

Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  der  vorgelegten,  so  erhält 
man  zur  Bestimmung  von  r  und  3£  die  beiden  Kelationen: 

Y  »^  sin  3  e  ^  4-  ?  . 
Daraus  folgt 

'-^ViP'  »"S.-'j-.yfp. 

Der  zweiten  Gleichung  unter  diesen  genügen  aber  drei  verschiedene 
Werthe  des  Winkels,  indem  bekanntlich 

sin  3£  =  sin  (360*  +  Se)  =  sin  (TgO"  +  Se)  , 
oder 

sin  3£  =  sin  {180"  —  Sf)  =  —  ein  (180"  +  3t) 
ist.     Da  nun  :c  ^  r  sin  e  ist,  so  lassen  sich  aus  jenen  drei   ver- 
schiedenen Werthen  eben  so  viele  verschiedene  Dritttheile  des  Winkels 
ableiten,  nämlich 

*)  Alei.  Änderaon,  Ad  angulariain  Beciionoin  aDaljrticen  tbeoremat& 
*€t9oXi%ättQa.  Theoiema  VI.  pobl.  Paris  1615.  Op.  math.  Tietae  editk  a  Fr. 
a  Schooten.  Lugd.  Batav.  1646. 

Alb.  Girard,  luveDtioa  noDvelle  en  l'algebre.     Amsterdam  16S9. 

Fr.  V.  Schooten,  Appendix  de  cubicamm  aeqaationum  reaDlatione  opera 
maüiem.  Tietae.  pag.  34^.  Lngd.  Bat.  1646. 
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e,     120'»  + <,  240"  + E, 

oder 

B,  60"  ~  £  ,  -  (60"  +  6)  . 
Ebenso  viele  verschiedeiie  Werthe  erhält  man  für  x,  nämlich 

*i ""  +  K  y  J*  ■  ^i"  *  ' 

^.  =  +  jZ-J-  P  ■  Bin  (120"  +  £)  =  + 1/|  j> .  Bill  (60»  -  €) , 
*s  =  +  ]/Ä^  .  sin  (240«  +  e)  -  +  ■[/ J  j) .  sin  (60»  +  s)  . 

b)  Man  kann  auch  ausgehen  von  der  Formel  fDr  den  Cosinus 
des  dreifachen  Winkels,  also  von 

cos  3e  =  —  3  cos  *  +  4  cos  e' , 
oder 

cos  e'  —  —  eoa  I  —  --  cos  3  c  =  0 . 

Snbstituirt  man  in  derselben  cos  £  =™  a; :  r,  wo  r  >  x  ist,  so  erhält 
man  eine  Gleichung  in  x,  welche  mit  der  vorgelegten  identificirt, 
Bestimmungsgleichungen  fQr  r  und  s  abgibt.     Dieselbe  lautet 

I»  — -^  Ha:--^r'coa3£  =  0. 
Die  BestimtDnugsgletchungen  sind 

r  =  +  1/  --  p  (jenachdem  das  Absolutglied  +  q  ist), 
und 

co.3,-^-.Yfp. 
Nun  ist 

cos3e=-  — co8(180"  — Sf)^ cos  (180"  +  Bt)  , 

und  wegen  der  Annahme  x  «>  r  cos  c  : 

«i  =  -f- 1/  "ö^  j) ,  cos  t , 

«*  —  +  y^P  ■  <'0S  (60*  ~  *)  , 

:r,  =  +"|/Ä^.co8(60»  +  .}. 

1.  Zahlenbeiapiel.     Äufenlösen  a^  —  Tx  +  6  =  0  . 
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Mau  setze 

•M/9I-.Ü.3., 
ftladana  findet  man 

log  y  -=  0,4101745 ,     log  y^T^  =  0,4850183  , 

log  sin  3e-=  1,9251562,    *  =  19''6'23",8  , 

log  sin  £  =  1,5149817  ,     log  x,  =  0,0000000  , 

log  sin  (60"  —  £)  =  1,8160117  ,    log  x^  =  0,3010300  , 

log  Bin  (60"  +  .s)  =  1,9921030 ,    log  (—  a^)  =  0,4771213 . 

Die  Wurzelwerthe  sind  demnach 

j^i  ==  1  ,     «j  =  2 ,     aTj 3  . 

2,  Zahlenbeispiel.     Aufzulösen  x*  —  3x  -\-  2  =*0  , 
Mau  setze 

v^l/fp-l-""*.. 

Daraus  folgt  e  ^0"  und 

x,=-  ~  2  ,     Zj  =  a^  ■=  1  . 

Historische  Bemerkungen.  Die  ältesten  Methoden,  trigono- 
metrische Functionen  xur  Auflösung  kubischer  Gleichungen  anzuwenden, 
stehen  im  Zna&mmenhange  mit  dem  Probleme  von  der  Dreitheilung  des 
Winkels  (trisedio  OKffuli) ,  allgemein  mit  dem  Problem  v<m  der  Theituntf 
des  Kreisbogens  in  eine  Anzahl  aliquoter  Tb  eile.  Woepoke  theilt  im 
Anhang  £.  zu  der  Algebra  des  Omar  Alkhayyami  ein  Problem  mit, 
welches  von  Albiruui  dem  Abul  Djud  Mohammed  ben  AUattb 
(1038  n.  Chr.)  seiner  Zeit  vorgelegt  wurde.  Dasselbe  geht  hervor  aas  den 
Worten:  „Weshalb  wir  behaupten  in  dem  7.  Satze  des  7.  Kapitels  vom 
4.  Buche  unserer  Geometrie,  dass  mittels  dieses  Satzes  (es  handelt  sich 
um  die  Construction  der  Gleichung  ax  =  s^  -\-  h)  sich  algebi-aisoh  das 
reguläre  Neuoeck  construiren  lässt." 


J9TJt 

Flg.  17. 

In  seiner  Beantwortung  des  Problems  betrachtet  Abul  Djud  die 
Sehne  AB  (Fig.  27),  welche  den  achtzehnten  Theil  eines  Kreises  vom 
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RadiuB   CB  =  CA   Überspannt.     Er  nimmt  AD  =  AB,  ED  =  AD, 
EZ  =  ED  an  und  findet  auch  CZ  =  AB  sowie  EA  •=  AB.     Fällt 
man  die  Perpendikel  AT  und  ZK,  so  erhSlt  man 
CZ:CK=CA:CT, 


und 
folglich 
oder 
d.  h. 


CZ  :  CE  =  CA  :  ^CT; 
CZ  :  {CZ  +  CE)  =  C4  :  {CA  +  2CT), 
AB  i  {AE  +  CE)  =  C^  :  {CB  -\- CB -\-  CD) , 


AB  :  CA  =  CA:  {CD  ■\-  2CB). 
Nnn  setzt  der  arabiBche   Mathematiker  AC  ^  1    ond  AB  =  x,   wo- 
durch er  erhKlt 

3:(CJ>+2)=-  1. 
Wegen   der   Aehnlichkeit   der   Dreiecke   ABC,  BDA    hat  man   mm 
AC .  BD  =  AB'*,   also  BD  =  x^ ,    CD=l  —  3?.     Setzt  man  dies 
in  die  Gleichung  ein,  so  erhKlt  man  die  kubische  Gleichung  3^-\-l''=Zx. 
So  weit  der  Autor. 

Es  ist  dies  in  der  Tbat  dieselbe  Gteicbong,  welche  man  erhtUt, 
wenn   man   in   4  aln  c*  -f'  ^ii^  ^  ^  ^  ^  sin  e  einsetzt :   2  sin  e  ^  a:   und 

i  =  3o^ 

Woepcke  erwShnt  noch  die  Conatruction  dee  regulären  Sieben- 
ecks, welche  sich  bei  den  Arabern  findet,  und  ebenfalls  von  eioer 
kubischen  Gleichung  abhängt.  Ist  in  der  obigen  Figur  AB  die  Seite 
des  regulären  Vierzahnecks,  so  ist  nach  dem  anonymen  Verfasser  und 
Zeitgenossen  des  Abu  Sahl  Alkuhi  (960): 

BD-.AB^AB'.AC, 
und 

AB:  CD  =  AC:{AC+CD). 
Setzt  man  AC  ^^  1,  AB  ^  x,  so  erh&lt  man  die  kubische  Gleichung 

a:»  —  a;*  —  2a:+  1  =0. 
Es  ist  dies  dieselbe  Gleichung,  auf  die  spKter  Vieta  dasaelbe  Problem 
zurOckftthrte.    (Man  vergleiche  Franc.   Yietae  op.  math.    in  wium  volu- 
men   congesta,    opera  et   studio  Franc,  a  Sdiooten,    Lugd.   Bat.   1646. 
fol.  pag.  362,  prot.  IV.) 

Das  Princip  der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gegebenen  gonio- 
metriä eben  Auflösung  rührt  nach  v,  Schooten's  Mittheilung  von  Vieta 
her.  Im  6.  und  9.  Theorem  der  iSM.  angvl.  befinden  sich  unter  den 
Kreistb eilungen  die  beiden  folgenden  Relationen  bezüglich  der  Drei- 
tbeilung  des  Winkels: 

Sit  s^nidiameter  1.  hasis  prima  1  N.    Eril 

iC — 3^    basia  anffidi  tripH. 
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(Sä  S'vtidUimelff  1.)  IN  mieüiffäor  perpendiculam  Iritmffuli.     Eni 

3N  —  IC    perpendiadum  em^U  tripU. 
Hierin  Bind  offenbaj:  die  beiden  folgenden  SStze  enthalten 

x*  —  -  -  r'x  +»^811134^0,     X  ^  r  sin  t; 

3?  —  —  r'x  —  ~r'coH3t='0,     a;  =  rcoB6. 

Eine  klarere  geometrische  niustration  von  dieser  Regel  gab  Pr. 
V.  Schooten  in  seinem  Appendix  zur  Geometrie  von  DesGartes,  woians 
hervorgeht,  dass  bereits  1629  Albert  Girard  dieselbe  Methode,  freilich 
ebenfalls  ohne  Einführung  goniometri scher  Functionen,  auf  die  kubische 
Gleichung 

1  (H)  X)  13CD  +  12,     (d.  i.  a:'=.13a;+  12) 
angewandt  hatte.     Die  AuflöBung  Girard's  ist  folgende: 

Man  bestimme  die  mittlere  geometrische  Proportionale  von  13  und 
3,  d.  i.  l/vi  "'^  construire  mittels  derselben  als  Radius  Fn(Fig,  28) 
einen  Kreis.  Alsdann  ziehe  die  Sehne  FG  gleich  2-  d.  h.  gleich  dem 
Quotienten  der  Division  von  12  durch  4-^)  und  theite  den  Complementar- 
bogen  GK  in  J  und  X  in  drei   gleiche  Theile.    Die  Sehne  FL  wird 


dann  eine  Wurzel  der  Gleichung  sein.  Er  fUgt  hinzu*  dass  zwei  andere 
negative  Wurzelwerthe  durch  die  Sehnen  JF'Jlf  und  i^J*^  dargestellt  würden, 
wobei  M  und  N  gefunden  wUrden,  indem  man  von  L  aus  ein  gleichseitiges 
Dreieck  LMN  beschreibe. 
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§  343.    Methode  von  Landen  nud  ColsoD.  897 

Zum  Beweise  dieses  Theorems  bezeichne  man  den  Winkel  GFK 
mit  3tp,  LFK  mit  ip,  FL  mit  x^.     Dann  ist 


X 

:  2f 

— 

C039, 

FG  = 

^«'Y 

j,_2, 

rOO. 

3, 

Dai-aus  folgt 

und 

2 

endlich 

? 

=  COB 

-3  001 

=  + 
P 

«1/(1 

? 

f' 

«> 

—  ? 

xr  —  ^ 

,_«'- 

13« 

-12- 

.0. 

Nun  ist  der  Peripheriewinkel  des  Bogene  KQM  gleich  60"  +  9,  der 
des  Bogens  KN  =  60"  —  9 .    Die  beiden  andern  Wurzebi  sind  demnach 

3^  — .  —  2r  C08  (60*  -\-  <p),    ar,  ■«=  —  2r  eoB  (60*  —  9) . 

§  343.    Boniometrisctie  Methode  nach  Landen  and  Oolaon*). 
Landen  hat  gezeigt,  daas  die  unvollständige  Gleichung 

sich    durch  DiSerenzirung   des  Absolutgliedes   q  nach   der  Unbe- 
kannten X  auf  die  integrabele  Differenzialgleicbung 


V\'-"     ^Vt,"--"' 


reduciren  lässt.     Diese   beiden  Ausdrucke   sind   nun  offenbar   die 
Differenziale  der  Bögen  zweier  Winkel,  nämlich  von 

.    xl^B         1  .     — SjV^ 

arc  Bin     ^r_  =  —  are  sin  — -— —  ■ 
S)/p         8  2p  Vp 

Substituirt  man 

^7^  =  ß. 

2pl/p 

und  setzt  den  kleinsten  Winkel,  welcher  dem  sin  {=  a)  entspricht, 

gleich  3^,  so  erhält  man 

*)    Joh.  Landen,  Uathematical  lucubrations.  London  1T56. 
Colson,  Commentar  zu  Newton's  Metbod  of  floiions,  pag.  308. 
KäHtnet,  De  Formula  Cardani.    Indes  praekcMonnm  Prop.  IV.  pg.  12. 
Gottingae  1757. 

Man  vet^l.  auch  oben  g  183  und  146. 

llkUhtaiiui,  GTnsdiags  d.  mnt,  d.  mod.  Algebnk  67 
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.     xVä  _ 

Xi  ■=  Yy  P  ■  sin  9  . 
Wir  wollen  diese  elegante  Methode  fUr  die  rollat^dige  Gleichung 
a:«  +  oar'  +  6a:  +  c  =  0 
erweitem.     Nach  §  145  iat 


j/i.(„«_4fc)-|-az-^ 


worauB  man  durch  Integration  erhält: 

ax  +  a  1  .      —  (2a»  -  9a6  +  27c) 

arc  Bin  — %  -^-  ^  •  =  -j-  arc  sin -_  j_-  _ ^  . 

s/a'  — 3&  3  2{a»— St)]/^' -  36 

Man  substituire 

"  1  ^2*L'  —  9°fc  +  37c) 

2(a*—  36) ya' -^^6  ' 

und  setze  den  kleinsten  Winkel,  welcher  dem  sin  (=  a)  entspricht, 
gleich  391,  so  ist 

arc  ain — -  ■=  tp  , 

2  V»'   -  36 
folglich 

_2y«<-3b..in,-« 

and  analog 

—  2  ]/«■—  3  6  .  ein  {60°  +a)  —  a 


%  344.    Oonlometrlsche  AaOSsang  des  irrednotibeln  Falles  nach 
Molvre  und  Eytelwein*). 
Giegeben  sei  die  unvollständige  Gleichung 

x^—px±q'='0,    4p»^27s*. 

•)  Eftelweio,  Die  Grondlebren  der  bOberen  AnaljÜB.     Bd.  ].  %  176. 
S.  216.  BerUn  1824. 

Heia,  Ebene  and  tpbär  Trigonometrie  III.  Th.  Cap.  VIU.  Anf^.  116  u.  118. 
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Man  setze 

wodurch  die  vorgel^^  Gleichung  übergeht  in 

ar*  —  Syex  _  (y«  +  j»)  =  0  . 

Die  Bestimmungsgleichuiigen  fOi  y  und  s  sind 

ye=\p,    1^  +  ^'=  +  q- 

Die  Grössen  y  und  e  sind  demnach  die  Wurzeln  der  Gleichung 

also 


.-m,-y(±i,r-i/-». 

Die  drei  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind  also: 
X,-         »  +  ., 

«1 --i(» +  »)-{(»--)  v^^. 

Man  BubstitniTe  nun 

^:}/|^-cob39, 
aJso 

Mit  Anwendung  des  Moivre'schen  Theorems  ist  dann 

m  =  +  (cob3v  — sinSy.]/;^  ]/-ip  =  +  (coa9>— *sinv)]/|^p, 

ti  ==  -j-  (cos 391  +  sin  Sy  -  y"—  1)  I/-3  P"'  +  (cos9i  +  tsinqs)l/-g  p. 
Weil  nun 

«  +  W  =  +  ]/jl).C0B9., 

und 

«  —  r  =  i^/j  !>- 1/ —  l-siny 

67* 
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i»t,  so  erhält  man  die  drei  reellen  Wimelwerthe 
a^i  =■  +  (Ks  P-eoaip, 

Xi  =  +  yy-^  p .  cos  tp  -\- Yp  .  8unp) , 

3^  =  +  [yl  p-coa  <p  —Yp.siatpj. 
Die  beiden  letzten  Wertfae  lassen  sieb  nocb  einßicher  aasdrOckeB, 
wenn  man  bemerkt,  dass  ein  60"  ■^^y'S,  cos  60^=2  ist.  Danämlich 

cos  9»  +  sin  9>  yS  ^  2  K  cos  ip  +  -^  sin  91 
—  2  [cos  60"  cos  V  +  sin  60"  ain  7j]  =  2  cos  (CO"  +  y) 
wird,  so  ist  in  einfacheren  Ausdrficken 

j;.  =  +  y -J  jj .  cos  9  =  =F  ]/|  p  .  cos  I  (39))  , 

^t  =  +V^-  «'»e  (60«  -  9)  -=  +  YYp  .  cos  |(3C0"  +  Sy)  , 

^»  =  +  Yfp  ■  CO8  (60"  -  y)  =  +  |/J  p  .  cos  1  (720"  +  S?.)  - 

§  345.    Goniometriscfae  Behandlang  des  irredvcübeln  Falles  nacli 
Eönitzer*). 
Gegeben  sei  die  unvollständige  kubische  Gleichung 

Nach  der  Cardanischen  Formel  ist 


.-l^i,+Vl7-Ap'+y+i,-i/i7-i.'. 


Substitnirt  man 


80  wird 

-^»[(i+J^^Z  +  O-^V^i)']. 

*)  Man  vergl.  Berkban,  Aoirendapg  dei  Trigonometrie.  Halle  1S63. 
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Wird  ferner  b:a  ^  tan  3 9)  gesetzt,  80  erhält  man 
«,  =l/j[(l  +  i  tan  3y)*  +  (1  —  I  tan  39)'] 

~  K  ii^  [("•=  3  V  +  i  «m  6»i)*  +  (cos  3(p  -  i  sin  3  9)*]  . 
Die  Wurzeln  sind  demcacli 

*'  ""  Viihi  ■'»»?'  —  +  }/ J  Ji .  00s  91 , 

^'  -  V'sS-jÄ- +  3?)  ■  ""  i  (3<»'+3»')  -  il/f?  ■  CO.C60»  -  y), 

^-l^Är(™!T?3^™j('20"  +  3,,)_±|/|;.oos(60"+rt. 

g  346.    Methode  der  AnilÖsiuig  des  irrednotdbeln  Falles  von 
Qrnnert*). 

Gegeben  sei  die  OleichuDg 

x'  -\-  px  -^  q  •=^  0  . 
Mau  subetitnire 

*-(«.+  y,  V^  +  ('. + y.  y- 1)  -  (».  +  '>) + (j, + »,)  V- 1  ■ 

Daraus  folgt  zunäclist  durch  Potenzirung 

Aus   der   Yergleichung  dieser   Gleichung  mit  der  gegebenen 
folgen  die  Bestimm ungegleichungen 

(.',  +»1 V- 1)'  +  («,+».  V-  1)'  —  <i , 

oder 

(»I».  -  yi».)  +  (»iJ.  +  ',y,)V-i  —  -  i  ?  > 
und 

«,>  +  «.'-3(«.»,'  +  '>!^ 

-  (yi'  +  y."  -  3[«,'»,  +  Vftl)  V- 1  -=  - « ■ 

Man  nehme  nun  weiter  an,  es  sei 


•)  Grnnert'B  Arch.  VI.  1. 
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n.    *iy,  +  ^.y,  — 0, 
m.    £,■  +  V  —  3(?,y,*  +  e^y*) q, 

Um  die  reelle  Wurzel  za  bestimmen,  können  wir  noch  annehmen, 
es  aei  Vi  -|-  tfj  =  0.  In  dem  Falle  y^  -=■  —  Vi  ^  ^  S^l^ig^  ni^i^ 
zur  Cardanischen  Formel.  Sollen  y^  und  y,  nicht  rerschwinden,  so 
folgt  w^en  der  Annahme  yi-\-y%'^^  zunächst  aus  L  and  III.: 

V  +  yi*  =  ~|p, 

V~3?,y.» \q. 

Die  erste  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben  in  der  Form 

In  dem  Falle,  wo  die  eingeklammerten  Orössen  reelle  ächte  BrQche 
sind,  kann  man  dafOr  setzen 

sin  9)*  +  cos  9>*  •=  1 , 
und  mit  Berücksichtigung  der  zweiten  Gleichung: 

sin  w'  —  6  ein  w  cos  m'  =  1/ -~  , 

T  y  -r  Y  4pi  > 

oder 

Die  Realität  des  Winkels  9  erfordert,  dass  4}^  <  —  21  q*  oder 
-7- ff*  +  öj  P*  ^  0  sei.  Dieses  ist  bekanntlich  die  Relation,  welche 
fUr  den  irreductibeln  Fall  gilt 

§  347.    GoniometriBche  AnflÖBong  der  kabischen  Oleiehnng  nach 
Demongeot*). 
Die  Auflösung  der  Gleichung 

lässt  sich  in  allen  Fällen  auf  die  Dreitheilnng  eines  Winkels  re- 
duciren,  wenn  man  complexe  Winkel  zulässt.  Es  werde  dabei  der 
Fall  ausser  Acht  gelassen,  wo   alle  drei  Wurzeln  reell  sind  und 


*)  NOQT.  Ann.  nuth.  XX.  pg.  14S.  1861. 
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ebenso  die   Winkel  der  Function,  welche  die  Wurzeln  darstellen. 
Es  sind  dabei  zwei  Falle  zu  unterscheiden. 

L     Gegeben  sei  die  explicite  Form  der  Gleichung 
X^  —  PX  -\-  q  •^  0  . 
Die   Gleichung  zwischen  dem  Cosinus  eines  Winkels   und  seinem 
Dritttheile  ist 

y*- Jy—  jCoa(i) +  »»)=■  0. 
Setzt  man  x  ■=  ry,  so  erhält  man  ans  der  vorgelegten  Gleichung: 

s'-f.y  +  ^-o. 

Diese  wird  identisch  mit  der  goniometrischen,  wenn  angenommen  wird 

oder,  was  dasselbe  ist, 

(c-t  ^  fi-a)  cos  tj  -  i(c*  —  e~^)  sin  »/  —  -  2]/^  ■ 

Man  sieht  leicht,  dasa  der  im^näre  Term  gleich  Null  sein  muss, 
was  geschieht^  wenn  i;  =0  ist.   Die  Gleichung  reducirt  sich  also  auf 

Substituirt  man 

SO  erhält  man  durch   Anwendung  der  goniome^schen  Methoden 
der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen 

e"  =  tan  <f> ,    e~^  =  cot  9  . 
Hierbei  ist  der  Winkel  ip  reell,  da  p  positiv  ist,  und  die  ge- 
suchten Wurzeln  sind 

a;,  =  l/fp.cosA(2a+*iJ, 

a^  =  ]/|  i) .  cos  g  (4«  -f  *•)• 

Die   Entwicklting    der    goniometrischen   Function   und   die    Sub- 
stitution von 

y^tan  qi  =  tan  S 
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ßlhrt  auf  die  expliciten  Wurzelformen 
«1  =  l' Ti*  ■  <50see  2S  , 
^  }  =  —  j/y  p  [cosec  2d  +  cot  2tf  .  J^^^] . 
II.     Gegeben  sei  die  kubische  Gleichung 
a^  -\-  px  -^  q^O  . 
Man  setze  wiederum  x «»»  ry,  woraus 

f+f.9  +  ^-0. 
Daneben  gilt  die  goniometriscbe  Formel 

y^  —  \  y  -  ~  <ios(fi  +  »i)  =  0  . 
Diese  beiden  Gleichungen  werden  identisch  unter  der  Annahme 

Fflr    die  zweite  Gleichung  kann  man   Exponentialfunctionen   ein- 
führen, also  setzen 

(e*  +  e-')  cos  7/  —  i(c'  —  e~*)  sin  t?  =  —  qy~,  ■  Y —  1  . 
Man  sieht  leicht,  dass  auf  der  linken  Seite  der  reelle  Term  gleich 
Null  sein  muss,  was  der  Fall  ist,  wenn  ij  ^      jr.    Die  Gleichung 
redticirt  sich  dadurch  auf 

n/27 


er- 
setzt man  ausserdem 


■■  tan  2^  , 


so  wird  nach  der  Methode  der  goniometriecbeu  Aufldsung  quadrati- 
scher Gleichungen 

e*  =  tan  y  ,     e— '  =  —  cot  qo , 
Der  Winkel  tp  ist  stets  reell,  weil  p  positiv  vorausgesetzt  ist.    Dem- 
nach sind  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 

»1 = •  yTp  •  CO' (I « + 1  »*) , 
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;i,.co.(A»  +  i«-i), 
i,-iy'-|-j).co8(|«  +  |ei). 

Substituirt  man 

y'tan  ip  =  tan  ß  , 
und   eDtwickelt  die   goniometriscben  Functionen,  so  resultiren  die 
Wurzelformen 

a>i  und  x^  =  T/y  p  .  [cot  2ß  +  y —  3  .  co8ec2^J , 
x,^~yjp.cot2ß. 

§  348.    Goniometrisclie  ADflÖBung  der  ToUst&ndlgen  knbisclien 

Qleicliaiig  mittels  der  Tonsel  fftr  die  Tangente  des  dreifachen 

WijikelB  nach  Stoll*). 

Um  die  vollständige  kubische  Gleichung 

aJ>  +  oa:»  +  6a:  +  c  =  0 

au^ulösen,  kann  man  ansgehen  von  der  Identität 

,       „           3  tan  <p  —  tan  ip' 
tan  ow  =  -,      „. i-  , 

~  1  —  3  tan  gj'     ' 

oder 

tan  9)'  —  3  tan  3  (p  .  tan  9*  —  3  tan  ip  +  tan  Sip  =  0  . 
Man  setze  tan  q?  =  y  und 

f  +  "f  +  ßy-\-y  =  o. 

Die  goniometriscbe  Gleichung  nimmt  die  Form 

p*  —  3  tan  3^1 .  y*  —  3y  +  tan  39  =  0 
an  und  die  Identität  dieser  mit  der  vorhergebenden  fordert,  dass 
die  Eeducente  aß  —  91»  gleich  Null  werde.  Man  bilde  deshalb 
von  der  gegebenen  Gleichung,  indem  man  x  ^y  -\-  e  setzt,  die 
Yariirte  und  entwickele  die  Gleichung  aß  —  Qy  =  0.  Dies  gibt 
die  Resolvente 

2(o*  -  36)3  +  (ah  -  9c)  =  0  . 
Es  sei  nun  allgemein  t/  <=  r  tan  qo,  so  geht  die  Variirte  (iber  in 


*)  Stoll,  Zar  LöTODg   der  kabüchea    Qleichungen.     Progr. 
1876.  S.  11. 
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tan  <p'  -\ —  tan  qc*  +  -^  ^-^^  V  +   s^  ^  0  . 

Durch  Vergleichimg  der  homolc^en  Coef^cientea  dieser  und  der 
Yorbei^nannten 

tan  9;*  —  3  tan  3<p  .  tan  qo*  —  3  tan  q>  +  tan  Zg>  ^  0 
erhält    man    die    nöthigen    Beatimmungsgleichungen    f^r    r    nnd 
tan  3ip,  nnd  damit  auch  für  tan  91,  nämlich 

a  ^  —  3r  tan  3^; ,     tan  3<p  ^  —  --  , 


ß^-S,',                           r-Y-, 

\ß. 

y  =  r*tan3v,            ten3q5=^V- 

Demnach  ist 

r^  =  -|(3^*+2fl^  +  6), 

und  den  Winkel  tp  findet  man  aus  der  ersten  oder  ( 

IriiU 

nämlich  aus 

>»nS^—l,-}- 

Setzt  man  den  Werih 

2(n'  — 3  6) 
in  die  Gleichung  fBr  r*  ein,  so  findet  mau 

,        —  {aö  —  9c1'  +  4_(a'_—  3b)((*'_-  3nc) 
■  4{-„-_3b)'" 

oder 

*'  =  2(a'-36)"' 
Daraus  ergibt  sich  weiter 

tan3ffl= ■    -_^.-T--- =: _— 1^=, 

3f'-3/>,  (^-37>, 

wo   Fj   die  kubische  Variante  bedeutet  und  jp,  die  Discriminante 

—  («1 — ^y(^  -  ^y(.^  —  j^.)'  ■ 

Nun  ist 

Xi  =^  y  ~[-  e  '=^  z  -\-  r  tAU  ip  , 
und  weil  tan  By  =■  tan  (2at  +  3<p)  =  tan  (431  +  S<p)  ist,   so  sind 
die  beiden  andern '  Wurzeln 
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M«. 

Hethoda 

TOn  Stoll. 

{> 

+  .)  = 

:.-rt^{l 

tt  — 

.) 

(^ 

+  .)- 

i»  +  '-t«»(| 

"  + 

.) 

a,  =«  +  r  tan 

Es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  Diacriminant«  jD,  negativ 
sei.  Ist  sie  positiv,  so  werden  r  und  tan  3^  rein  imaginär  und 
nur  die  erste  Wurzel  a;,  ist  reell,  Ist  nämlich  tan  3y  rein  imaginär, 
so  ist  es  auch  tan  9;  die   übrigen  Werthe  tan  (-^n  —  fp\    und 

tan  ('a^'i'  ff  ^^^^  complex. 

Den  Wurzelformen  kann  man  noch  eine  andere  Form  geben, 
indem  man  für  g  seinen  Werth 

«  =  —  -g-  o  —  r  tan  3(p 
einsetzt.     Man  erhält  dann 


x^^—-a  +  2r  — ^^^^ ■ 

Die  Formeln  reduciren  sich  auf  das  zweite  Glied,  wenn  n  ^  0  ist 
Zahlenbeispiel,     Aufzulöseti 

ar'+  Ux'  -  102z -\-  181  =  0  . 
Man  findet  mit  Hülfe  der  aufgestellten  Formeln 

2761  vT«         .        „  17647 

Die  Winkel  sind 

und  hieraus  folgen  die  drei  Wurzelwerthe 

3^  =  3,22952,    a:,  =  3,21313,    a;, —  — 1 7,44265  . 
DieFanction  tan  3qi  kann  auch  durch  die  Function  sin  39)  ersetzt 
werden.    Es  ist  nämlich 

27i>3  -=  (2o»  -  9o6  +  27c)»  -  4{a'  —  3J)», 
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,        „  Sa'  — »ab  +  27c 

y—  (2a'  —  9ab  +  27  c)*  +  4(o'  —  36 

r  (Sa"--»a6-f-27c)' 
Daraus  folgt  aber 

.      „                2a'  — »ab  +  27c 
Bm  öip  =- ■— 


-  36)^«'  — 36 

and  fSr  die  Realität  der  Wurzeln  dasselbe  Theorem,  wie  aus  der 
TangentenformeL  Die  Discriminante  D,  kann  Dur  negativ  sein,  wenn 

a*-36>0    und    4(o*  ~  3JJ»  >(2a»  —  9afe  +  27c)'. 
In   diesem   Falle   ist  aber   auch  sin  Stp   reell  und  folglich   auch 
sin  —  (2«  +  3fp)  und  sin  -j  (4«  +  3y). 

§  340.    Eine  andere  Methode  von  Stoll,  die  vollständige  knbisehe 
Qleicliung  goniometriBch  anfttilÖBen. 
Gegeben  sei  wiederum  die  Gleichung 

f(x)  =  a^  +  <m;*  +  6x  +  c  =  0. 
Substitoirt.  man 


so  ist  nach  dem  FrGheren  (§  162) 

I.  3e,s^  +  o(e, -\- Zt) -{■  b   ~0, 

II.  a^,r,  +  b{z,  +  g,)  +  3c  —  0, 

also  e,  nnd  z,  die  Wuneln  der  quadratischen  Kesolvente 
(a»  —  3h)s'  +  {ab  —  Oc)s  +  (6*  —  3ac^  =  0, 
und  eine  der  Wurzelformen  der  vorgelegten  Gleichung 


8ind  s,  nnd  s^  complex,  so  hat  die  Gleichung  drei  reelle  Wur- 
zeln. Um  dieselben  durch  goniometrische  Functionen  auszudrucken, 
äetze  man 

£,  -=-  p  (cos  q  +  i  sinij),     2»  ==  p  (cos  ij  —  i  sin  ij). 
Weil  aber 
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ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  q  und  t/: 

„  ab  — 9c 

2p  cos  7,- --,-—■..-, 


'=V^. 


I^achdem  roap  aus  der  letzten  Gleichung  q  gefunden  hat,  berechnet 
man  aus  der  vorhergehenden  nach  Substitution  des  Werthes  von  q 
den  Werth  von  ij.  Die  Substitution,  der  für  2,  und  e^  angenommenen 
Ausdrücke  in  den  algebraischen  Wurzelwerth  a;,  ei^bt  nun: 


(coaij— iBin)))|/-^+{cosij+isiiH))  — (coB)j+mni))^-|+(coHi)- 


fli^ 


■"-l/lv 


-f  (coe )]  —  i  sin  1)) 


Die   Bestimmung  der  Kubikwurzeln  wird  selir  vereinfacht,  wenn 
a  =  0  ist;   denn  man  erhält  durch  Anwendung  des  Moivre'schen 

Satzes: 

(COSIJ  — iBilHj)^COB-7f  +  t8ilij.jj  — (0OS)]+t8Üllj)^COi-1J— tdn-ijj 

oder  kürzer 

jTi  =  —  2p  cos  -T  1 , 
und.  analog 

x^  =  2if  cos  I  («  —  ij) ,      a:s  -=  2p  cos  ^  («  +  ij)  • 
Ist  aber  o  von  Null  verschieden,  so  substituire  man 

p  cos  fj  +  Y  **  "^  "^  '^'^^  * '    P  Bio  v  ""  ^  ^'^  * » 

woraus 

lau, !-»J    -. 

».,  +  -- 

Berücksichtigt  man,  dass  sich  R  im  Zähler  und  Nenner  des  Wurzel- 
ausdrucks X,  hebt,  so  findet  man 
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(coBij— »gmij}/cos— E+iBin—  »  j— (eoajj-fisinijjjcoB—t- 


^ 

(«»i.+ 

•i^a- 

-'). 

-<•-^^ 

»»ä 

unc 

analog 

«,- 

»+•) 

ll 

Hx-ij+l 


— »- 


j  <»-  +  •)  »»irC-') 


J_  ^[l(.+.)-,] 


Zu  denselben  Formeln,  wie  sie  zuerst  von  S  t  o  1 1  veröffentlicht  sind, 
bin  ich  schon  1875  gelangt,  freilich  auf  einem  Umwege.  Man  kann 
nämlich  auch  irgend  eine  der  übrigen  in  meinem  Schlfissel  (§  95  b. 
31.11)  abgeleiteten  algebraischen  Wurzelformen  zum  Ausgangspunkte 
wählen,  z.  B. 

h  yW — 'i  V^i 

•p,  =  — '— —  ^  i_  • 

Yvi  —  Yvt 

Um  dieselbe  durch  goniometrische  Functionen  auszudrücken,  setze 
man  allgemein 

M)  ^  p  cos  jj ,     w  ™  p  sin  j) , 
und 

«  =  w  +  tJi  =  p(cos  7]  +isijiij). 

Daraus  folgen  dann  die  Relationen 

z*  —  2ifs  cos  1  +  p'  ^  0, 
,  5'  — 3«c 


2p  cos  1)  =  «1  +  «a  =  -  ^.„36 ' 
1t/        {ah  -  9c)» 
cos  1)  =  -  j-  ^  (^:7T6)(6»-3ac) ' 

sm  ,,  =        8  K(a'^86)(6*- 


(«»  — 86)(6»  — 3ac) 
Substituirt  man  £,  und  ^^  in  die  Functionen  der  vorgelegten  Gleichung, 
so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  I.  und  IL,  nämlich 
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p'  +  -  a^  COB  ij  +  -  6  =  0 , 
3«?*+  3  ftpeosij  +  c      =0, 
die  Beztebuogen 
fl),  -=  B(coB  #  +  i  sin  *)  =  —  4p'sini2'  (cos  ij  + 1 siui)}  —  -ap^sinjj* 

9)j  =  B(eoa#  —  ■isind)^—  4p'8iiuj*(coBij  —  tsiof])  —  -^  op^aini;*. 
Es  ist  nämlich 

W*  —  SWÜ*  +  f^C***  —  v")  -\-  blB  -{-  C  •=  R  COB  ff, 

3tt;*w  —  «'  +  2oww  +  iw  =  B  sin  #, 
also 

ÖtC  +  C  =  —  p*COS  1] ^  <*p'(l  +  2  C08  1)') 

und 

R  cos  ff  ^  —  4p'  cos  1)  sin  »J*  —  v  ap'  sin  ij*, 

iJ  ein  ff  ■=  —  4p'  sin  ij'. 
Nach  einigen  einfachen  Reductionen  erhält  man  hieraus  wieder  die 


Wurzelform 


mn,;))7i^+(cos,,  +  .■rin,,)-(c<>8n+.■"m1I)]7|^^ 


VTI +  («""'  + •"""i)  -  Fi  7  +  C^'"' - 


welche  sich  nach  Art  der  vorigen  Methode  auf  die  angegebeoen 
eio&cheren  goniometrischen  Formeln  reduciren  lässt  Zu  dem  Zwecke 
setze  man 

cos  j)  +  -^  —  =  <?  *^08  * )     sin  )]  =  ö  ai»  *  ■ 
Da  Q  aus   der  algebraischen  Wurzelform  verschwindet,  so   bedarf 
es  zur  Berechnung  des  Winkels  e  nur  einer  der  Gleichungen 
I  V—ilJK  I  2o»  -  9ab  +.27C 

■'(«•-36)«  2  (a'-3t)* 

Zur  Demonstration  seiner  Methode  gibt  Stoll  folgendes  Zahlen- 
beispiel: 

x'  + 2a;* -30  a; +  39  =  0. 
Hier  ist 

a»-3&-=94,    oi-9c=-411, 
fc*  _  3ac  =  666,  flj  =  -  27165. 
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Da  die  Discriminaat«  negativ  ist,  so  haben  also  sin  i]  und  cos  ^ 
reelle  Werthe. 
Ferner  ist 


p  =  ^666  :  94 ,     log  p  =  0,4251731, 
(.  cos  ij  =  411  :  188,  j;  =  34" 46'  ÖQV , 

tan  s  =  ~'^f-'' ,  £  =  28"  1'  29",9 . 

Daraus  folgt 

sin  35"  26"  29",*  taj..ko 

*■--«'  ST  s-'TdToTo ^'^^^ ' 

ain  Ü=»*' 9(i'  PQ''  ± 

Stoll  betrachtet  auch  noch  den  Fall,  wo  zwei  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  nahe  zusammenliegen.  Alsdann  hat  die  Diacri- 
minante  einen  sehr  kleinen  Wertb,  und  die  Formeln 

1              V—s~i),                    .                    V—3D. 
sin  ij  =  -^  - — = — .—  -i=r=-;,        tan  n  == v- — ^ 

geben  dann  fOr  i]  auch  nur  einen  sehr  kleinen  Werth.  Man  thnt 
in  diesem  Falle  besser,  die  vorstehende  Formel  zu  gebrauchen, 
statt  derjenigen  für  ff  cos  ij. 

Zahlenbeiapiel.  Aufzulösen:  ari  +  IIa:*  —  102a;+ 181  =0. 
Man  findet 


a'- 
V- 
Daraus  folgt 

-34    —427,    ah  — 9c 
-30C  — 4431,  ■        B, 

2761, 

49. 

tan  jj  = 
sin  e  = 

.^4431:427,    log  p — 

15'r,065, 
0,6080369, 
.7'6",1413. 

Die  Wuraelwerthe  sind  hiernach 

.inI2-47",S4n 
^1  ~         *'Bin   2'21".7138 

.-17,44265, 
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IV.    Ton  der  Aaflösang  der  biquadratiBcheu  Gleichungen. 

§  350.   Ooniometrisclie  AntLSsang  der  banonisclien  Form  der 
biqoadratiBoben  Gleioliiui^ii. 
Es  ist  in  g§  263,  271   und  278  gezeigt  worden,  dass  sich 
jede  vollständige  biquadratische  Gleichui^  mit  Hülfe  einer  knbiBchen 
IteBoWeate  auf  die  kanonifiche  Form 

Ä*  -  j)x*  +  2  —  0 
bringen  läset.  Diese  Umformung  läest  sich  also  mit  Hülfe  gonio- 
metrischer  Functionen  bewerkstelligen.  Behnfs  einer  Anwendung 
goniometrischer  Functionen  zur  vollständigen  Auflösung  der  redu- 
cirten  Form  wollen  wir  hier  nur  den  Fall  berücksichtigeQ,  wenn 
dieselbe  vier  reelle  Wurzeln  hat.  In  diesem  Falle  lassen  dieselben, 
wie  in  §67  gezeigt  worden  ist,  aich  auch  in  complexer  Form  dar- 
stellen (casQS  irreductibilis).    Substituirt  man 

so  erhält  maSi  nach  der  Annahme  x*  -)-  ^  "'i'  ^^  Gleichong 
{x  +  ,y:^)'  +  Cl6g  -  2p'){x  +  srv'Zn)'  +,,'  _  0, 
also 

=t+»y=l-2KV'-{s+(f)'+ll/s'-4«(f)'-2;/T  ..., 

Ist  nmi  1^ )  ^  ~r  5  ^^  ff  positdv,  so  hat  die  Gleichimg  Tier  reelle 
Wurzeln  in  complexer  Form,  und  zwar  ist 


I,—  ■    V(,  +  ßy—l+  Vti  —  ßY^^—  u  +  v, 

X,—      y^Va  +  ßV^-Y:^Va  —  fY^—  KU  +  o"«, 

X,-      -Va+ßy=i-      'v„-ßy^^ — u-v, 
x^,.—y^^a+ßy^^+y^-iV7^^ßV^^——<'«-  "■«, 


UattbiMMa,  Oruid.aga  <L  u 
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gesetzt  worden  ist. 
Uan  aubstitaire 

a  ^  r  COB  91 ,     ß  ^r  sinip, 
dann  wird 

^1  "■  V^ [Ycos  9  +  sin  (pY — 1  +  'COS  tp  —  sin  95 Y~  1 J 
=  fr"U  COB -^  y  +  i  sin -^  9>j  +  ^cos  ^  9.  —  i  sin -^  V  n 

oder  kurz 

x^  =-2  Y^  cos  ~  qo, 
nnd  weiter 

a^  =  _  2  yr  flin  —  qp , 

jE^  m«  —  2^eoB-j-qo, 

2:4  =  +  2  yr  sin  -T-  9  ■ 

Zahlenbeispiel.     Anfzulöaen:     a^  —  13«*  +  36  =  0 
Hier  ist 


folglich 

_j       119" +  120»        ,  120 

logt-  —  1,0237667,  9)  —  134"45'37", 

Hieraus  findet  man 

«1  =       2  }^coa  ".-  gj  =       3  , 

a^ 2  >^8i 

a^=-  — 2y^c< 
ajj  =       2  yTsi 
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§  351.   CkmlometrlsctLe  Auflösung  dar  reclproken  Gleloliiuigen  vierten 
Grades  nacb  Heia*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

Ä*  +  oa^  —  fca;»  +  aa:  +  1  =  0. 
Mau  snbstituire 

— ^ — —  =  tan  2«  , 

—  y  rfs  •  *^  «  -"  sin  2ft  ,         K  ö  +  2  •  cot  B  =  ein  2  ft , 
80  wird 

x,^  —  tan  ßi,    x^  =  —  cot  ft  ,     a^  =>  cot  ß^,    x^  =  tan  jJg . 
Zur  Demonstration  dieser  Methode  versucbe  man  die  Aoflöaung 
nach  bekannter  Weise  algebraisch.    Setzt  man 

X  -{-':=  e, 
so  erhält  man  die  Holfsgleichung 

s'-\-ae  —  b~2  =  0 
und  die  Wurzelwerthe 

.,  »»d  ., 1  a  +  l  „]/l+19  +  «. 

Durch  die  erste  Substitution  erhält  mau 

2,  und  «g  =  - 
also 

Demgemäss  ist 

a^  —  yS~+2.i&na.x+  1  =  0, 
Xs  imd  x^  =  ^Yb  -i-  2  .Uiu  a  ±  ]/^4^  tan  a*  -  1 

Bin2ß,  ^Bioap,  Bin  SjJ,      ' 

oder 

a;,-=cot/Jg,    a:«  =  tan/3j. 

*)  Heis,  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie.    Cap.  TIIL  4.  Abschnitt. 
115.  Anfgabe.    EOln  1B67. 
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Femer  iat 

1      t  +  cos  2«  _/r — j— H       j. 

«,  ^  —  "ö"  "'"       2 —  ^  "-yo  +  2  .  cot«, 

und  demgemäss 

^  J^  V'6+"2  .  cot  a  .  ar  +  1  =  0, 
flJi  und  ar,  =  -  y  V*T2  .  cot  «  +  1/^^  cot «»  —  1 
__i_  -  cosap,  ^  iJcMSft 
BmSft  "i    aiaaft  sin  2ft     ' 

oder 

s,  ^  —  tan  ^, ,    a^  =  —  cot  )3i . 
ZahlenbeispieL    Aufzulösen: 

a^  +  Ig-i*  — 8a^  +  lya:+  1=0. 
Man  findet 

2c  =  76»39'27",6,    2/1,  =  30*,  2j3,  —  53"  7' 48", 
a;j  =  _  0^6795,    a;, —  — 3,73205 ,    a;s  =  2,    a;^  =  0,5. 

§  352.   OonlometrlsclLe  Aoflösong  der  reciproken  Gleichungen  vierten 
Grades  nach  Björling*). 
Gegeben  Bei  die  Gleichang 

a^  +  «a:«  +  6x*  +  oa:  +  1  —  0. 
Man  setze  x  -\-  —>•=  z  und  die  vorgelegte  Gleichung  verwandelt 
sich  in  die  quadratisclie 

ü=  +  ö2  +  i  — 2=0. 
Hire  Wurzeln  sind 

«,  und  ?j  =  —  -ö  .<»  db  «^  Vo*  —  4&  +  8  • 
Man  substituire  jetzt  x  =*  tan  a ,  woraus  entsteht 

i  (_  a  +  )/;>  _  4  i  +  8)  -  tan  «  +  cot  B  -  ji; . 
Es  ist  demnach 


sm  Ja  ^ 


o±l/iü^^~4M^ 


Hieraus  berechne  man  den   Winkel  a,   welcher  vier  Werthe  «,, 
'^n  "si  "^4  ^^^   ^^^  Wurzelwerthe  der  Gleichung  sind  abdann 

*)  Björling,  QoniometriBka  expreesionec  fBr  röttema  tili  tre^js  og  fierde 
gndeDB  equationer.    Acad.  FOrhaitdL  1860- 
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0^1  =  tan  a, ,    ^  ^  ton  o, , 
und  wegen  iCi  «^  ■=  1 , 

Ä^  =  tan  Og-™  cot  «i ,     3=4  =  tan  «^  =  cot  a, . 
Zahlenbeispiel.    Aufzulösen: 

ar*  +  lia:'-8a:»+  l|a7+l=0. 

Hier  ist  o  =  1^  ,  6  —  -  8  ;  folglich 

sin  2a  =  ^{3 +13);     *  oder  -  ^  - 
Man  findet 

I.    fßr  8in2a=o-|,  2a,  =- öS»?' 48",     2  a,  =  126"  52"  12",  0 

n.   f(lrBm2a ~,     203  =-30",         2^1  —  210«. 

Hieraus  ei^bt  sich 

iT,  =  tan  «,  =  tan  26"  33'  54"  =-0,5 ; 

Xt  =  tan  a,  =  tan  63"  26'  6"    =  cot  26"  33'  54"  -=  2 ; 

a;,  =  tan  ag  =  tan  (—  15")      =  -  0,26795 ; 

x^  =  tan  a,  =  tan  105" cot  15"  -=-  —  3,73205 . 

§  353.  GonlometriBche  Anflösaiig  der  Tollständlgen  Mqnadratischeii 
GleicIlimgeiL 

Die  Yortbeile,  welche  die  Anwendung  goniometrischer  Func- 
tionen bei  der  Auflösung  biquadraüscher  Gleichungen  gewährt, 
sind,  mit  den  Methoden  der  Auflösung  kubischer  Gleichungen  ver- 
glichen, ganz  unerheblich.  Sie  beschränken  sich  eigentlich  ganz 
und  gar  auf  die  Auflösung  der  kubischen  Resolveuten.  Wenn  es 
aber  nur  darauf  ankommt,  die  Wurzelfonnen  der  Biquadrate  in 
einer  möglichst  eleganten  Form  darzustellen,  und  man  dabei  auf 
Vortbeile  der  Berechnung  der  Wurzeln  verzichtet,  so  m^  immer- 
liin  die  folgende  Darstellung  der  Wurzelwerthe  einige  Berück- 
sichtigung verdienen. 

Zur  Verallgemeinerung  der  Methode  gehen  wir  aus  von  der 
Tollstänäigen  Gleichung 

ar»  4- ai»  +  tx* -f  ca;  +  (?  =  0 . 
Wir  setzen  der  Kürze  wegen 

-6  =  a,     ac  — 4d=.j3,     _  (oM  -  4id  +  c») -=  y, 
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IV 

and  ferner 

I. 

1         v:^i), 

«  Via-  ^"3  'fj0'  -3-",)       ,""  '  ' 

II. 

1  V— "27  IJ, 

't^t-^       =sinf, 

2  (.--Slijy.'-äp 

III. 

f-Sa,            , 
.■-30    -<■• 

IV.  .:':(»;^')=,H-^ 

■in  g  e 
Daraus  folgen  die  folgenden  Relationen: 

..(■,-,) 

•j'-f     --r— ü  +  rf-O, 


.i»(  j[2,+.]-.,) 
»■-«— -T--       -'  9  +  ^-0, 
"jP.+  .J 

!/•-»-   ^-j '-.l  +  d-O. 

y  ist  also  die  Wurzel  einer  bikubischen  Gleicbung.    Ausserdem  ist 

D.~     l  (."ß  -  !>r)'  - 1  («•  -  3«  (ß'  -  i'r) 

—       i  lb{ac  —  iit)  —  üta'd  —  4i<i  +  c")]" 

-  i  (6'  -  Sac  +  12rfj[(o(!  -  4(()'  —  3i(o'<J -  4(«i  +  e")] 

. j'  (i.'-3<ic+  12ii)'+s'^  (72M+  Safe  -  27c'-  27o'ii— 2!.')' 

256  (if'  —  27#»)  =  —  i),. 

Deshalb  kann  man  an  die  Stelle  der  Gleichungen  L  nnd  II.  auch 

setzen: 

1  VsW. 

TT  . —  ^  sin  tj , 

1 ywi[t 

2(.'  '  ' 
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und  in  Berückeichtiguiig  von  HI. 

1  yä'—3ß   . 
•«"I-T i '"•• 

Wenn  nnn  die  Winkel  i)  und  t  reell ,  d  >  0  ist,  so  subEtitnire  man 

'"  ({'"') 

2y5:f ^ i  —  sinj,, 

Hin  -  ( 

.in  (i  [2. +  .]-,) 

2Yd:ti  — ^^— j ^  —  sin  i,, 

.i«i  [..  +  .] 

m(i[J. +  .]-,) 
2V^:(| — ^^- '  — sinj,. 

.lnj[i.+  .) 

Alsdann  gelten  folgende  Kelationen 

y,  =  Yd .  tan  g^  ij ,     %^  V^  .  cot  -  k^ , 

^3=  yj.tan~ij,     1),  =yd.cotiA,. 
Hieraus  ei^eben  sich  endlich  folgende  elegante  Wurzelausdracke: 


«,  =  + v'd."|Aan  2  Ai.tan-i-i,  .tanyA,, 
*i  ™  i  1'''^  •  V tan  -g"  ^i  •  *ot  i,  .  cot  ö  A», 
a;^  =  4-  frf.  ")/^~  i^  .  tan  I  i,  .  cot  *  i,, 
*4  ~i  V''*-!'  co^Y  ^1  ■  cot  Y^e  ■  tan  2  ^s) 
wenn  die  Bedingung 

y  tan  A 1, .  ton  -^  I,  .  tan  - 1, 
erfüllt  wird;  d^egen 
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^1 

-±V^.]/colij, 

.cot; 

1, 

cot- 

-h 

X, 

-+^.]/cotij. 

.tan; 

i. 

ta.- 

-». 

*s 

-  +  V3.>'lMil, 

.cot 

-.1. 

tan 

i^ 

«4  -  ±  fd .  ]/tan|^.taiii  A,  .  cot  |-  A, 
wenn  die  Bedingung 

l/t»  i  1, .  tan  ^  1,  ,  tnD  I  J, 
r  2    '  2  ^  2  ^ 

erfüllt  vird.  Für  die  numerische  BerecIinuDg  lassen  eich  nach 
§  313  die  vorstehenden  Wnizelwerthe  leicht  in  logarithmische  Aus- 
drücke verwandeln. 
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Von  den  geometrischen  Constractionen  der  Wnrzeln  der 
algebraischen  Gleichnngen. 

L    Das  Frineip  der  geometrischen  Methoden. 
§  354.    Allgemeine  und  hlstorlselie  Bemerkungen. 

Die  Methode  der  Auflösung  der  Oleichimgen,  welche  ebeneo  wie 
der  geometrische  Sinn  einer  Gleichung  und  ihrer  Wurzel,  historiBch 
der  analTtischen  TOrangiiig,  ist  die  geometrische  CanBtruction  der  Wurzel- 
iferthe  mit  HDlfe  van  latersectionen  gerader  Linien  'oder  ,der  Geraden 
mit  dem  Kreiee  oder  auch  der  Curven  höherer  Ordnung  und  der  Kegel- 
schnitte miteinander.  So  ist  die  quadratische  Algebra  bei  Euclides 
noch  rein  geometrisch,  ebenso  in  dem  alten  chinesischen  Kixt-tschimg. 
Auch  bei  den  Arabern  und  den  Occidentalen  bi»  zu  Cardan's  Zeit 
blieb  die  höhere  Algebra,  beeinflusst  durch  das  Studium  der  grie- 
chischen mathematiechen  Litteratur,  namentlich  des  Euclides  und 
Apollonius,  Yorwiegend  geometi-isch.  Erst  allmählig  machte  sich  die 
abstracte  und  numerische  Algebra  von  den  Fesseln  geometriscber  An- 
schauung frei,  wie  schon  aus  den  fOr  die  Potenzen  der  Unbekannten  üblichen 
Bezeichnungen,  x*  durch  „Quadrat",  a;' durch  „Kubus"  hervorgeht,  so- 
wie aus  dem  umstände,  dasa,  abgesehen  von  einigen  speciellen  FSUen, 
die  sich  bei  Abul  Wafa  und  einer  anonymen  arabischen  Abhandlung 
vorfinden  und  eine  geometrische  Construction  der  Wurzeln  einer  bi- 
quadratisohen  Gleichung  enthalten,  sich  die  arabischen  Atgebristen 
wegen  der  Absurdität  des  Biquadrats  unter  der  Kategorie  messb&rer 
Grössen  nicht  Uber  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen  zu  er- 
heben vermochten.  Es  bleibt  eine  auffallende  Erscheinung,  wie  wenig 
die  Araber  aus  der  Bekanntschaft  mit  den  Schriften  des  Diophant 
und  der  indischen  Algebristen  fUr  ihre  numerische  und  symbolische 
Algebra  Nutzen  zu  ziehen  versuchten.  Diese  nnschStzbaren  mathema- 
tischen Werke  verschwanden  aus  dem  Bereiche  der  Litteratur  und  es 
sind  nur  unbekannte  glückliche  UmstSnde  zusammengetroffen,  durch 
welche  si«  der  neuem  Zeit  erhalten  worden  sind.  In  den  genannten 
algebraischen  Werken  finden  sich  mehrere  Beispiele  einer  synthetischen 
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algebraischen  AuflJSeiing  kablscher  und  biqnadratlBoher  Oleichongan. 
Die  allgemeiiiere  Methode  einer  algebrwschen  AuflSsong  worde  indess, 
wie  wir  in  den  firflheren  Abschnitten  entwickelt  haben,  von  d«a  Uteren 
Italienern,  welche  anter  dem  geistigen  EinfloBBe  der  arabiflchm  Litte- 
rator  standen,  auch  nur  anf  synthetisch-geometrisch em  Wege  gefonden. 
Beispiele  geometrischer  Constn^onen  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
ersten  Grades  kommen  iwar  nirgend  in  der  Litteratur  der  Alten  vor. 
E!a  ist  aber  mehr  als  wahrscheinlich ,  daes  eine  solche  bei  den  arabischen 
Algebristen  vor  fbn  Albanna,  einem  Zeitgenossen  des  Fibonacci, 
erfunden  und  gebraucht  worden  ist,  welche  aber  bald  einem  arith- 
metisches SdiematismuB  Plate  machte,  der  nnter  dem  Namen  der 
„Begel  der  Wagschalen"  bekannt  geworden  ist  Was  di«  geometrische 
Constmction  der  quadratischen  Gleichnngen  anbelangt,  so  sind  die 
Piincipien  derselben,  so  weit  es  sich  um  die  Beetdmmung  der  Glieder 
rein  geometrischer  AosdiUcke  zweiten  Grades,  also  z.  B.  um  die  geo- 
metrische Construction  der  Seite  einee  Bechteoks  Ton  gegebener  Summe 
oder  Differenz  seiner  Seiten  und  von  gegebenem  Inhalte  handelt,  aller- 
dings schon  im  VL  Buche  der  Elemente  des  Euclides  implicite  ent- 
halten. Wenn  man  aber  den  Ursprung  der  Algebra  von  dem  wich- 
tigen Schritte  datiren  will,  wo  solche  AbhSngigkeiteTerhKltnisse  oder 
Gleichungen  zwischen  gegebenen  und  noch  zn  bestimmenden  Grössen 
arithmetisch  anfgefasst  und  zergliedert,  wo  die  geometrische  Ausdrucks- 
weise  der  IFheoreme  beseitigt  und  gewissermassen  in  Formeln  ver- 
wandelt, oder  die  Verbindung  der  GrOsaen  im  allgemeinen  arithmetischen 
Gewände,  also  der  Inhalt  eines  Rechtecks  in  Form  eines  Zahlenprodaots 
vorgelegt  worden  sind ,  wie  dies  in  der  ausgeprägtesten  Gestalt  znersl 
in  der  griechischen  Litteratur  hei  Diophant,  in  der  indischen  bei 
Brahmegupta,  in  der  arabischen  bei  Hohammed  ben  Musa  zn 
Tage  tritt,  dann  finden  wir  die  geometrische  Constmction  und  Bestimmung 
der  Wurzeln  quadratischer  Gleichnngen  zuerst  in  der  Algebra  von  Omar 
Alkhayyami  Dieser  scharfsinnige  Mathematiker  entwickelt  in  grOnd- 
lichster  Weise  die  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen,  indem  er 
dieselben  zaent  algebraisch  löst,  dann  diese  AuflOsangsmethode  geo- 
metrisch interpretirt  und  endlich  auch  eine  geometrische  Constmction 
der  Wurael  angibt,  wobei  er  sich  gerade  auf  die  von  Euclid  in  dem 
Tl.  Buche  der  Elemente  angewendete  Constmction  der  entsprechenden 
planimetrischen  Anfgabe  bezieht  und  dieselbe  mit  einigen  Abbreviaturen 
wiedergibt.  Sonst  habe  ich  wenigstens  in  der  Biteren  Litteratnr  nir- 
gend eine  geometrische  Constmction  der  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichnngen  entdecken  können.  Denn  die  geometrischen  Begrtlndungen, 
welche  der  Chowarizmier  in  seiner  Algebra  den  gegebenen  Regeln  der 
arithmetischen  AnQösnng  hinzoftlgt,  sind  keine  geometrischen  Constmc- 
tionen  der  Wurzeln,  wie  Einige*)  meinen,  sondern  eben  nur  geome- 
trische ErlSntemngen   der  bei  der   algebrüschen  LOsong    zur  Anwen- 

1  Altet- 
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dang  gebraohten  &rithmetiBChen  Sfttse,  insbesondere  des  Satzes  von 
den  Potenzen  der  Binome.  Aebnlich  verhSlt  es  sich  mit  den  geome- 
trischen Beweisen,  welcbe  Cardftno  für  die  Uethoden  der  Auflösung 
kabisoher  öleichnngen  von  Ferro  und  Tartaglia  erfand  und  in  seiner 
Ars  magna  entwickelt  hat. 

Ueber  den  Ursprung  der  MeÜiode,  die  Wurzelwerthe  kubischer 
Gleichungen  durch  IntersecUon  von  Linien  darzustellen,  ist  bereits 
Mehreree  im  IV.  Abschnitt  §  127  in  den  historischen  Bemerkungen 
mitgetheilt  worden.  Wir  fOgen  demselben  nur  nooh  einige  Bemerkungen 
Über  einzelne  Uomente  und  den  weiteren  Verlauf  der  Geschichte  der 
geometrischen  Methoden  hinzu.  Die  Methode  der  Anwendung  der  Apollo- 
nischen Kegelschnitte  nahm  ihren  Ursprung  bei  den  Griechen,  ver- 
anlasst durch  die  Probleme  von  der  Verdoppelung  des  Würfels,  der 
Triaection  des  Winkels  und  dem  Archimedischen  Probleme  der  Eugel- 
theilimg.  Das  erste  Problenf,  welches  von  der  Auflösung  einer  rein 
kubischen  Gleichung  abhängt,  wurde  in  der  Platonischen  Schule,  das 
dritte,  welches  von  der  AnflSsnng  einer  gemischten  kubischen  Gleichung 
abhSagig  ist,  nach  dem  Zeugnirae  des  Eatocius  von  Archimedea 
selbst  gelöst,  wofür  es  allerdings  an  Originalbeweisen  fehlt*).  Ben 
Arabern,  welcbe  sich  im  Besitze  der  Schriften  des  Archimedes  be- 
fanden und  sich  vielfach  bemUhten,  das  Problem  zu  l9sen,  war  eine 
Methode  des  Archimedes  jedenfalls  unbekannt.  Wie  dem  nun  auch 
sei,  die  Araber  haben,  durch  jene  Probleme  angereizt,  die  Geometrie 
der  kubischen  Gleichungen  in  verhsltnissmftssig  kurzer  Zeit  durch  eine 
systematische  Behandlungs weise  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht. 
Freilich  blieb  ihnen  ein  wichtiger  Theil  der  Theorie  fremd:  die  Auf- 
stellung der  Diorismen  zwischen  der  BealitBt  der  Wurzeln  und  der 
speciellen  Beschaffenheit  der  Glieder  oder  Coefficienten  der  Gleichung. 
Daran  zu  gehen  hinderte  sie  jedenfalls  der  Mangel  algebraisch-analy- 
tischer Gewandtheit.  Unter  den  Geometem,  welche  sich  an  diesen  Pro- 
blemen lebhaft  betheiligten,  sind  besonders  zu  erwtlhnen  Almahani, 
(850),  Alkhazin  (960),  Alkahi  (900),  Abnl  Djud  (1030),  Al- 
haitham  (^  1038)  und  Omar  Alkhayyami  (1060).  Ausserdem 
musB  erwSbnt  werden,  dass  der  berOhmte  Geometer  Abul  Wafa 
(940—998)  nach  dem  Zeugnisse  seines  Zeitgenossen  Abul  FaradJ 
im  Kitdb  ÄlfArist  ein  Buch  geschrieben  haben  soll  Über  die  Bestimmung 
der  Seite  des  Eubus  und  des  Biquadrats,  sowie  der  aus  beiden  zu- 
sammengesetzten Ausdrücke*),  d.  h.  also  Ober  die  Construction  der 
Wurzeln  der  Gleichungen  3^  =  a,  i*  =  a  und  x*  -\-  ax^  ■=  6.  Abnl 
Wafa  war  der  Erste,  welcher  einen  arabischen  Commentar  zur  Algebra  . 
des  Diophant,  sowie  zur  Algebra  des  Chowarizmiers  schrieb.  Die 
erste  vollständige  und  systematische  Behandlung  der  kubischen  Gleichun- 
gen  enth&lt    das   Werk    des   oben  erwähnten  Omar   ben   Ibrahim. 

•)  Ibid.  S.  874. 
•^  Woepcke,  Recherches  aar  rhisL  dt)B  sciences  mathöm.  chez  les  Orien- 
taox.  p.  2g  et  37.  Faris  1875. 
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Seine  ClusiScation  der  quadratisch en  und  knbiBchen  Gleichungen,  so 
weit  sie  reelle  poBitive  Warzeln  besitzen,  nnd  worauf  die  Uteren  Al- 
gebristen,  big  zn  Cardano  herauf,  ein  besonderes  Gewicht  legten,  ist 
bereits  in  §  90  aasfOhrlich  mitgetheilt  worden.  Es  ist  anzunehmen, 
dass  Cardano  seine  Tabelle  selbstAndig  erfand;  er  ftigte  auch  nach  der 
Erfindung  Ferrari'a  dae  System  der  biquadratischea  Gleiehongen  hinzn. 
Da  jene  sch5nen  algebraischen  Untersnchnngen  der  Araber  der 
Xlteren  italienischen  Scbnle  anscheinend  nnbekannt  geblieben  und  erst 
in  nenester  Zeit  im  Occident  wieder  ans  Liebt  gezogen  sind,  so  wurden 
die  geometrischen  Methoden  von  den  Nachfolgern  der  altitalienischen 
Schule  selbständig  nnd  Ewar  znerst  von  Cartesius  nacherfanden  nnd 
bald  darauf  gaben  van  Schooten,  Hudde,  Baker,  Uallej  und  Bo- 
berval  rerschiedene  Methoden  an,  die  allgemeinen  kubischen  und  bi- 
quadratischen  Gleichungen  mittels  Anwendung  der  Kegelschnitte  anf- 
zulSsen.  Newton  endlich  zeigte  in  aeinft  Ärähmeiica  universalis,  wie 
auch  eine  andere  mechanisch  constniirb&re  Cnrre,  die  Conchoide  des 
Nicomedes,  welcher  dieser  gich  zur  Lösung  des  delischen  Problems, 
sowie  auch  zur  Trisection  des  Winkels  bediente,  sich  mit  Yortheit  zur 
Auflösung  der  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen  verwenden 
lasse.  In  der  That  aber  ist  nichts  geeigneter,  die  Existenz  sowol  reeller 
als  complexer  Wurzeln  vor  die  Augen  zu  ftlht«n,  als  diese  Art  geo- 
metrischer Interpretation  der  algebraischen  Formen,  an  welche  die 
Bedingung  geknfipft  ist,  fOr  jene  speciellen  n&her  zu  bestimmenden 
Weiihe   der  Variabein   einen  vorher  bestinunten  Werth  anzunehmen. 

II.  Geometrische  Auflösung  der  lineareo  Gleichungen. 
§  355.  Die  Methode  der  Wagsohalen  nach  Ibn  Alb&nna*). 
Der -Methode,  welche  die  arabischen  Algebristen  Abraham 
ben  Esra  (1130),  Ibn  Albanna  (1322)  und  sein  Gommentator 
Alkalzadi  (1470)  unter  dem  Namen  der  Methode  der  Wagschalen 
(anU  h'il  Tiaffatain)  zur  Bestimmung  der  Wurzelwerthe  einer  Gleichung 
vom  ersten  Grade  in  einer  schentatiBchen  Rechnungsform  anwenden, 
liegt  augenscheinlich  ein  geometrisches  Princip  za  Grunde.  Ibn 
Albanna  bezeichnet  diese  eigenthUmliche  noch  jetzt  unter  dem 
Namen  der  Regel  der  falschen  Substitutionen  oder  Rechnung  der 
beiden  Fehler  (lat,  regvia  fcUsorvm,  arab.  kisäb  al-khala'ain)  ange- 
wandten Bestimmungsart  der  Wurzeln  als  eine  Methode  der  Pro- 
portionen. Kr  fQgt  ausserdem  hinzu,  die  Methode  sei  ,^mdissij^', 
von  welchem  Worte  es  freilich  zweifelhaft  ist,  ob  es  „indisch"  oder 
„geometrisch"  bedeuten  soll.  Die  Regel  besteht  in  Folgendem. 
Die  gegebene  Gleichung  sei 

*)  Man  vergL  oben  %%  84,  85  und  86. 
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§.  356.    Die  Methode  der  WagBchalen. 


Uan  versuche  es  mit  x^s^;  man  erhält 
OÄ,  =  6  —  gj, ; 
and  man  nenne  <p^  den  ersten  Fehler.    Alsdann  veranche   man  es 
mit  X  -=  ^ ;  man  erlüLlt 

und  nenne  ip^  den  zweiten  Fehler.    Die  gesuchte  Wurzel  ist 


and  das  Rechenschema 


Vi 
Um  diese  Methode  geometrisch  zu  interpretiren,  so  mögen  die 
Fehler  ip^,  <p^,  ipg,  ip^  verechiedener  Annahmen  Zi,  e^,eg,  e^AD  einer 
Geraden  AB  (Fig.  39)  je  nach  dem  positiven  oder  negativen  Sinne 
der  ersteren  in  senkrechter  Richtung  abgetr^en  werden,  wobei  die 
Abstände  derselben  vom  Anfangspunkte  Ä  die  beliebigen  Annahmen 
(mafrud,  lances)  bedeuten,  während  die  Unbekannte  x  selbst  die 
allein  richtige  und  fehlerlose  Annahme  AO  sein  vrürde. 

JT 

% 


Der  Entdecker  fand  nun  entweder  durch  arithmetische  Be- 
trachtung oder,  was  wahrscheinlicher  ist,  durch  eine  planimetrische 
AuHassung  der  in  Rede  stehenden  Ausdrücke  und  Resultate,  dasa 
die  Fehler  der  Substitution  sich  immer  zu  einander  verhalten,  wie 
die  Fehler  der  Resultatcv  Denn  aus  den  Ausdrücken 
ax  =-  6,  a*,  -=  6 — tp^,  oBj  =  h  —  ^^,  as^  =  ft+^a,  Ojei"~&+9'4, 
folgt  durch  Subttactjon 
a(a;  —  i^)  —  9., ,  Mx  —  i't)^9»,  «(*»  — «)  =  9'3)  a(ei-'^)  =  9*, 
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und  dnrcb  DiTwioii 


Ans  diesen  geometrischen  Proportdonen  folgt,  dasa  die  End- 
pankte  C,  D,  JE,  F  der  Fehleigrössen  eine  Gerade  bilden  und  dass 
doFch  die  Intersection  dieser  Cieraden  mit  der  Linie  der  Annahmen 
&r  die  unbekannte  diejenige  Annahme  AO  oder  x  gefonden  wer- 
den kann,  fOr  welche  die  Fehlergrdsae  verschwindet,  das  Beenltat 
also  gleich  b  wird.  Nnr  ans  diesem  Grunde  wird  es  erklärlich, 
wenn  der  arabische  Algebrist  die  Zahl  b  aof  den  Durchschnitt  der 
beiden  Linien  (den  Drehpunct  der  W^e)  schreibt  Der  gesuchte 
Werth  AO  oder  x  e^l>t  sich  aber  durch  eine  leichte  Dmformnng, 
nämlich 

Vi  -  V, 
Die  geometrische  Construction  der  Wnizel  einer  linearen  Gleichung 
würde  demnach  in  Folgenden  bestehen.  Man  trage  vom  Anfangs- 
puncto  A  der  Strecke  auf  der  Linie  AB  die  erste  Annahme  bis 
7, ,  die  zwnte  bis  e^  ab,  setze  davon  unter  einem  rechten  Winkel 
die  Strecke  des  Fehlers  ip,  unter  der  Linie  bis  C,  wenn  derselbe 
negativ  ist,  und  die  Sifecke  des  Fehlers  93,  ober  der  Linie  bis  D, 
venn  derselbe  positiv  ist.  Alwdann  verbinde  C  mit  D  durch  ^e 
Gerade  ond  die  Entfernung  ^0  des  Durchschnittspunctes  vom  An- 
fangspnncte  wird  die  gesuchte  Wurzel  der  Gleichung  sein.  Es  ver- 
dient zum  VerständnisB  der  Methode  der  Wagschalen  bemerkt  zu 
werden,  dass  die  arabischen  Algebristen  in  dem  Falle,  wo  beide 
Abweichungen  positiv  ausfielen,  in  conseqnenter  Weise  auch  beide 
über  die  Schalen  einer  zweiumigen  Wage  schrieben.  Aber  der 
einmal  adoptirte  Schematismus  verdunkelte  den  geometrischen  Ur- 
sprung dieser  Recbenmethode,  da  genau  genommen  in  diesem  Falle 
das  Schema  einer  einarmigen  Wage  Mtte  angewendet  werden 
mOssen. 

nL    Geometrische  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen. 

§  3&6.    Die  Methoden  von  Enelldes  and  Omar  ben  Ibrablm. 
Die  allgemeinste  Form  der  quadratischen  Gleichungen  mit  einer 
unbekannten  Grösse  läast  sich  immer  auf  eine- der  vier  Formen 
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fi  866.    Methode  toh  Euclid  und  Omar.  927 

a^  +  •»*  +  n  ="  0 
redacireo.  Werden  diese  Ausdrücke  plonimetriach  aufgefosst,  wie 
solches  bei  Eaclides  und  Omar  der  Fall  ist,  so  müssen  zur  Ver- 
meidung einer  Absurdität  die  einzelnen  Theile  homogen,  also  m 
eine  Linie,  n  eine  Fläche  darstellen,  welche  sich  durch  t*  aus- 
drücken lässL  Aach  kann,  falls  n  eine  länie  vorstellt,  nu  statt  n 
gesetzt  werden,  wo  a  die  Längeneinheit  bezeichnet.  Das  Rechteck 
«cc  lässt  sich  aber  immer  in  ein  Quadrat  b*  renrandeln. 

Da  es  sich  in  den  planimetrischen  Constructionen  des  Enclides 
und  den  algebraischen  Answerthongen  unbekannter  Grßsaai  der 
Araber  nur  um  positiTe  Werthe  jener  handelt,  so  schliessen  diese 
üntersnchuugen  den  ersten  der  vier  I^Ue,  nämlich 

ar*  -j-  mx  -\-  n^=0 

znnäcbst  Ton  den  übrigen  ans,  und  es  bleiben  drei,  welche  von 

Euclides  unter  den  Formen  toq  Keditecken 

L    xia  —  x)  —  i\ 

n.    x(a-\-x)^b\ 

in.    x(x~a)~b', 

Tou  Omar  anter  den  drei  Formen 

L    a^  -^ax^b, 
IL    «*  +0    ^bx, 
m.    ax  +  b    —sc* 
behandelt  werden.    Da  sich  Omar  in  seinen  geometrischen  Con- 
stractionea  anf  die  des  Euclides  beruft,  so  heschifinken  wir  uns 
darauf,  die  betreffenden  Sätze  und  Aufgaben  des  Letzteren,  welche 
sich  allgemein  auf  Parallelogramme  beziehen,  auf  die  vorgelegten 
drei  Probleme  in  dieser  speciellen  Form  anzuwenden.    Es  wird  sich 
empfehlen,  den  Text  möglichst  wQrtUch  wiederzugeben. 

1)  Element  lib,  VI.  prop.  27.    Lehrsatz:   Von  allen  an  einer 
gegebenen  Geraden  a  entworfenen  Parallelogrammen,    deren  Er-  " 
gänzungen  dem  Parallelc^ramme  auf  der  halben  Linie  ähnlich  sind 
und  ähnlich  gelegen,  ist  das  seiner  Erj^nzung  ähnliche  Parallelo- 
gramm auf  der  halben  Geraden  ein  Mazimam*). 

Specialieirung**).    Von  allen  Beditecken  AM  (Fig.  30), 

*)  DioNc  Sata   enthalt,  irie  man  leicht  rieht,  die   Detenniutioii  der 
Bealitat  der  Wnnehi  des  Fallea  1. 

**)  Die  hinmgengten  Specialiflinuigen  rind  implioite  in  den  SUxen  and 
Aufgaben  des  Enclid  enthalten.  • 
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die  Sher  AB  eDiworfen  werden  können  und  deren  Er^nznng  £S^ 
ein  Qaadrat,  also  dem  Quadrate  CE  Ober  der  halben  Linie  AB 
ähnlich  nnd  homotfaetisch  ist,  ist  dae  Quadrat  CE  ein  M«Timnm 

/: ^ ^ 


I 


A  C  JT       Jl 

Folgerong.  Sei  das  Rechteck  AM=h*  nnd  KB=BH-='X, 
AB  =  a,  so  ist  offenbar  (a  —  x)x  =  ¥  und  (  ^  a\  >  6*  die  B«- 
dingong  der  Möglichkeit  (Bealität)  Ton  x. 

Setzt  man  AK^-  x,  also  KM^-=  KB  =  a  —  x,  so  ist  eben- 
falls (a  —  x)x'=l^.  Bieraas  geht  hetror,  dass  filr  den  Fall 
Jx  o)  ]>  b*  die  vorgelegte  Gleichung  zwei  Lösungen  zuläsat,  von 
denen   die  eine  den  Werth  x,  die  andere  den  Werth  a  —  X  hat. 

2)  Element,  lib.  VL  prop.  28;  Dat  prop.  58.  Aufgabe.  An 
einer  gegebenen  Geraden  a  ein  der  gegebene  geradlinigen  Figur 
Tom  Inhalt  h*  gleiches  Parallelogramm  zn  entwerfen,  dessen  Er- 
gänzung einem  g^ebenen  Parallelogramme  ähnliph  ist 

Specialiairnng.    An  einer  gegebenen  Geraden  ..If  (Fig.  31) 


^^'^^             \ 

*        1 

J.               -B 

A 

\ 

« 

c 

li«.  11. 
(^eich  a  ein  Rechteck  AM  gleich  h* 
gänznng  KH  ein  Quadrat  ist 


zu   entwerfen,   dessen  Gr^ 
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9  366.    Methode  von  Enclid  und  Omar.  939 

Diese  Aufgabe  löst  Euclides  sehr  elegant  aof  folgende  Weise. 
Halbire  AB  in  C  und  construire  über  CB  das  Quadrat  CE,  Qber 
AC  das  Quadrat  AB.   Femer  mache 

FB  =  yjB'  -  JF^  =  ]/(|  af  -  6*  und  BL  =  BF. . 

Endlich  ziehe  BB  und  MG\ÄB,  so  ist  .^Jf  das  verlangte  Rechteck. 
Beweis  und  Folgerung.    Sei  KB  =  KM  -=  x,  so  ist  offen- 
bar AM  ^x(a  —  x).    Weil  femer  der  Gnomon 

MNCBEL  =  (\  aV  -  MN^  =  b* 


a»)"- 


ist  und  das  Rechteck  MB  =-  MC,  so  ist  das  Rechteck  CS  rer- 
mehrt  um  CM  gleich  dem  Rechteck  AM  oder  gleich  dem  Inhalte 
fc*.  Es  ist  aber  auch  AM  •=  x{a  —  x)  nnd  also  die  Constmction 
der  Aufgabe  in  dem  angenommenen  speciellen  Falle  eine  Lüsong 
der  Gleichung  x{a  —  x)  =  b*  oder  von 

a^  —  ax  +  b'  =  0. 
Aus  der  Figur  fo%t  weiter 

KM=^KB  ^AC+CK=AC+  MN , 
und  nach  der  eingefOhrten  Bezeichnungsweise 


..-i.+  l/(ia)'-S'. 


Gemäss  der  sub  prop.  27  gemachten  Bemerkung,  dass  der  eine  Werth 
der  Unbekannten  x,  der  andere  a  —  x  sei,  ist  nun  auch  noch 


..-\.-y(\a)--v. 


Auf  diese  Deductionen  bezieht  sich   nun  auch  Omar*)  bei   seiner 
Auflösung  und  Determination  der  Gleichung 

3)  Element,  üb.  VI.  prop.  29;  Dat.  prop.  59.  Aufgabe.  An 
einer  gegebenen  Geraden  o  ein  einer  gegebenen  geradlinigen  Figur 
Tom  Inhalte  6*  gleiches  Parallelogramm  zu  entwerfen,  dessen  Ueber- 
Bchuss  einem  gegebenen  Parallelogramm  ähnlich  ist. 

Specialisirung.  An  einer  gegebenen  Geraden  AB  =  a  ein 
Rechteck  AM=='b^  zu  entwerfen,  dessen  TJeberschuss  HK  ein 
Quadrat  ist  (Fig.  32.) 


•)  Omar  von  Woepoke,  atab.  Text  S.  13  nnd  14. 

Millliliniiiii.  GrondBlIg*  d.  uit.  d.  mod.  Algahi*. 
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030  Siebenter  Abgclmitt    (Jeometriaclie  Hethoden.    111. 

EucHdes  löst  diese  Aufgabe  ähnlich  wie  die  vorige.  Halbire 
AB  in  C  nnd  coDBtrnire  über  den  beiden  Hälften  die  Qnadrate  AD 
und  CE.    Ferner  mache 

FD  =  yj!}"  +TF^  =  Y(l  af  +  b* 

und  DL-=FD,    Ziehe  DBM  und  LM    CD,  so  wird  AM  daa 
verlangte  Rechteck  sein. 


Beweifl  und  Folgerung.  Sei  iCB=S"3f=a:,  ao  ist  offenbar 
SM  ein  Quadrat  und  AM^=  x{a  -j*  ^)-    Weil  ferner  der  Gnomon 


MNCBEL  =  MN' 


•-a«)' 


ist  und  das  Rechteck  ME  -=  MC,  so  ist  Rechteck  CH -\-  Recht- 
eck C3f=  Rechteck  jlJlf ^6*.  Es  war  aber  auch  ^jlf=a;(a+a;). 
Die  Euclidische  Construction  der  allgemeinen  Aufgabe  schliesst 
demnach  die  Lösung  der  Gleichung 

a;  (a  +  ä)  -=  6*    oder    x*  -\-  ax  —  6*  =  0 
als  speciellen  Fall  ein. 

Wollte  man  die  Linie  AK  mit  x  bezeichnen,  so  wäre 
EM=  AK  ~  AB  -^  X  —  a 
und  die   Construction   eine  Lösung  der  Gleichung  x(x  —  ä)  =  h* 
oder  Ton  s^  —  ax  —  6*  ^  0 . 
Aus  der  Figur  folgt  weiter 

KM  ^KB  =  AC+CK=AC+MN, 
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S  S67.    Uethode  von  Francoenr. 
and  nact  der  oben  angenommenen  Bezeichnung 


-.-j«  + 1/(1  ")■+»'■ 

Der  andere  (negative)  Wurzelwerth 

bleibt  bei  dieser  Metliode  verborgen  und  auch  Omar,  der  seine  Dis- 
cnssioQ  der  Gleichungen  x*  ^ax  =  b'  auf  die  Theoreme  des  Eu- 
clides  bezieht,  erwähnt  dessen,  sowie  Oberhaupt  aller  negativen 
Wurzeln  nicht*). 

§  357.    Methode  von  Fr&ncoear**). 

Gegeben  sei  die  quadratische  Gleichui^ 

x*  —  ax+c^O. 

Man  ma'ch'e  sie  zunächst  homogen^  indem  c  der  Ausdruck  f^r  einen 

Flächeninhalt  z.  6.   den   eines  gegebenen  Quadrats  b*  sein  muss, 

wenn  x  und  a  Linien  bedeuten. 

1")   a^ — ax-l-fc*=0.    Aus  dieser  Gleichung  folgt  &'>=-:c(a — x) 
oder 

X  -.h  ='h:{a  —  X), 
ä.  h.  b  ist  das  geometrische  Mittel  von  x  und  a  ~  x. 

Hierauf  grOndet  sich  folgende 
Gonstruction  des  Werthes  x .  Man 
schl^e  aber  AB  (Fig.  33)  oder  a 
einen  Halbkreis,  errichte  in  A  das 
Perpendikel  AD  ^  6  und  ziehe 

_  zu  AB  die  Parallele  DE.    Als- 

A  JF  O  JF^J?  dann  sind  Ai^=a;,  und  .4J*""=«j 

^*  "■  zwei  Strecken ,  welche  der  Auf- 

gabe genügen,  also  Wurzelwerthe  Ton  x. 

Beweis.    Der  Gonstruction  zufolge,  nachdem  man  noch  OE'. 
gezogen  hat,  ist 


OK  =  0  J"  =  yO£'*  —  £' Ji"» -=  ]/Jä 


*)  Man  vergleiche  hierüber  «eine  AaflOBiingen  der  Oleichungen  Vll.  u.  IX. 
Omai,  arab.  Teit  pag.  11.  lä.  14.  16. 

**)  Francoenr,  Conra  compl.  de  mathäm.  I.  %  330,  und  Burg,  Lehr- 
buch III.    S.  IB. 

69" 
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also  aucli 


und 


ÄF  =  AO-OF  =  -, 


-VW- 


2)    3;'  —  ax  —  J*  -■  0 .   Ana  dieser  zweiten  Ponn  der  Gleichung 
folgt  6*  =  a;  (a;  —  o)  oder 

x\h  =  h:{x  —  ff), 
d.  h.  &  iat  die  mittlere  geometriBche  Proportionale  zwischen  x  und 
X  —  a .  Hierauf  beruht  die  fol- 
gende Construction.  Man  be- 
schreibe mA.AD  (Fig.  34)  gleich 
^a  einen  Halbkreis  nndnehmeaaf 
der  Tangente  A  C  den  Abstand  b . 
Dann  werden  die  Wnrzelstrecken 

;jj,  aufderSecanteCiniegen,nänilidi 

**     Flg.  M.  —CE  =  Xi  und  CF-'X,. 

Beweis.    Der  Construction  zufolge  ist  mit  Berücksichtigung 
des  Sinnes  der  Strecken 

6*  =  (-  CE)  .(—CF)-^  (—  CE):  C—  C£  -  a)  =  x^ix^  —  a), 
und 

h^-^CF.CE^CF.  (CF  -a)=x^(x^-a). 
Wenn  man  die  Wurzelwerthe  selbst  bestimmen  will,  ao  hat  man 
hierfür 

CD  —  YAD'^fÄC^  =  ]/ia»-f  6% 

CF^DE-j-CD  =  la  +  ]/i  a'  -f  fc* ; 
endlich  wegen  CE-^CD  —  DE: 


'~CE  =  DB-CD  =  \a~  ]/{  a»  +  fr» . 

§  358.    Methode  von  Koppe*). 
Gegeben  sei  die  homogene  quadratische  Gleichung 


*}  Lehrbuch  der  Planimetrie.    S.  U8.   1863. 
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g  369.    Methoden  toh  Heia  und  Eachweiler.  9$3 

Man  bilde  ein  rechtwinkliges  Dreieck  CBE  (Fig.  35)  mit  der 
Sathete  CD  =  b  und  der  Hypotenuse 
Y  o ;  beschreibe  einen  Halbkreis  mit 
dem  Radina  -ä^i  welcher  dip  Ver- 
langeroDg  ron  DE  in  den  Punkten 
(f  F  und  Q  schneidet.  Die  Strecken  der 
Fl».  K.  Unbekannten  sind  alsdann  FD^x^ 

=  Xx-    Es  ist  nämlich  der  Gonstrnction  gemäss 


FD^FE—DE^^a-y^a'  —  b', 


GD~'FE  +  DE^ja  +  Y\^—  6»  - 

§  359.    Methoden  von  Hels  und  Eschweiler*). 
Ton  diesen  Geometem  mögen  hier  vier  Auflösungen  der  ver- 
schiedenen Fälle  angeftUirt  werden. 

1)  Wenn  die  quadratische  Gleichung  auf  die  homogene  Form 
Ä*  —  a«  +  6c  =  0 
gebracht  werden  kann,  so  erridbte  man  in  den  Endpunkten  Ä  und- 
S  der  Geraden  AB  (Fig.  36)  —  o  die 
Senkrechten  ÄC^^b  und  BD^c, 
beide  nach  derselben  Seite;  alsdann 
verbinde  man  C  mit  D  und  beschreibe 
um  0  als  Mittelpunct  einen  Kreisbogen 
CXX'D .  Alsdann  ist  ^  Z  =  a^i  und 
BX  =  AX'  ■—  Xj ,  welches  die  beiden 
gesuchten  Wurzelwerthe  der  vorge- 
legten Gleichung  sein  werden. 

Was  die  Determination  der  Bea- 
s'is-ä«-  lität  der  Wurzeln  anbetrifft,  so  geht 

aus  der  Figur  die  Bedingung  hervor,  dass  der  Ereia  die  Linie  AB 
nur  dann  schneiden  kann,  wenn  2r^b  -{•  c  ist,  und  wenn  rück- 
sichtlich der  Beziehung  4r*  —  (6  ~  cf  -f  o*  die  Ungleichungen 
(6  +  c)*<(6-c)*  +  a* 


•)  Lehrbuch  der  Planimetrie  Kap.  V.   §  67. 
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oder 


Btattfinden. 

2)  Wenn  die  vorgelegte  Gleichung  sich  auf  die  Form 
j^  -\-  ax  —  hc^O 
redticiren  lÄBst,  so  enictte  man  die  LiniengrSasen  6  und  e  zu  ver- 
schiedenen Seiten  senkrecht  in 
J.  und  B  (Fig.  37)  anf  der  Linie 
ÄB  =  a,  rerbinde  C  mit  D  und 
beschreibe  nm  den  Mittelpunkt  0 
ebenfalls  einen  Kreis.  Dimn  sind 
wiederum  AX  und  —  AX'  die  ge- 
suchten Wurzelwerthe. 

Da  der  Kreis  unter  allen  Um- 
ständen die  Yerlängeruag  Yon  AB 
schneidet,  so  sind  die  Wurzeln  der 
''*■  "■  vorgelegten  Gleichung  immer  reeE 

Beweis,    Aus  der  Äehnlichkeit  der  Dreiecke  XC,4  und  XBD 

XA:AC=BD:XB, 
T,  wenn  man  XA  mit  x^  bezeicbnet, 

hc-=AX.XB  =  x^{x^  -\-a). 
Gleicherweise  ist 

-{—XB){—AX)^{-AX-){—AX)={-~AX'){-~AX'+a), 


folgt 


hc  =  x^ix^  +  fl). 
Es  folgt  nun  aus  der  Conatruction 


XA AE  +  XE—-AE-^  VXO*  —  OE* 

=  —  AE  +  yOIfi  —  BIP, 


oder 


XA  —  —  AE  +  yOS*  +  HD'  —  BH* 


=  —  AE-\-  yOH*  +  {HD  ~  BH)  {HD  +BH), 
und  in  'Coei^enten  der  Gleichung  ausgedrückt 

jCj  =  -  i  a  +  y  i  o»  -j-  &c  . 
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Endlich  ist 

—  ^X' . 
oder  kurz 


-  AE  —  EX'  r=-  AE^  XE, 


-  "|/i a»  +  &c. 


3)  Eine  zweite  ÄuflösQiig  der  Gleichung  ar*  —  a^-f-de^O 
ist  folgende:  £b  sei  b>  c.  Man 
mache  0 B  (Fig.58)  =b ,  OA=c 
und  errichte  inmitten  AB  die 
Senkrechte  EM.  Sodann  mache 
man  LBOY  beliebig  gross  und 
OD  —=-(-—  o,  errichte  die  Senk- 
rechte DM  und  construire  um 
den  Punct  M  mit  MA  als  Badins 

Flg.  38.  einen    Kreis.     Alsdann    werden 

OX  =  x^  und  OY  •=  a  —  a^  ""*»  die  gesuchten  Wurzelwerthe  sein 
mit  der  früher  angegebenen  Beschränkung 

-ja*>bc. 

4)  Eine  zweite  Auflösung  der  Gleichung  x*  ~\-  ax  —  ic  ■=  0 
ist  folgende:  Tr^  man  die  Strecken 
b  ='  AO,  e  ^  BO  zu  verschiedenen  Seiten 
des  Punctes  0  (Pig,  39)  auf  einer  Geraden 
ab  und  macht  in  einer  beliebigen  andern 

I  Richtung  OD  =  ^a;  errichtet  femer  DM 
I  senkrecht  zu  DO,  EM  senkrecht  inmitten 
3  AB,  80  ist^f  der  Mittelpunct  eines  Htilfs- 
kreises  AXJBY,  es  werden  OX -=  a;,  und 
OY  =  —  a  —  Xi^x^  die  gesuchten  "Wur- 
zelwerthe sein. 


§  360.  Die  Methode  rechtwinkliger  Coordlnaten. 
An  den  vorangehenden  Methoden  ist  gezeigt,  wie  man  im 
Stande  ist,  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen  zu  con- 
struiren,  ohne  sie  zuvor  aufzulösen,  indem  die  Wurzeln  durch  Inter- 
sectionen  der  geraden  Linie  mit  dem  Kreise  gefunden  worden* 
Sieht  man  die  gegebene  Gleichung  als  das  Ergebniss  der  Elimination 
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zweier  Gleichungen  mit  zwei  variabeln  Grössen  an,  worunter  die 
eine,  welche  in  der  gegebenen  Gleichung  vorkommt,  also  x,  die 
Absciase  und  die  andere  die  Ordinate  einer  Curre  bezeichnet, 
so  stellen  diese  beiden  Gleichungen  zusammengenommeD  ein  System 
zweier  Linien  dar,  die  eich  in  einem  oder  mehreren  Puncteo  schneiden 
und  die  Abscissen  dieser  Durchschnittspuncte  sind  die  reellen  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichung.  Werden  nun  die  Gleichungen  zweier 
Linien  als  coexisttreud  gedacht,  so  gelten  die  Coordinaten  x  und 
y  derselben  nur  fOr  die  Durchschnittspuncte  beider  Linien.  Da  die 
Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der  Finalgleichung  oder  Resultante 
a;*  +  03;  +  6  =■  0  nur  zwei  betrJ^  so  wird  mau  zwei  Curven  zu 
wählen  haben,  welche  sich  höchstens  in  zwei  Puncten  schneiden, 
also  entweder  zwei  Kreise  oder  die  gerade  Linie  in  Verbindung 
mit  einem  Kegelschnitte.  Wir  wählen  der  Einfachheit  wegen  die 
zweit«  Combination  und  unter  den  Kegelschnitten  den  Kreis,  indem 
wir  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 

L    3?  —  ax-\-l)*  =  Q, 
n.     X*  -ax—h''  =  0 
zu  construiren  suchen. 

1)  Gegeben  sei  die  Gleichung  x^  —  aa:  -j-  &*  ■=  0.    Sie  sei  die 
Resultante  der  beiden  Linien 

y  =  mx  -j-  «,  (Gerade) , 

y'  =•  a;(2r  —  x),  (Seheitelgleichung  des  Kreises). 
Der  Coexistenz  der  Resultante  mit  der  vorgelegten  Gleichung  genügen 
die  einfacheren  Annahmen     m  =  0,   n  =  6,  r  ^  -^a,  also 

y  -=  6 ,     y^  ~=  x{a  —  x)  . 
Die  Finalgleichung,  welche  durch  Elimination  von  y  erbalten  wird, 
ist  offenbar  die  quadratische 

a;'  —  dl  +  i*  ^  0  , 
Die  sich  hieraus  ergebende  Construction  stimmt  vollständig  mit  der  in 
§  357  gegebenen  Qberein.  Es  sei  A  der  Anfangspunct  der  Coordi- 
naten, AB  =  a,  AD  =  i,-  so  ist  j/  =  6  die  Gleichung  der  Geraden 
DE",  sowie  E  und  E"  die  beiden  Durchschnittspuncte  derselben 
mit  dem  Kreise. 

2)  Gregeben  sei  die  Gleichung  x*  —  ax  —  6*  ^  0.   Sie  sei  die 
Finalgleichung  der  zwei  folgenden: 
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y  ■=  mx  -\-  n ,  (Gleichimg  ein«r  Geraden), 
y*  =  r*  —  «* ,  (Mittelpunctegleiebung  des  Kreises). 
Der  Coexistenz  der   Finalgleichnag  mit   der  vorgelegten   genügen 
die  ÄnnahmeQ  ffi'=l,  rt^  —  a,  r^  =  a*  ■}-  26',  also 


'      y*  =  a' -\- 2b*  -  x' . 
Es  sei  0  (Fig.  40)   der  Autangspunct,  OY  und  OX  die  recht- 
winbligeD  Axen  des  Systems.    Man  trage  OM=^a  auf  0  F  ab 


r 

ff            tt 

X 

\^^ 

r          r 

"\ii 

0           l 
K 

r 

und  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  OK^h,  errichte  KL 
senkrecht  gegen  OK  und  gleich  h,  verbinde  L  mit  0  und  trage 
OL  auf  OK  ab  bis  C.  Alsdann  construire  man  mit  MC  einen 
Kreis  AB  und  halbire  den  Winkel  MOK  durch  die  Gerade  FH. 
Die  Abscissen  ihrer  Durchachnittspuncte  mit  dem  Kreise,  nämhch 
OP  und  OM,  sind  die  beiden  gesuchten  Wurzelwerthe  der  Tor- 
gelegten  Gleichung. 

Aus  dem  nothwendigen  Gegensatze  ihrer  Lage  oder  Richtung 
folgt,  dass  die  eine  Wurzel  stets  positiv,  die  andere  negativ  sein 
muss.  Ebenso  folgt  aus  der  Ungleichung  MO  <  MC,  dass  die 
Gerade  unter  allen  Umständen  den  Kreis  schneiden  moss,  dass  also 
die  beiden  Wurzeln  stets  reell  sein  werden. 

Dieselbe   Construction   kann  zur  Auflösung   der  vorigen  Auf- 
gabe  verwendet    werden.     Die    Gleichung   a:'  —  ax  +  i*  =  0    ist 
dann  die  Finalgleichung  der  beiden  folgenden: 
y  =  x  —  a, 
y>  =  a^  —  26*  —  X* . 
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Soll  aber  die  Gerade  den  Eieia  Bchneidea,  d.  h.  reelle  Strecken  fBr 
die  Wurzeln  ergeben,  so  mnsa  etets  die  Ungleidmng 


IV.    Geometrische  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen 

%  361.   liösDQg  des  Problenw  von  der  Dapllcation  des  Würfels  nach 

Menächmns*).    kriech.  SixJiaoiaeiios  coü  ffrc^fov.) 

£ine  geometrische  Auflösung  der  rein  kubischen  Gleichung 

ist  zuerst  erfunden  von  dem  Platoniker  Menächmus  (370  t.  Chr.) 
und  wird  bewerkstelligt  mittels  IntersectioQ  zweier  Kegelschnitte. 
Dies  Problem  unter  der  Form  der  Gleichung 

ar'  =  2a» 
dargestellt,  war  in  der  platonischen  Schule  bekannt  unter  der  Be- 
zeichnung „Verdoppelung  des  Würfels"  (griech.  d^ixXaautefios  rov 
artQsov,  lat.  duplicatio  cttbi),  und  Plato  selbst  hatte  erkannt,  dass 
die  Discussion  desselben  sich  stütze  auf  die  Lösung  der  Aufgabe 
des  Hippokrates  (450  v.Chr.):  zu  zweien  gegebenen  Linien 
zwei  mittlere  Proportionalen  (rag  Svo  lüottg)  zu  finden.  Die 
Bedingung 

a:x^  x:y  ^y:b 
lässt  sich  nämlich  einkleiden  in  die  Formen : 

x'  •=  ay  ,     tf^  ^  hx  , 
oder  auch 

a^  =  ay ,    xy  -^ab  , 
also  nach  Elimination  der  Grösse  y  noch  kürzer  in 

a^  =  a'b. 
Wenn  nun  Yoransgesetzt  wurde  &«>2a,  so  war  in  diesem  speciellen 
Falle  die  Gleichung  a^  =  2a^  gelöst,  sobald  es  gelungen  war,  zwi-* 
sehen  a  und  2  a  zwei  mittlere  Proportionalen  zu  construiren. 

Menächmushat  von  dieser  Aufgabe  zwei  elegante  Auflösungen 

•)  ManveigLEatociicomm.  ad  Archimedem  lib.  11.  prop.  2.  Edit  Oxford, 
p.  148.    L'algibre  d'Omor  trod.  por  Woepcke.  pg.  SS  et  XIII. 

Reimer,  Historia  problematis  de  cabi  dnplicatigne.    Oottingae  1798. 
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gegeben.  Wir  folgen  det  analytiach- geometrischen  Darstellung, 
welclie  Omar  ben  Ibrahim  in  seiner  Schrift  „Üeber  die  Beweise 
der  algebraischen  Theoreme"  davon  gegeben  hat,  ohne  freilich  sich 
anf  Menächmue'  Entdecktmg  zu  bezieben.  Omar  gründet,  wie 
seine  Vorgänger,  die  geometrische  LSsung  des  Problems  Ton  der 
Verdoppelung  des  Würfels  auf  die  des  folgenden: 

Zwei  Linien  zwischen  zweien  gegebenen  Linien  zu 
finden,  so  dass  diese  vier  Linien  eine  fortlaufende  Pro- 
portion bilden. 

Die  gegebenen  Geraden  seien  AB  =  a  und  BC  =  b  (Fig.  41). 
Mao  lege  dieselben  unter  einem  rechten  Winkel  zusammen,  con- 
struire  die  Parabel  BBE  mit  dem  Scheitel  B,  der  Axe  BX  and 
\Z  Y 


dem  Parameter  BC'^  b;  femer  die  Parabel  BDZ  mit  dem  Seheitel 
B,  der  Axe  B  T  und  dem  Parameter  BA  ^  a.  Diese  beiden  Kegel- 
schnitte schneiden  sieh  im  Puncte  2>  und  die  Coordinaten  desselben 
BT  ^  X  und  BH  •=  y  sind  die  gesuchten  Linien,  so  da^s  man  hat 

a:x^x:y  =  y-.b. 
Um  dies  zu  erweisen,  beachte  man,  dass  fflr  die  Parabel  BBEi 

y^  '=bx , 
folglich 


I.     b:y  =  y:x; 


für  die  Parabel  BIXZ: 


a^-=oi/, 


II.    y :  a;  =  a; :  a 
ist     Die  beiden   Proportionen   I.  und   U.   geben   die  fortlaufende 
Proportion  und  die  Gleichnng  a;*  =  o'6. 
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Um  nnn  die  Wurzel  der  rein  kobisdieii  Gleichung 

zu  conatruireu,  möge  die  Zähl  c  durch  ein  rechtwinkliges  Farallele- 
pipedon  dargestellt  werden,  dessen  quadratische  Basis  die  Einheit 
zur  Seite  hat.    Dann  ist  seine  Höhe  gleich  c  und 

x'=l''.c. 
Man  suche  nun  zwischeu  den  Linien  1  und  c  zwei  mittlere  Pro- 
portionalen X  und  y,  so  ist  die  erstere  die  Kant«  des  Würfels, 
welcher  mit  dem  gegebenen  Parallelepipedon  gleichen  Inhalt  hat 
Eine  zweite  Auflösung  des  Problems  gibt  MeuächmuB  durch 
Construction  des  DurchschnittspuncteB  D  einer  jener  beiden  Parabeln 
mit  der  Hyperbel 

xy  =  ab , 
deren  Aajmptoten  die  Linien  SX  und  BY  siud. 

§  362.    Methode  von  Plato*). 

Die  Lösung  des  sogenannten  Dehschen  Problems  wurde  von 
den  griechischen  Geometem  in  mannigfacher  Weise  durch  andere 
mechanische  Constmctionen  versucht.  So  erfand  zu  diesem  Zwecke 
Nicomedes  die  Gonchoide,  Diocles  die  Cissoide.  Auch  Plato 
und  Hero  der  ältere,  Schüler  des  Ktesibios  von  Askra**),  geben 
eine  solche  mechauische  Construction  an,  deren  analytische  Dis- 
cussion,  wie  die  der  Conchoide  und  Cissoide,  auf  algebraische  Gurven 
höheren  Grades  führen  Die  Auflösung  von  Plato  gründet  sich  auf 
seine  Betrachtung  über  die  geometrische  Darstellung  der  zwei  mitt- 
leren Proportionalen. 

Man  trage  auf  den  beiden  Schenkeln  eines  rechten  Winkele 
vom  Scheitel  B  (Fig.  42)  zwei  Segmente  BÄ  =  a  und  BC  =  h 
ab.  Mit  Hülfe  der  mechanischen  Drehung  zweier  Lineale  CD 
und  äE  um  die  Puncte  C  and  A,  deren  eines  Ae  sich  stets  in 
paralleler  Lage  zu  dem  andern  Cd  befindet,  bis  die  Normale  DE 
derselben  mit  ihrem   Fusspuncte  E  in  die  Yerlängerung  von  CB 


*)  Entocii   Comm.  ad  Archimedem.    Edit.  Oxford,   p.  136.    L'alg&bre 
d'OmOT,  trad.  par  Woepcke.    Add.  A.  p.  94. 

**) '^^poc   Knjeißiov  ßtloxouiui.    Vet.  mathem.  p.  142j  PappQH,  edit. 
Commandin.  p.  9—10. 
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zu  liegen  kommt,   findet  man  die  beiden  mittleren  Proportionalen 
y  ^  BD  und  x  =  BE,  so  daas  man  hat 

a:x  ^  x:y  ==^y:h  . 
Diese  Constructions aufgäbe  läast  sich  auch  so  formuliren: 

Den  geometrischen  Ort  der  PusBpuncte  aller  Perpendikel  j4e  zu 
construiren,  welche  von  A  auf  alle  Tangenten  der  Parabel  gefallt 


sind,  wovon  C  der  Brennpunct  und  BA  die  Tangente  des  Scheitels 
ist-,  dann  diese  Curre  durch  die  Verlängerong  von  BC  ia.  E  zm 
schneiden.  Die  Gleichung  der  Cnrre  AeE  findet  man  aus  den 
Eigenschaften  der  Parabel  BGF.  Ist  G  Tangentialpunct  von  ed, 
CG  Itadins  Tector,  so  ist  CG  =  CH  und  die  Normale  CA  schneidet 
die  Tangente  HG  stets  in  der  Tangente  des  Scheitels  B.  Es 
ergehen  sich  aus  ähnlichen  Dreiecken  leicht  folgende  Proportionen: 
ti:x  =  x:ia'-ii  -\- SS) -^BHiBd , 
B^  =  BH.h. 
Durch  Elimination  von  BH  und  Bd  findet  man  die  Gleichung 
dritten  Qrades 

«*  +  ))*I  —  OTIX  —  fiij*  =  0  . 
Comhinirt  man  diese  mit  der  Geraden  vi  =  a,  so  erhält  man  wieder 

3?  <=  a^b . 
Die  Auflösung  des  gestellten  Problems  inrolvirt  demnach  bei  der 
platonischen  Methode  die  Construction  einer  algebraischen  Curve 
dritten  Grades. 
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§  363.    Das  Theorem  von  Eatocias  nnd  die  Gleicbnog  von 
Almahanl. 

Den  Ansgangspunct  der  UateranchnDgen  der  arabiacheo  Mathe- 
matiker über  die  geometrische  Äuflösong  der  gemischten  kubiechen 
Gleichnngen  bildete  ein  Problem  des  Ärehimedes,  welches  von  ihm 
seibat  höchstwahrscheinlich  nicht  gelöst,  ein  Gegenstand  einiger 
Forschung  bei  den  Arabern  war.  In  dem  vierten  Satze  des  zweiten 
Buches  der  Abhandlung  Über  die  Kugel  und  den  Oylinder  stellt 
sich  Ärehimedes  folgendes  Problem: 

Eine  Engel  durch  eine  Ebene  zu  schneiden,  dass  das 
TerhältaisB  des  einen  Segmentes  zum  andern  eine  ge^ 
gebene  Grösse  habe. 

Ärehimedes  weist  nach,  dass  die  Lösung  abhänge  tob  folgen- 
der CoDStmctJoD:    Gegeben  sei  eine  Linie  DZ  (Fig.  43)  und  auf 

i ^-4 f f 

Fig.  u. 
derselben  zwei   Puncte  B  und  T,  so   dasa   B  zwischen  D  und  T 
liegt     Einen  Punct  X  der  Linie  zu  bestimmen,  so  dass 

XZ-.ZT^Bl^-.DX*. 
Um  dies  Problem  algebraisch  auszudrücken,  setzen  wir 
Bl}  =  a,    ZT=b,    ZD  =  c,    DX^x, 
und  es  handelt  sieh  nun  offenbar  darum,  x  vermittels  der  Proportion 

(c  —  X)  ih  =  a* :  a? 
zu  suchen,  d.  h.  die  kubische  Gleichung 

a?  —  ex*  +  ***^  ■=  0 
aufzulösen. 

Der  Erste,  der  dies  Problem  in  Form  einer  kubischen  Gleichung 
aufstellte,  war  Almahani  von  Bagdad  (860).  Es  gelang  ihm 
jedoch  nicht,  eine  Auflösung  derselben  zu  erfinden.  Nach  dem 
Zeugnisse  von  Omar  Älkhayyami  soll  sie  zuerst  von  Abu  Djafar 
Alkbazin  mittels  Kegelschnitte  gelöst  sein.  Nach  ihm  wurden  von 
verschiedenen  Qeometem  Lösungen  gefunden:  von  Abu  Sahl  Alkuhi 
(um 900),  Alha8anbenAlhaitham(1038)  und  Ändern,  Bemerkens- 
werth  ist  die  Bestimmung  der  Grenzen  der  Realität  der  Wurzeln 
durch  Alkuhi,  welche  sich  auf  folgendes  Theorem  des  Eutocius 
(540  n.  Chr.)  stützt: 
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Soll  eine  Linie  BZ  dergestalt  in  E  getheilt  werden,  dass  das 
Parallelepipedon  aus  dem  einen  Segmente  und  dem  Quadrate  des 
andern  gleich  einem  gegebenen  Paxallelepipedon  werde,  so  darf 
dieses  nicht  gr&seer  sein,  als  wenn  man  XZ ^  2DX  setzt. 

DrQcken  wir  diese  Determination  in  algebraischen  Zeichen 
nach  den  angenommenen  Bezeichnungen  aus,  so  ist  das  Product 
a*&  ein  Maximum  für  a;  ^  „  ("  —  ^)*  ^^^  Resultat  zu  erhalten, 
ist  für  die  moderne  Analysis  freilich  eine  Kleinigkeit;  fOr  die 
Analysis  der  Alten  aber  war  dies  Resultat  von  nicht  geringer  Bedeu- 
tung. Den  elementaren  Beweis,  welchen  Eutocius  und  Alkuhi") 
in  ihren  Gommentareu  zum  Archimedes  geben,  mässen  wir  hier 
Übergehen. 

§  364.  Das  Theorem  von  Alkuhi  und  seine  Methode  die  Gleioliimg 
von  Almahani  attfenlösen**). 

In  einem  Memoire,  welches  Woepcke  dem  Alkuhi  zuschreiben 
zu  müssen  glaubt,  gebt  dieser  an  die  Lösung  der  Proportion 

(c  —  x):h  =  h'  :x* , 
oder  der  Gleichung  von  Almahani: 

(c  -  a;)  a^  =  Ä»  =  a  , 
wobei  er  folgende  Determination  gibt: 

Die  Auflösung  der  Gleichung  (c  —  x)a^^a  in  positiven 
Wurzeln  ist  nur  dann  m&glich,  wenn  die  Bedingung  27  a  <4c^ 
erfüllt  ist 

Dies  Theorem  ergibt  aus  dra-in  §  363  angegebenen  Bestimmung, 
dass  a  ein  Maximum  werde  für  a:  =  „^  c.  Ferner  ist  nach  der 
Cardanischen  Formel  die  Wurzel 


± = i/!r± + j- Vi  _  ±  ?• + i/ixrTi/rrii . 

X,  r         2o  ^  2a  r  27  o  "  '^         2o        2a  f  27  a 

Für  den  Fall  27  a  >  4(^  ist  diese  Wurzel  negativ,  die  beiden  übrigen 
complex.  Die  Gleichung  kann  also  nur  positive  Wurzeln  haben, 
wenn  27  a  <^  4c'  ist. 

•)  Omar,  p.  US.  Add.  C. 
**)  Omar,  Add.  B. 
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Der  arabische  HaÜiematiker  betrachtet  aun  die  beiden  Fälle 

(c  +  a:)  a:*  =  6*  =  a 

and    gibt    die    folgende    Conatmction    der   Wurzel.     Man    mache 

BE  =  h  und  constrmre  Aber  BE  als  Basis  das  Qnadrat  BEZH 

(Fig.  44).    Alsdann  beschreibe  man  eine  Parabel,  deren  Scheitel  A, 

A  DSD, 


— V^% 


Flg.  Uo. 

die  Äxe  AB  und  der  Parameter  gleich  h  ist  Femer  constroire 
man  eine  Hyperbel  zu  den  Asymptoten  EB  und  BS,  welche  durch 
Z  geht.  Die  Gleichungen  dieser  Curren  sind  bezüglich  des  Coordi- 
nat«nanfangspunctee  B\ 

L    y»=-fc(c  +  «),    x^-=V,    (Fig.  44b). 
n.    y»  =  6(c  — «),     a;y  =  6».     (F^.  44c). 
Beide  schneiden  sich  im  Pnncte  T,  und  BB  *=  x  wird  eine  Wurzel 
der  Gleichtmg  sein. 

Der  Autor  gibt  weiter  richtig  an,  dass  nur  der  zweite  Fall 
(Fig.  44c)  eine  Grenzbestimmnog  erfordere,  welche  sich  durch  die 
Ungleichung  27a  <  4c*  ausdrücken  lasse. 

Woepcke  stellt  hinterher  noch  eine  Betrachtung  an,  wie  die 
arabischen  Geometer  zu  dieser  DeterminatioD  gelangen  konntet. 
Wir  wollen  auf  andere  Art  zeigen,  wie  Alkuhi  zu  derselben  Grenss- 
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bestämmong  bitte  gelangen  können.  Zieht  man  in  T  (Fig.  44(j) 
die  Tangente  TF  an  eine  der  Corven  und  bezeichnet  die  Sub- 
taugente  FD  mit  m,  ao  ist  f!tr  die  Parabel  mh  =  2y*,  ffir  die 
Hyperbel  m^=x.  Der  Grenzfall  tritt  offenbar  ein  bei  gemein- 
schaftlicher Tangente.  Dann  ist  ^^=3  —  62:,  und  wenn  diese  Gleichung 
zugleich  mit  den  beiden  andern:  y*  =■  6(c  —  x)  und  xy  =  h*  be- 
steben soll,  80  muB8  die  Bedingung  276"  ^  40*  oder  21a  =  4(? 
erfallt  sein. 

§  365.    Oonstnotion  der  Wurzel  einer  defeoten  knblBoIien  Aleichnng 
nach  Omar*). 

Gegeben  sei  die  Gleichung 

a?  -{-  ax'^b, 
wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  a  tmd  h  positive  Werthe  haben. 
Omar  drackt  dieselbe  Gleichung  in  Worten  so  aus:  ,^in  Eubus 
und  Kanten  sind  gleich  einer  Zahl".  Die  Auflösung,  welche  der 
arabische  Geometer  von  dieser  Gleichung  gibt  und  die  wir  nicht 
wöiilich,  sondern  im  Auszüge  wiedergeben,  ist  folgende: 

Es  sei  AB  (Fig.  45)  die  Seite  des  Quadrats  p*  =  a.  Man 
construire  mittels  Anwendung  der  in  §  361  gegebenen  Methode 
ein  Parallelepipedon  p*r^h  und  mache  BC  =  r  und  A.BA. 
Alsdann   verlängere   man  AB   beliebig   weit   und   constmire    die 


Parabel  DBH  vom  Parameter  AB  über  der  Axe  BZ,    Femer  be- 
beschreibe  man  über  BC  einen  Halbkreis,  welcher  die  Parabel  im 


•)  Omar,  p.  8S.  Xm. 
Ifatlhlmin,  Omudillg«  d.  anL  o.  mod.  Alsalin. 
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Pancte  D   scbneidea  muas,  dessen  Coordinaten  mit  x  and  jf  be- 
zeichnet werden  mögen.     Dann  ist  offenbar 

I.     3?^py. 
Nach  der  Eigenschaft  des  Kreises  ist  non  auch 

'IL    i^  =  xir-x). 
Aas  L  und  IL  folgt  die  Gleichong 

oder 

a;*  +  oa:  •=  fi. 

Die  AbBciBse  BE  <=  x  des  IntersectionBpunctes  D  ist  dann 
die  gesachte  Wureel  der  Gleichung. 

Omar  fOgt  hinzu,  daas  diese  Form  der  kubischen  Gleichungen 
weder  verschiedene  Falle,  noch  unmdgliche  Wurzeln  gebe.  Zur 
Charakteristik  seiner  UnterBuehangen  ist  indess  zu  bemerk^  dass 
er  Oberhaupt  nur  solche  Formen  untersucht,  welche  notbwendig 
positive  Wurzeln  haben,  dass  von  ihm  auch  nur  positive  Worzeln 
beachtet,  negative  dag^n  zu  den  unmöglichen  gerechnet  wer- 
den, und  dass  er  aus  diesem  Grande  auch  nor  die  Intersectionen 
der  Curven  im  ersten  Quadranten  des  Coordinatensystems  anafDhrt. 
Jedoch  gibt  er  in  den  meisten  Fällen  die  mögliche  Anzahl  der 
positiven  Wurzeln  richtig  an. 

§  366.    CoQBtraetloti  der  Wurzel  eber  vollständigen  kablscheD 
Gleiehimg  nach  Omar*). 

Gegeben  sei  die  kubiiche  Gleichung 

ar^  -\-  ax'  +  fia:  =  c, 
wobei  voraaageeetzt  wird,  dass  a,  h  und  c  positive  Grössen  seien. 
Omar  drückt  dieselbe  Gleichang  in  Worten  so  aus:  „Ein  Wflrfel, 
Quadrate  und  Kanten  sind  gleich  Zahlen",    um  die  Gleichung  auf 
eine  geometrisch  homogene  Form  zu  bringen,  setze  man 

b'^p* ,     c  "sp*», 
also 


lyGoo^^lc 


§  See.    Methode  von  Omar.  947 

WO  a,  p  and  s  nimmehr  lineare  Grössen  bezeichnen.    Man  mache 
(Fig.  46)  CB-^s,  BD-^a  und  BJSXCD  und  gleich  j).     Ala- 


ne-w- 
dann  beschreibe  man  über  CD  einen  Halbkreis,  ei^^ze  das  Kechteck 
CE  und  construire  durch  C  eine  Hyperbel  mit  dem  Asymptoten 
EB  und  EK.     Diese  hat  offenbar  die  Gleichung 

wenn  man  B  zum  Coordinatenanfangspnncte  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  AZ  =  x,  BA  =  y  wählt.  Dia  Gleichung  des  Kreises 
ist  alsdann 

H.    y'  =  {x  +  a){s~x). 
Die  Hyperbel  schneidet  den  Halbkreis  im  Puncte  Z,  weü  sie  die- 
selbe schon  in  C  schneidet.   Aus  der  Gombination  der  Gleichungen 
L  und  IL  der  beiden  Chirren  folgt  leicht 

x*{x  +  a)-='p\s  —  x), 
also 

^  -\-  a3^  ■\-  j^x  —  j)*s , 
oder  endlich 

a?  +  '^"'^  -\-hx  =  e  . 
Die  Abecisee  AZ  =  x  des  Intersectionspuncies  Z  ist  demnach  die 
gesuchte  Wurzel  der  TOi^elegten  Gleichung. 

Die  Gleichung  hat  immer  eine  positive  reelle  Wurzel,  wogten 
die  beiden  andern  immer  entweder  negativ  oder  complez  sind,  je- . 
nachdem  der  untere  Zweig  der  Hyperbel  von  dem  Kreise  geschnitten 
wird  oder  nicht.  Dieses  letete  Wurzelpaar  wird  aber  wie  gewöhnlich 
Ton  Omar  entweder  nicht  bemerkt. oder  nicht  beachtet 
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Zor  Auflösung  der  ToUständigen  Gleichung 
a^  +  bx '~  ax^ -{- c  , 
oder 

«*  —  aa?  -i-bx  —  c  ■=  0 
bedient  Omar  sich  der  Intersection  eines  Kreises 

I.    y*  ■=  (fc  —  s)(a  —  x) , 
niid  einer  Hj'perbel 

n.    x(p  —  y)'^ps, 
wobei  b=p*,  c=p*s  gesetzt  worden  ist. 

Die  Gleichung  hat  immer  eine  positive  reelle  Wurzel.  Omar 
ist  es  leider  entgangen,  dasB  eie  in  dem  Falle  c<iab  auch  drei 
positive  Wurzeln  haben  kann. 

§  367.    Methode  von  Gartesias*). 
Carteaius  scheint  die  geometrischen  Methoden  der  arabischen 
Geometer  zuerst  selbständig  nacherfunden  zu  haben.    Derselbe  geht 
bei  seinen  Betrachtungen  aus  von  der  reducirten  Form  der  kubi- 
schen Gleichung,  nämlich 

^  ••=  ax  •{-  b  . 
Er  setzt  a  =  mp  und   b  =  rn^q  und  bewerkstelligt  die  Auf- 
lösung in  folgender  Weise.   Angenommen  die  Curve  FA6  (Fig.  47) 
sei  eine  Parabel  mit   der  Aie  AL 
und  dem  Parameter  m.    Mau  mache 

ÄC-^m,  CD^jp 
und  DEl.  DA  und  gleich  ^  q.  Als- 
dann beschreibe  man  um  E  als  Mittel- 
punct  einen  Ereis  FG  mit  dem  Ra- 
1^  dius  AE.  Dieser  Kreis  wird  die  Pa- 
rabel, abgesehen  vom  Sdieitetpunct« 
A,  entweder  in  einem  oder  in  drei 
Pnncten  schneiden,  oder  in  einem 
Fnucte  schneiden  und  in  einem 
"'■  *'■  Puncte    berühren,    oder    überhaupt 

nur  in  einem  einzigen  Puncte  schneiden.     Die  Ordinaten  x^jX^iXg 
werden  die  Wnrzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sein. 

*)  Carteiii  Oeometria  lib.  IIL 

Hallej,  De  constraddone  problematnin  eolidonini. 
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Zur  Begründung  dieser  Behauptung  berücksichtige  man,  dass  mit 
Bezug  auf  den  Änfangspoitct  A  die  Gleichung  der  Parabel  sein  muaa 

I.     3^  =  my , 
die  des  Kreise  a 

II.    a;*  +  y' =  ga; -f  (p  +  *»)»  . 
Sabstitoirt  man  y  ans  I.  in  IL,  so  wird  daraus 

x*  ^  mpx  -\-  m*q  —  oa;  +  6 . 
Da  m  eine  willkürliche  Grösse  ist,  so  kann  man  sich  zur  Auflösung 
aller  kabischen  Gleichungen  von  der  vorgelegten  Form  einer  nn- 
Teränderlichen,  festen  Parabel  bedienen. 

§  368.    Methode  von  ran  Sohooten*). 

Gegeben  sei  die  vollständige  kubische  Gleichung 

X*  —  ax^  +  bx  —  c  =  0  . 

Die  Coordinatenaxen  seien  AS  nnd  AG  (Fig.  48).     Man  mache 

AD^^yi  und  errichte  in  D  die    Senkrechte    DF.    Nachdem 


J)E  ='C:b   und   EF  ^  a  gemacht   worden   ist,   beschreibe   man 
durch  E  die  Hyperbel   EhH  mit  den  Asymptoten  AC  und  AS. 
*)  Ft.  T.  Schooten,  Gomm.  in  Carteüi  Qeametriam  lib.  111. 
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Wird  ferner  DF  in  G  halbirt  und  mit  GE  als  Badiue  ein  Kreis 
am  G  beschrieben,  welcher  die  Hyperbel,  abgesehen  vom  Puncte 
£,  in  so  viel  Puncten  H,  M  and  P  schneidet  oder  berührt,  als  die 
vorgelegte  Gleichung  reelle  Wurzeln  hat,  so  sind  die  Ordinatea 
HJ^'X,,  MN=-Xi,  PQ  =*  Zg  die  gesuchten  Wurzeln.  Um  diese 
Behauptung  zn  beweisen,  sei  allgemein  HJ  =  x.  Dann  ist  nach 
dem  Voriiergehenden  ÄJxx  =  -rX  Y^  und  folglidi 

Qnadnrt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man 

BP-i-'i  +  Ä- 
Weil  nun  DE  =  c :  6  ist,  so  ei^bt  sich  weiter 
£  JC  =  JH  -  J)£  =  3-  —  J  , 
und  w^^  EF  =  a: 

KL  =  I)L—JH=a  —  x, 
also 

EKxKL'=ax—y~x?+^x. 
Wegen  der  Beziehung  HK'  =  EKx  KL  ist  nun 

oder,  nach  Potenzen  ton  x  geordnet, 

** -(1  +  °)«^'+ (»  +  ")*'- 2"  + F-°- 
Diese  Gleichung  bat  den  überäQssigen  Factor  x  —  -r,  welcher  ab- 
gesondert werden  mnss,  weil  er  sich  auf  den  Punct  E  bezieht  Es 
bleibt  dann  die  vorgelegte  Gleichung 

a^~a3?-{-hx~c  =  0 
Übrig,  woraus  hervorgeht,  dass  HJ  eine  der  gesuchten  Wurzeln  ist. 
Schneller  gelangt  man  freilich  zum  Ziele,  wenn  man  von  den 
Oleichungen  der  beiden  Curven  ausgebt.     Die  der  Hyperbel  ist 

I.    xy  =  c:  yT , 
die  des  Kreises 

IL    (l/5_j,)'_(«_|)(»_i). 

Eliminirt  man  y,  so  erhält  man  ebenfalls  nach  Ausscheidung  des 
überflüssigen  Factors  die  vo^el^te  Gleicbong. 
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§  869.    Methode  t 


§  369.    Die  Methode  der  Gonolioide  naoti  Newton*). 
Zur  CoQstruction  der  kubischen  .GleichuDg 

schlägt  Newton  die  AnweDdung  der  Conchoide  vor.  Man  nehme 
beliebig  die  I^ge  m  und  construire  die  Linie  GG  =  x  ^  C^g-  ^^)f 

senkrecht  dagegen  GD  =  1/-  ■  Wenn  a  und  c  von  nngleichem 
Vorzeichen  sind,  beschreibe  man  mit  CD  um  C  einen  Kreis;  sind 
a  und  c  von  gleichem  Vorzeichen,  so  mache  man  DS  •=  GC 
(Fig.  49b)  and  beschreibe  mit  GH  um  C  einen  Ereis.     Al&dann 

ff 


/    9~ 


Flg.  40  k, 

mache  man  GA  ~=  - 


rtg.  «9  b, 
und   trage    diese    Strecke   von   G 


nach  C  hin  ab,  wenn  GA  positiv  ist,  sonst  nach  der  ent^gen- 
gesetzten  Richtung.  In  A  ziehe  man  die  Senkrechte  A  Y  und  suche 
GY  so  zu  legen,  dass  JEY=a  werde;  alsdaim  ist  EG  =  z  die 
gesuchte  Wiirzel.  x  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  es  auf 
dieser  oder  der  andern  Seite  von  G  liegt.  Ist  a  negativ,  so  mues 
Y  zwischen  E  und  G  gelegt  werden. 
Zum  Beweise  bemerke  man,  dass 

1.  EG^-i-GC'  =  E(P-i-2GCxGF, 

2.  (Fig.  4:9ä):  EG*- GD*~2GC><  GF, 

3.  (Fig.  idh)  :  EG*  +  GD*  =  2GCxGF, 

4.  GYxGF  =  AGxGE. 

Bezeichen  wir  GE  kurz  mit  x,  so  ist  im  ersten  Falle  (Fig.  49a) 


*)  Newtoni  AxiUim,  t 
Logd.  Bat.  ITSS. 


'.  in  App.  De  aeqaationum  conatnictiione  lineari. 
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uDd  wenn  man  mit  x-\-  a-=^GY  mnltiplicirt: 

!i^-\-  ax*-^x-c^m,GFxGY^m.AGxGE. 

Wegen  der  Beziehnngen   AG  -" ,  GE  =  x  reaultärt 

:^-{-as?-\-bx  —  C'=0. 
Im  zweiten  Falle  dag^en  wird  sein  (Fig.  49b) 

und  wenn  man  mit  x  -{-  a'=GY  mnltiplicirt: 

x^-\-ax'-j-  Ix  +  c-^m.ÄGxGE. 

Wegen  der  Beziehungen  j1  G  = t"mö'  ^^^*  resultirt  nun- 
mehr die  TOigelegte  Gleichung 

3^  +  "**  -{- hx -{-  c  =  0  . 
Die  Gu^ve  JE  ist  die  Conchoide,  deren  Pol  der  Punct  G  und  deren 
Asymptote  A  Y  ist. 

Kurzer  kann  der  Beweis  geftlhrt  werden,  wenn  man  von  der 
Folargleichung  der  Conchoide  ausgeht,  nümlicli  Ton 

r  =  —  a  +  GA .  sec  v , 
wo  «  =  CGE  ist.    Man  erhält  so 

/b  c  \ 

Der  Winkel  v  wird  gefunden  aus  der  Gleichung 

EG*  +  öi)*  «  2EG  X  GCx  cos  w , 
oder 

a;*  -| —  =  mx  coa  v  . 

Setzt  man  hieraus   den  Werth   der  Winkelfunction  in   die  Polar- 
gleichung ein,  30  erhält  man  die  vorgelegte  kubische  Gleichung. 
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V.     Geometrische  Auflösung  der  biqnadratiscben 
GleichuDgen. 

§  370.  Aoflösons  der  Biquadrate  bei  den  ar&biacben  Geometent. 
Von  Methoden,  die  biquadratischen  Gleichungen  aufzulösen, 
finden  sich  bei  den  Arabern  nur  Spuren,  nämlich  in  einer  Ter- 
lorenen  Abhandlung  Ton  Abnl  Wafa*)  (940 — 998)  und  in  einer 
anonymen  Schrift**).  Die  Schrift  von  Abul  Wafa  ist  betitelt: 
Von  der  Methode  die  Seite  des  Eubus  und  Biquadrats,  sowie  von* 
Ausdrücken  zu  finden,  welche  aas  diesen  Potenzen  zusammen- 
gesetzt sind.  Woepcke  bemerkt  dazu,  dass  die  Schrift  von  Abul 
Wafa  angeuscheinhch  zum  Gegenstände  gehabt  habe  die  geometrische 
Construction  der  Gleichungen 

a;'  =  a,    a^  =  a,    a* -{- oa:' —  6  . 
Was  die  dritte  dieser  Formen  anbetreffe,  so  lasse  sich  dieselbe  auf- 
lösen mittels  Intersection  der  Hyperbel  ^  -(-  axy  ■=>  h  and  der 
Parabel  «*=•!/. 

j  Was  die  Schrift  des  Anonymus  an- 

.betrifi^,   so   handelt   es    sich   darin   um 
die  Auflösung  folgender  Aufgabe: 

Ein  Trapez  ABCB  (Fig.  50)  zu 
'  construiren,  dessen  Basis  und  Schenkel 
gleich  10  and  dessen  Fläche  gleich  90 
ist.  Der  Autor  zeigt,  dass  die  Lösung 
der  Aufgabe  von  der  Auflösung  der  bi- 
quadratischen  Gleichung 
a;*  -  20ir*  +  2000«  -  1900  =-  0  , 


allgemein 


3!*  —  2aa?  -f  2a'a;  —  a*  ■ 


■6*- 


Die  Aufgabe  wird  nun  auf  folgende  Art  geometrisch  gelöst: 
Ist  ABCD  das  Trapez  und  AS  -^■BC'^  AD=^a  und  der  Inhalt 
gleich  b*,  so  mache  man  BE  ^=1^  la,  rerrollständige  das  Rechteck 


*)  Abul  Wafa,  Achte  Abhandlung  der  Liste  seiner  im 
aufge^hlten  Werke.     Man   ve^l.    Woepcke,   Becherches 
■oiencea  mathäm.  chez  lea  Orientaux.  p.  86.  Faris  18[>6. 
**)ßmM,  trad.  par  Woepcke.  Add.  D.  p.  116. 


Eitab  Alfibriet 
wa  lliist.   des 
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ÄBEZ  and  ziehe  durcli  E  eine  Hyperbel  za  den  Asymptoten 
AB  und  ÄZ.  Ihre  Gleichong  ist  bezSglicli  des  Coordinsten- 
anfangspimctes  S: 

I.     (a-x)9  =  h*. 
Ein  Kreis  beschrieben  um  das  Ceninun  B  mit  dem  Radios  BA 
wird  die  Hyperbel  schneiden,  weil  AB>BE  ist  Seine  Gleichung  ist 

n.    «*  +  y»  =  a. 
Zieht   man   die   Gerade  AD  ■=  AB   mid   construirt    den   Winkel 
*BAD  =  ABC,  wobei  AD  -=  BC  gemacht  wird,  so  ist  ABCD 
das  verlangte  Trapez. 

Eliminirt  man  y  ans  den  Gleichungen  I.  nnd  H.,  so   erlült 
man  in  der  That  die  vorgelegte  biqnadratieche  Gleichimg. 

§  371.    Methode  von  CarteBias*}. 
Gegegen  sei  die  Gleichnng 

3^  =  aa?  -^hx-^-  c  . 
Um  die  Gleichung  geometriBch  homogen  zu  machen,  setzt  Cartesins 
a  =  mp,   h  =  m^q,  c  ^^^  m^r  und  verfährt   folgendermaasen.     An- 
genommen die  Curve  FAG  (Fig.  öl)    sei  eine  Parabel   mit   der 
Aze  AL  und  dem  Parameter  m.    Man  mache 

^C  — y«,  -CD  —  ^p 

und  DE  X  DA  and  gleich  -^  q.  Alsdann  verbinde  man  A  mit  E 
und  träge  AR  ■»  r  von  A  aus  ab,  auf  der  Verlängerung  aber  m. 
Alsdann  construire  man  über  BS  einen  Halbkreis  und  errichte  in 
A  die  Senkrechte  AH.  Endlich  beschreibe  man  mit  dem  Radius 
ES  einen  Kreis,  welcher  die  Parabel  im  Allgemeinen  schneiden 
wird  (Fig.  51a).  Wenn  r  negativ  ist,  so  hat  man  zuvor  noch 
einen  Halbkreis  fiber  EA  zu  construiren  und  von  A  aus  die  Senk- 
rechte AH  einzuschneiden  in  J.  Der  Hanptkreis  wird  schliesslich 
mit  dem  Radius  EJ  gezogen  (Fig.  51b).  Die  Ordinaten  der 
Interaectionspnncte  F,  f,  g,  G  sind  die  gesuchten  Wurzeln. 

Um  dies  zu  erreichen,  sei  eine  der  Wurzehi  OK^x.   Dann 

*)  CaiteHÜ   Qeomebria  lib.    III.     Hau    vei^l.    Hoppe  io  Gron.  Aich. 
Bd.  66.  S.  11.  1874. 
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ist  mÄK=  x',  also,  wenn  man  J.- Eum  Aufangspnnct  der  Coordi- 
naten  wählt,  die  Gleichung  der  Parabel 

L    a;*  -=  my  , 
die  des  Kreises  (Fig.  51a): 

n.     ar'  +  y*  =  2a;  +  (p  +  m)y  +  rm  . 


Substituiit   man   y  aus  I.  in  Tl.,  so  erhält  man  in  der  That   die 
Toi^elegte  Gleichung. 

§  372.    Methode  Von  van  Sohooten*). 
Gegeben  sei  die  TollslÄndige  biquadratische  Gleichung 
**  —  a*"  +  fta:*  —  ca:  +  d  =  0  . 
Die  Coordinatenaxen  der  Cnrven   seien  AB  und  AC  (Fig.  52). 
Man  mache  AD-^-^a  und  errichte  in  D  das  Perpendikel  DF. 
Femer  bestimme  man  den  Punct  E  dergestalt,  dass  das  Rechteck 
AD  X  DE  =  Yd  wird   und   beschreibe  durch   E   eine   Hyperbel 
mit  den  Äsjrmptoten  AB  und  AC.     Nachdem  man  weiter 


*)  Fr.  V.  Schooten,  Comin.  in  Cartes.  geom.  lib.  IH. 
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gemaclit  hat,  Terbinde  m&D  ^mit  A  and  beschreibe  darOber  den 
Halbkreis  ADF.  Alsdann  trage  man  von  A  aas  in  denselben 
AG  — y^  als  Sehne  ein  und  constxnire  mit  dem  Radins  F6  nm 
F  als  Centrcm  einen  Kreis,  welcher  die  Hyperbel  in  so  viel  Puncten 


H,  h  u.  8.  w.  schneiden  wird,  als  die  voi^l^^  Gleichung  reelle 
Wurzeln  hat.  Die  Abacissen  HJ='Xi,  Ä»-™«,  u,  s.  w,  sind  die 
gesuchten  Wurzeln.  Um  dies  zu  beweisen,  sei  SJ  allgemein 
gleich  X.  Dann  ist  wegen  AJ  X  JB.  —  y~d  die  Gleichung  der 
Hyperbel 

I.    xy  =  yd. 
Die  Gleichm^  des  ßjreises  ist 

n.    y'  +  x*-^y-ax-\-b  =  0. 
yd 

Eliminirt  man  y  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  resultirt  darana 

die  vorgelegte  Gleichung. 

§  373.    Methode  von  Colson*). 
Gegeben  sei  die  Gleichung 

»*  +  aa?  +  6;c'  +  ea;  +  rf  =  0  . 
Man  bringe  dieselbe  auf  die  Form 

*]  Colaon,  Äequatiouoin  cnbicamm  et  biquadraticamm  tarn  ^eometrica 
tam  mechanica  leaolutio  oniTersalü.  Phil.  Trane.  No,  309.  p.  SSGS. 
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if+'iri'  +  (ir»  -  2«  +  m")l"  +  2{g  —  2rs)l 
+  {&  +  ^-^)-<'- 
Die  GröaBen  q,  r,  s,  t  lassen  Bicb  bestimmen  mittels  der  GleicIiaDgen 
4r-=a,     28  =  41^  +  1»»  — 6,     2q'=c  +  4r$,    t^  =  ^  +  ^  —  d. 

Man  construire  eine  Parabel  mit   dem  8clieit«l  A  (Fig.  53) 

tmd  dem  Parameter  m,  welcher  als  eine  überzählige  Grösse  be- 
liebig genommen  werden  ktüm,  und 
inehe  durch  den  Scheitel  eine  Tan- 
gente, Auf  dieser  trage  man  die 
Strecke  AG  •=r  ab  und  ziehe  GR 
parallel  zur  Axe  der  Parabel,  welche 
von  der  Parallelen  in  B  gesclmitten 
wird.  Man  mache  BR  -=  s:m  und 
errichte  iu  B  die  Senkrecht« 

B£  =  q:  m*. 
Nun  beschreibe  man  einen  Kreis  mit 
dem  Radius  EC  =  t:m  um  das 
Gentrum  E.  Dieser  Kreis  wird  die 
Parabel  im  Allgemeinen  in  vier 
s'iB-  5»-  Pnncten  schneiden,  deren  senkrechte 

Abstände   von   der  Äxe  Cr  die  AbacisBeu  x   und  die  Wurzeln  der 

Gleichung  sein  werden. 

Um  die  Richtigkeit  der  Construction  zu  beweisen,  suche  man 

die  Gleichungen  der  beiden  Gurren  zu  bilden.    Da  GR  die  Goordi- 

nat«uaxe  ist,  so  erhält  man  für  die  Parabel  wegen   der  Relation 

BC*  ■=  m  .  AH  die  Gleichui^ 
I.     (ar  +  r)*  —  my . 

Femer   ist    wegen  Elß  —  (y  —  GR)*  +  («  —  EBf  die  Kreis- 

gleichung 


n.  (»-^)'  +  (-'- 


Eliminirt  man  y  i 
Gleichong. 


i  I.  und  n.,  so  resultirt  hieraus  die  Yorgelegte 
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§  374.  Hectiaiiisolie  Constrnctlon  der  Wnizeln  mittels  der  Conchöide. 
Die  Gleichang  der  Coachoide  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist 

Um  mittel»  der  Conchoide  ASS  (Fig.  54)  eine  Wurzel  PJT—I 
der  onTollstfindigen  Gleichung 

i'  +  pi'  +  gt  +  r-o 

za  erhalten,  substitaire  man  a .—  |  —  -  6 ,  voraus  sich  ergeben  wird 


S'  +  j" 


{  +  i6V-0. 


fifan  hat  jetzt  nur  noch  y,  a  und  h  zu  bestimmen  aus  den  drei 
Gleichimgen 

y'-a'-^V-p, 

-'(»'  +  »')  —  ?, 

Sabstitnirt  man  y  aus  der  ersten  Gleichung  in  die  dritte,  so  liefert 
diese  den  Wertb  h;  die  erste  und  zweite  ergehen  dann  y  und  o. 
Dieselbe  Methode  lässt  sich  offenbar  auch  anwenden,  um  die 
Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

i'+pl  +  l-O 

ZU  finden.    In  diesem  Falle  ist 
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folglich 


Ferner  ist 

i,_+2|/rip. 

-*(»•  +  «') -9, 

y'-a'-^h'-p. 

Hieraus  folgen 

die  Belationeii 

y'  —  U±W-^$. 

mit  der  Bedingung:  p  negativ. 

§  375.    Methode  von  Fr&nooeur*). 
Gegeben  sei  die  GleichuBg 

a^  +  <^^*  -\-bx  -i-  c  ^0. 
Man  bringe  sie  auf  die  Komogene  Form 

IC*  —  pqx*  -\-p*rx  +y»*  ■=  0, 


und  coDfitroire  die  gleichseitige  Hyperbel 
I.    xy^^pm. 


*)  Francoear,  Conra  compL  Tom  I.  p.  493.    Htm  vergL  anch  Burg  II. 
§  168.' 
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EUmiairt  man  pm  ans  dieser  und   der  Hanptgleichnng,   so   erhält 
man  die  Gleichung  des  Kreises 

Um    die   Dimensionen    der   Wurzeln    zu   conatmiren,    mache 
man  (Fig.  55) 

AC-=pr: 
dann  ist 

Man  kann  nach  Francoear's  Anleitung  die  gegebene  Gleiohnng 
auch  auf  die  homogene  Form 

a^  —  p*s^  +  ^qx  +  t^r  <—  0 
bringen.    Man  construire  aladann  die  Parabel 

I.    a^'-py. 
Durch  Substitution  dieser  Gleichung  in  die   vorbeigehende  erhält 
mau  die  Gleichung  . 

y*  — i)y  +  Sa!+i»r  — 0, 
und  wenn  man  die  andere  Gleichung  3^  —  py  =  0  dazu  addirt,  die 
Kreisgleichung 

n.    y»  +  a;t_2i)y  +  aa:  +  i>r  =  0. 
Um  die  Wuizcldimensionen  zu  construiren,  gehe  man  aus  von  der 
Parabel  MiÄM^  (Fig.  56)  und  suche  den  Mittelpunkt  C  des  Kreises. 
Die  Figur  ist  folgende: 

r 
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Die   Wurzeln   APi=Xif   4Pj  —  a^g   einii   reell,   die    beiden 
Qbrigen  a^  und  x^  complex. 


§  376.    AnalftiMh-geometrlsohe  Methode  von  Spitz*). 

Die  Bestimmuiig  der  vier  Dnrchsclmittspuncte  zweier  E^el- 
sclmitte  kommt  stets  auf  die  Auflösung  einer  kubiscIieQ  Qleichnng 
hinaus.  Vier  Puncte  lassen  sich  auf  drei  verschiedene  Arten  sn 
Linienpaaren  verbinden,  welche  drei  Durchschnittspuncte  haben. 
Um  die  Durchschnittspuncte  der  Kegelschnitte  zu  finden,  bann  man 
eines  diraer  geradlinigen  Paare  (Hyperbeln)  der  Schaar  mit  der 
Gieichnng  eines  der  Kegelschnitte  combiniren,  welches  auf  die  Anf- 
15sang  zweier  quadratischen  Gleichungen  fOhrt.  Berücksichtigt  man, 
dass  sich  die  Wurzeln  biqnadratiBcher  Gleichungen  mit  HOlfe  zweier 
Kegelschnitte  geometrisch  daratellen  lassen,  so  ersieht  man,  dass 
in  dieser  Betrachtungsweise  zugleich  die  Darlegung  der  Möglichkeit 
der  Reduction  einer,  biqnadratischen  Gleichung  auf  eine  kubische 
enthalten  ist. 

Die  Gleichungen  der  K^elsehnitte  seien 
F(,x,y)-0,    ftar,,)-0; 
dann  ist  die  ganze  Scfaaar  derselben  enthalten  in 

Werden  die  den  drei  geradlinigen  Paaren  entsprechende  Werthe 
von  e  durch  s^,  e^,  s^  bezeidmet,  so  sind 

die  Gleichungen  jener  Liniensysteme.  Wir  haben  e  demnach  so  zu 
wählen,  dass  jene  Gleichungen  Systeme  zweier  Geraden  darstellen. 
Es  sei 

F(x,  y)  =  A^y*  +  2B^yx  +  C,i»  +  2  As  +  ^E^x  +  F,  =  0 , 
/■(a=,  y)  =■  -4»y*  +  iB^yx  +  C^x*  -\-  27)^!/  +  2£j,a;  -f-  j;  =  0, 

F+tf-^Ay*  -\-2Byx  +  Ca;»  +2Dy  -{■  2Ex  +F  =0. 
Alsdann  ist 

■)  Spits,  Omnert'i  Archiv  XXXII.  S.  IW;  XXXIU.  S.  442.    1869. 

kUtthlcnsn,  Orandsnga  d.  ut.  n.  mod.  Algabn.  61 


lyGooi^lc 


962  Siebenter  Absctwitt   Geometrische  Hetliodeii.    V. 

A{F  +  e/)  -  [Ay  +  Bar  +  D]'  -  [{B'  -  ^^W 
+  2{BD  —  AE)x  +  (i>*—  AF)]  =  0 
oder,  wenn  man  beiderseits  mit  B*  —  AC  multiplicirt: 
(£»  -  AC)  {Ay  +  Bx-^  D]*  —  [{&  ~  AC)x  +  {BD  -  AE)\* 

+  [BD  -  AEf  -  [B»  ~  AG}  {B^  -  ^J^J  =  0. 
Wenn  diese  Gleicliniig  das  System  zweier  Geraden  Torstellen  soll, 
so  muas 

[BD  -  AE1*  ~[B*-  AC]  [D*  -  AF} 
sein,  also 

AE'  -  ACF+  B*F—  2BDE  +  Ci>'  =  0, 
welches  eine  kubische  Gleichung  in  Bezug  auf  e  ist.    Dann  ist 
yW^nC.[Ay  +  Bx+D]±[{B'  —  AC)x-i'{BD~AE)-\  =  0. 
Es  sei  nun  gegeben  die  Gleichung 

X*  +  aa^  +  ba^  +  cx  +  d  —  0, 
so  kann  dieselbe  aU  dos  Resultat  der  Elimination  von  y  aus  den 
beiden  Kegelschnittsgleichungen  betrachtet  werden.    Da  diese  aber 
zusammen  zwölf   unbestimmte  Grössen  enthalten,   so   kann  man 
mindestens  acht  willkürlich  annehmen,  also  etwa 

Fix,y)  =  3^  +  2D,y  =  0, 
und  in  Verbindung  mit  der  voi^elegten  Gleichung: 

f{x,  y)  =  4A*J''  —  2aD,yx  -  UD^y  +  ca:  +  d  =  0. 
Dies  gibt 

F^gf=  4D,Y  -  2ai),i/a:  +  Ba;*-2i>,(6  -\-g)y-\-cx-\-d^Q. 
Setzt  man  nun 

4V=J,      -2aD^=2B,    e^C, 

~2DyQ>  +  g)='2D,  c  =  2E,    d  =  F, 

und  fuhrt  die  obige  Bedingung^leicbung  ein,  so  wird 

e>  —  26e»  +  (ac  +  6»  —  Ad)e  +  {a^d  —  o6c  +  c»)  =  0, 

welche  mit  der  ßesolvente  XYI.  Obereinstimmt 
Nun  ist 

Äy  +  Bx  +  B-  (A'zlAQ?  +  (?/)  =^^ 
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and  weit 

BD-  ÄE  =  yS'  —  AC  X  yD*^^lF 
ist,  auch  noch 

Ay-i-Bx-^-  D-^  +  Bi  Vo*  —  4e .  a:  +  A  Vib^^eY^^^. 
Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  derjenigen  der  Parabel 

und  setzt  2Z)i  =  —  1 ,  also  3?  ^=  y ,  so  wird 

«»  +  ^  ax  +  {  (&  -  2)  =  +  i  [a:  ya^-^Te  +  /(fr^^*"- 4(i] , 

woraus  die  Zerlegung  der  gegebenen  Gleichung  in   zwei   quadra- 
tische Factoren  erkennbar  wird. 
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L    Die  algebraiseben  ond  geometriBehes  Methoden  der 

Anfl&sDDg  der  algebraischen  GleichnngeD  der  ersten  vier 

GrsdcL 


Kitt-t>ch«ng  oder  „Die  nenn  Esjntel  der  BeehenknnEt".  Ea  ist 
die«  das  ilteste,  viele  Jahrhunderte  bindorcb  vererbte,  oft  comtnen- 
tirte  and  immer  wieder  unter  demselben  Titd  erBchimene  mathemaÜBcbe 
Lehrbneh  der  Chinesen.  Diese  eigenthDmliche  ErBcheiniing  findet  ihre 
Erkllmng  in  dem  streng  conserratiTen  Chaiahter  des  Talkes  der 
Hitte,  in  seinen  Bespect  tot  dem  Althergebrachten,  sowie  in  der  Pflege, 
welche  die  chinesischen  Kaiser  Ton  Alten  her  den  mathematischen 
Wissenschaften  angedeihen  lieesen.  Die  Ein -tschang  sind  ohne  Zweifel 
das  Ilteste  mathematische  Werk  Oberhaupt.  Sie  sollen  sdion  tun  2600 
V.  Chr.  Ton  Lischan,  Minister  des  Kaisers  Hwang-ti,  ver&sst  wordm 
sein.  Derselben  geschieht  wiederholt  ErwShnnng  in  dem  Bitaal  oder 
Stndienplan  der  kaiserlichen  Prinzen,  z.  B.  nnter  dem  bemhmten  Kaiser 
Tschan-koDg  TlIOO  t.  Chr.). 

Tschang-tsang  ClOO  t.  Chr.)  Ter&sste  Kin-tsehang  swan  sah, 
d.  i.  arithmetische  Regeln  der  nenn  Kapitel.  Aueh  hierin  wird  auf  das 
Bitnal  der  Prinzen  Bezug  genommen. 

San  Tsze  (250  u.  Chr.),  kaiserlicher  Offizier,  schrieb  Swan-king, 
d.  L  arithmetischer  Classiker.  Hierin  findet  sich  die  Ta-jren-B^el  znr 
Aaflfisnng  unbestimmter  Gleichungen. 

Tih-Hing  (f  717  n.  Chr.),  indischer  Bnddh^triester  in  China, 
nnter  der  Thang- Dynastie  lebend,  achrieb  Ta  yen  lei  schab,  ein  Buch 
Aber  die  unbestimmte  Analytik. 

Tschuhi,  Minister  (um  1150),  gab  einen  Auszog  ans  dem  Werke 
Kiutschang  im  fOn^fanten  Hefte  des  Y-ly. 

Tsin  Kiu  TschSn  (1210—1290),  der  gelehrteste  nnter  den 
chinesiechen  Hathematikeni  des  Mittelalters,  unter  der  Song-Dynastie 
(950—1280)  lebend,  rerfasste  einen  Commentar  zn  dem  Werke  von 
Yih  Hing,  sowie  um  1240  das  Buch  Sa  schnh  Eiu-tschang,  d.  L  die 
nenn  Kapitel  der  Zahlenkunst;  femer  um  1290  Leih  üen  yaen  yih 
(Algebra  der  hSheren  Qleichnngen),  worin  eine  Nahemngsmethode  zur 
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Anflöstmg  d«r  nnmeriBchen  Oleicbnngen  enthalten  ist.  Diese  Methode 
besteht  in  der  Tien  jmen-Begel  und  grQndet  sieh  auf  eine  Anwendung 
der  Lihn-Tafel  (Binomiatcoefflcienten-Taifel);  dieselbe  hat  einige  Aehn- 
liehkait  mit  der  bekannten  Homer'Bchen  KUerongsmethode.  In  Europa 
war  Vieta  (1540—1603)  der  Erst«,  welcher  (um  1600)  eine  ahnliehe 
Methode  erfand. 

Yang  Hwang  (um  1250)  achrieb  Tseang  kea  kia-tschang  swan 
fa,  d.  i,  Commentar  zur  Arithmetik  der  neun  Kapitel. 

Le  Yay  Jin  King  (um  1300)  verfaeste  Tsih  yuen  ha  king,  d.  i, 
die  Algebra.  Darin  wird  die  Tien  juen-Regel  auf  die  AuflSsung  von 
Gleichungen  angewendet*). 

Pin  Rne  (um  1590),  unter  der  Ming-Djuastie  lebend,  schrieb 
Swan  fa  tong  tsong,  d.  i.  Compendium  der  Mathematik,  in  zw Olf  Heften. 
Dies  Werk  als  neue  Ausgabe  bezeichnet  und  datirt  vom  Jahre  1593, 
befindet  sich  in  der  Pariser  Bibliothek  (Nr.  892  au  fond  chinois).  Eine 
ausfuhrliche  Inhaltsangabe  von  Edouard  Biot  findet  man  im  Journal 
asiatique  86r,  III.  Tome  VII.  p,  201  seqq.  1839.  (Man  vergleiche  auch 
einen  früheren  Aufsatz  von  Edouurd  Biot  im  Journal  des  Savants  1835.) 
Das  Werk  von  Pin  Kue  enth&lt  meistens  AuszUge  aus  den  alten  Kiu- 
tsehang**).  Unter  vielem  Andern  der  politischen  Arithmetik  angehangen 
enthSlt  das  sechste  Heft  die  Aufldsnng  der  quadratischen  Gleichungen 
(8.  9  u.  10),  sowie  die  numerische  Auflösung  einiger  kubischer  Gleichun- 
gen mit  commensurabeln  Wurzeln. 


*)  Üeber  die  Tien  juen- Regel  sind  im  achtzehnten  Jahrhundert  mehrere 
Werke  von  Chinesen  verfoBst  wordan.  Besondere  Fortschritte  und  mathema- 
tische Theorien  sind  jedoch  nirgendi  erkennbar.  Die  vorBtehenden  Nachrichten 
Ober  die  Litteiatnr  und  Qeschichto  der  Algebra  bei  den  Chinesen  verdanken 
wir  dem  Engländer  Äleiander  Wjlie  in  Sbangboe,  der  sie  in  einem  Au&atze: 
JottingE  on  the  science  of  Chinese  arithmetic  luerst  im  North  ChinaHerold  1S52, 
dann  im  Shanghae  Almanoc  for  1863  niedergelegt  hat.  Leider  ist  nach  brief- 
licher Mittheil  mig  dea  VerfoBsera  (1674)  dos  Original  nicht  mehr  aü&utreiben. 
Ein  Aaszug  findet  sich  in  Crelle's  Journal  52.  Bd.  von  Bieraatzki:  Ueber  die 
Arithmetik  der  CbineBen. 

**)  Es  wird  vielleioht  dem  Leier  von  Interesse  sein,  die  Titel  der  Ein- 
tschang  oder  „der  neun  Sectionen"  kennen  zu  lernen.  Dieselben  sind  in  dem 
dritten  bis  achten  Hefte  des  Werkes  von  Pin  Kue  enthalten;  eine  oberfläch- 
liche Inhaltsangabe  findet  man  auch  in  Libri,  Histoire  des  sciencea  mathä- 
matiqaes.  I.    Note  VIII.  18S5. 

Kap.  I.    Die  Qeometrie  und  Feldmesaknnst.  (31  Seiten.) 

Kap.  II.  Eanfmannisches  Rechnen  (Getreide,  Metall).  (23  Seiten.) 

Kap.  III.  Reparidtionerechnnng.  (B9  Seiten.) 

Am  Ende  dieses  Kapitels  finden  sich  Aufgaben  aus  der  nnbestimmten 
Analytik,  z.  B.  die  Gleichung  s  —  Sx  +  S  —  6y-f-»  —  T(-f-2.  Dieselbe 
Aufgabe  findet  sich  im  Swon-kiu^  von  San  Tsse,  im  Ta;en  lei  sehn  von  Yih 
Hing  (siel)  und  Hcgar  in  Nicomachi  Geraseni  Fjthogorei  introductionis  arithm. 
libn  dno,  rec.  Bich.  Hoche.  Leipzig  1866.  Anhang;  Frobl.  T  anonymi  auc- 
toris. In  sachlicher  Beziehung  möge  bemerkt  werden  dass  die  Tayen  der 
Chinesen  und  die  cnttnca  d'hyaya  der  Inder  durchaus  nicht  dasselbe  sind,  wie 
dies  E.  B.  in  der  Geschichte  der  Mathematik  des  Alterthnms  von  Hankel  be- 
hauptet norden  ist.     Die  Cuttnca  ist  nämlich  die  Methode  der  EettenbrQche ; 
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066  Acbici  Abichnitt.    Di«  Geiammtlitterabir  I. 

b.  AitegSTpÜBCbo  Iiitteratoi, 
AhSmesa  (um  1700  t.  Chr.)  verfaest«  onter  der  Regierung  des 
KSnigs  Ra^-us  den  Papjnrus  Bhind  "Aea  Brit.  Mob.  Derselbe  ist  Ober- 
setzt  und  erklftrt  TOn  dem  Heidelberger  Aegyptologen  Prof.  Dr.  Aug.  Eisen- 
lohr  unter  dem  Titel:  Ein  mathematiBches  H&ndbuch  der  alten  Aegypter. 
Bd.  I.  CoBomentar.  Bd.  II.  Tafeln,  Leipzig  1877.  Hierin  kommt  unter 
Anderem*)  ancb  die  Behandliug  von  Gleichungen  ersten  Grades  vor 
(Hau '  Bechnung). 


GauM   (Disqu.  arithm. 
)6]  ideutiscb,  wie  ich  früher  in  zwei  AuMtzen  nocbgewieien  babe,  näm- 

Jeber  die  Algebra  der  ChineKn  (Zeitschrift  fOr  Matii.  n.   Pbja.  XIX. 

S.  270.  1871^  und:  Vergleichong  der  indischen  Cnttuca  und  der  chiuesiBchen 
Ta;en-Begel  (Sitznngvberichte  der  math.-natorw.  Section  in  der  Verhand- 
luDgea  der  PMlologenvenammlung  zn  Rostock  1876). 

Kap.  IV.  Von  den  Quadraten,  Rechtecken,  Dreiecken  und  Ereiien.  (66 
Seiten^  Dies  Kapitel  enthält  das  Wichtigste  ans  der  elementaren  Algebra:  die 
Lihn-Tafel,  die  Ansziehong  der  Wnrzeln,  die  AnfiSsong  der  qnadratiMhen 
Gleichungen.  Diese  letzteren  werden  unter  der  Feim  des  Inhalts  eines  Recht- 
ecks betrachtet,  also  x(x  -\-  a)  ^  «,  und  unter  der  Beceichnung  der  Aufgabe; 
AnflSsnng  der  Quadrate  mit  HipznfQKung  einer  Länge.  Der  Worselwertb 
wird  sowol  durch  den  Venuch  ermittcdt,  als  anch  durch  directe  Anfifisang 
nach  der  Formel 


|/;: 


In  demselben  Kapitel  werden  Regeln  an^geben  sowol  Über  die  Bestimmung 
der  Seite  des  WOrfels,  als  anch  de»  WütkIs  mit  der  ^ninfQguuK  einer  Länge, 
d.  h.  AuflSsangen  kubischer  Gleichungen  mit  commeniniabeln  Wnrzeln  in  drei 
Angaben,  welcbe  die  AufICsnng  folgender  Formen  fordern: 

,  (x  +  »)«'  ~  -^  .    (a:  +  o)'iC  —  -A    und    x*ix  —  o)  —  A . 


Kap.  VI.    Von  den  Proportionen.  (9  Seiten.) 

Kap.  VII.  Von  positiTen  und  negativen  GrSssen.  (12  Seiten.)  Darin  Auf- 
gaben, welche  auf  Gleichuiu^n  mit  mehreren  Unbekannten  führen. 

Kap.  VIII.  Von  den  YerMItnisseu  mehrerer  Unbekannten.  (6  Seiten.)  Viele 
Regelvene. 

Kap.  IX.  Vom  rechtwinkligen  Dreieck.  (20  Seiten.)  Darin  der  Pythago- 
iflische  Lehrsatz  und  als  Anwendung  desselben  auch  die  bekannte  Aufgabe 
vom  gebrochenen  Bambus. 

*)  Dem  Inhalte  nach  zerßUlt  der  mathematische  Papyrus  lUkind  in  fol- 
gende fünf  Theile : 

I.  Theil:    Arithmetak. 

Erster  Abschnitt.    Theilnng  der  Zahl  2. 

Zweiter  Abschnitt.    Vertheilung  von  Broden. 

Dritter  Abschnitt    ErgäDEungsrechnuDg  der  Brüche. 

Viert«r  Abschnitt.    Die  Haurecbnnug  (Gleichungen  ersten  Grades 

mit  einer  Unbekannten). 
Fünfter  Abschnitt    Theilungsrechnung. 

II.  Theil.    Volnmetrie  uud  Ereurechnnng. 

III.  TheiL    Fl&chenrechnnug. 

IV.  Theil.    Berechnung  der  Pyramiden. 

V.  TbeiL    Sammlung  von  Beispielen  aus  dem  praktischen  Leben. 
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c.  IndiBche  Litte  catur. 


c.  ZndiMhe  Litteratnr. 


Aryabhatiya  (geb.  476  n.  Cbr.)*),  indisoher  Astronom  und  Matbe- 
matiker,  Hobrieb  ein  Lebrbuch  der  Arithmetik  und  Astronomie.  Das- 
selbe ist  nach  zwei  Handschriften  in  London  mit  dem  Commentar  Bhatadl- 
pikä  von  ParamftdlfTara  im  Sanskrit  veröffentlicht  von  H.  Kern.  Leyden 
1874. 

Brabmegupta  (geb.  598),  indischer  Astronom  und  Mathematiber, 
schrieb  ein  Lehrbuch  der  Arithmetik  and  ABtronomie,  von  welchem 
das  Ewdlfte  Kapitel  über  Arithmetik  und  Geometrie,  das  achtzehnte 
Kapitel  von  der  Algebra  handelt. 


*)  Nach  den  Forsohimgen  des  indiBchen  Gelehrten  Dr.  Bhän^D^i  wurden 
seboren:  Arjabhatija4T6D.  Chr.,  Brabmegupta  598  und  Bh&skär»  AchArya  1114. 
Von  dem  Arjabhatiya   möge  hier  daa  InhaltsveizeichiuBa  des  zweiten  Theiles 

Abschuitt  Aber  die  Berechnung. 
1.  Aauage. 
3.  Benennung  der  xchn  Stellen  Z&blenden. 

3.  Wesen  dee  Quadrats  nod  Weaen  des  Eubn«. 

4.  Die  Quadratwurzel. 
6.  Die  Kubikwnrael. 

6.  BeiecbDUDg  der  drei  Seiten  einea  Dreiecks  und  Berechnnog  der  drei 
Seiten  eines  WflrfelB. 

7.  BerechnuDg  der  Kreisfl^he  und  Berechnung  der  Engel. 

8.  FlAchenbereohnong  der  unebenen  Vierecke. 

9.  Herbeiführung  der  Berechnung  aller  Ft&cben  und  Erkenotniss  der 
gleicbartiKCn  Sehnen  der  H&lfte  de«  DnrchmeBsers. 

10.  Umfang  des  paridhi  des  Kreises. 

11.  Hetbode  der  Bestimm nng  der  Sehnen, 

IS.  Herbeifflhren  der  Namen  der  Bebne  und  der  SMwi  einer  Gleichung  (?). 

15.  Bewirken  der  Bestimmung  des  Kreises  u.  s   w. 

14.  Bestimmung  der  H&lfte  des  DnrchmesBers  eines  Kreises. 

16.  Bestimmung  des  Si^attens. 

16.  Bestimmnog  des  änssersten  Grades  und  Bestimmung  der  Seite  einer 
FUkhe. 

17.  Bestimmu^  der  Diagonale  und  Bestimmung  der  halben  Sehne. 

15.  Doppelte  mstimmung  des  sinns  versus. 
19.  Bestimmung  der  Eetteaberechnung. 

ao.  Bestimmung  der  Periode  einer  Progression. 

81.  Bestimmung  der  Addition. 

32.  Bestimmung  der  Addition  vom  Quadrat  und  Kubus. 

SS.  Aufweisen  der  Bestimmung  des  Znsammenbringens  zweier  Zahlen. 

24.  Doppelte  Bestimmung  einer  Zahl  durch  Zusammenbringen  der  Zahl. 

26.  Bestimmung  der  Wurzelberechnung. 

26.  Die  Begeldetri. 

87.  Tbeile  auf  den  gleichen  Nenner  zn  bringen. 

28.  Id Version. 

29.  Bestimmung  des  Uebereehusses  der  Uenge. 

30.  Dan  Zeigen  des  Werthes  unbekannter  GrOssen. 

31.  Bestimmung  des  Abschnittes  der  Snmme  der  Erkeontniss  durch  den 
Inhalt  der  Erkenntnis«. 

32.  SS.  Berechnung  des  Vollziehens  der  Kndda. 


lyGoo^^lc 


968  Achter  AlMohnitl 

Bh&skSra-Achärya  (1141-^1225)*)  aas  Biddor  id  Deku, 
ABtroaoin  und  Mathematiker,  verSuete  ein  Buch  genannt  die  LilaTati 
(die  Hehre,  Erhabene)  Aber  Arithmetik,  sowie  ein  Bach  genannt  Bya 
gsnita  (Algebra  der  Gleichungen). 

Brahmegapta  and  Bhascara**),  Algebra  witb  anthmetio  and 
mensnration,  from  the  eanscrit  trandated  bj  H.  T.  Colebrooke.  Lon- 
don 1817. 

Ganesa,  indischer  Astronom,  schrieb  einen  Commentar  mr  Li- 
tavati  um  das  Jahr  1545. 

Fjzi  aobrieb  1&87  aof  Befehl  dee  Königs  Akbor  eine  persische 
Üebersetzang  der  Lilftrati  ans  dem  SanscriL 

Ata  Allah  Raschidi  ben  Ahmed  Nadir  stellt«  eine  persische 
Uebereetzung  der  B^a  ganita  von  Bbaecara  her.  Diese  Uebersetzung 
ist  daÜrt  1044  H.  (1634  n.  Chr.)  und  dem  Schah  Jeban  gewidmet. 
Sie  besteht  aus  einer  Einleitung,  enthaltend  die  Arithmetik  und  un- 
bestimmte Analytik,  sowie  ffl&f  Bücher,  entlialtend  Aufgaben  aus  der 
bestimmten  und  unbestimmten  AnalTÜk. 

Stracbe;,  Edward,  Uebersetzung  nnd  ErkUmng  der  B^a  ga- 
nita nach  der  persischen  Uebersetzung  von  Atab  Allah  Buachidi  in 
englischer  Sprache.  London  1613.  Nebst  einem  Anhang  enthaltend 
Notizen  von  Mr.  Davis  Über  die  B^'a  ganita. 

Taylor,  J.,  Translation  of  the  Lilavaü.  Bombay  1816.  (Man 
vergleiche  Libri,  Histoire  des  sciences  math^m.  L  p.  133.) 

Büchner,  De  algebra  Indomm.  Elbing  1821. 


*)  Dm  Attribut  Äch&rya  bedeal«t  eoTiel  aU  Doctot  pfail<nophiae.  (Man 
vergleiche  Journal  asiatdqae.    New  Ser.  I.  392—418.  London  ISGÖ.) 

**)  Dieses  berühmte  Werk  enthält  die  Lilavati  und  die  Bija  ganita;  ansser- 
dem  da«  iwOlfte  und  achtzehnte  Buch  der  Aatronomie  von  Braluneenpta.  Den 
interessantesten  Theil'  bildet  für  uns  die  ßija  ganita,  deren  Inhalt  Met  aus- 
fahrlicher  mit^etheilt  wird. 

Kap.  I.  Die  arithmetischen  Operationeii. 
Enter  Ahschnitt.    Einleitnng. 

Zweiter  Abechnitt  Rechnung  mit  positiven  und  negativen  Qröaseu. 
Dritter  Abschnitt.  Die  ßechnnng  mit  Nnll. 

Vierter  Abachnitt  ÄiithnietiBche  Operationen  mit  BnchstabengrOssen. 
FOnfter  AbBchaitt.    Bechanng  mit  irratioaaleu  GrOwen. 
Kap.  n.  unbestimmte  Gleichungen  ersten  Grades  (Cuttuca  d'bja^). 
Kap.  III.  Unbestimmt«  Gleichungen  zweiten  Grades  (Taiga  pacnti). 
Erster  Abschnitt.  Methode  der  kleimten  WoizeL 
Zweiter  Ahschnitt,  Die  cyklische  Mathode. 
Dritter  Ahachnitt.   Termiachtea. 
Kap.  IT.  Lineare  Uleichnnseit  mit  einer  Unbekannten. 
Kap.  V.  Quadratische  Gleichungen  (Had'byama  hanma). 
Kap.  VI.  Gleichungen  mit  mehreren  Untwiannten. 
Kap.  TU.  Unbestimmte  Gleichungeo  höherer  Orade. 
Kap.  TIU.  Bectongnl&re  oder  zaBammengesetste  Glei(^ungea. 
Kap.  IX.  Schlnss. 
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d.  Orieehiaohe  Littentai.  969 

d.   OiieohlKthe  Littezator. 

Hero  der  Aelt«re  in  Alexandrien  (um  100  v.  Chr.)  schrieb  „Men- 
giirae",  worin  die  sogenannten  „Bronnenaufgaben"  vorkommen. 

Diophantos  in  Alexandrien  (mn  360  n.  Chr.)  schrieb  äf(#fit|n- 
MÖv  ßtßUu  iy;  also  dreizehn,  wShrend  wir  jetzt  nur  noch  sechs  besitzen. 
Nach  AbulfEirag  lebte  Diophant  imt«r  der  Regierung  des  Juli&nuB 
Apostata.  Sein  Werk  wurde  mehrfach  ins  Arabische  Übersetzt.  Nach 
Ibn  Abi  Oseibia  schrieb  Kosta  ben  Luca  (900)  ein  Buch  enthaltend 
die  üebersetznng  des  Diophant  Über  al^ebr  w'almokabalä.  Femer 
verfasste  nach  Ahulfarag  und  dem^Jl'barikh'&l-Hokma  (Chronik  der 
Gelehrten)  von  El  EifU  der  Mathematiker  Abul  Wofa  (970)  eine  Ceber- 
Betzong  oder  einen  Commentar  zu  Diophant's  Algebra.  Die  Arithmetik 
enthält  die  Auflösung  der  bestimmten  Gleichungen  ersten  Qrades,  so- 
wie der  unbestimmten  Gleichungen  des  zweiten  und  höherer  Grade. 
Unzweifelhaft  war  dem  Diophant  auch  die  Auflösung  der  bestimmten 
quadratischen  Gleichungen  bekannt.  Da  aber  diese  sowie  die  unbe- 
stimmten Gleichungen  ersten  Grades  fehlen,  so  hat  allem  Anscheine 
nach  die  Arithmetik  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  einen  Defect  und  zwar 
zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Buche,  wenigstens  schfn  seit  der 
Zeit,  als  Maximus  Flanudes  (1350)  seine  Scholien  schrieb.  Im  üebrigen 
findet  sich  über  Algebra  bei  den  Griechen  nichts  vor.  Uan  vergleiche 
Bachet,  Dtophanti  Alexandrini  aritbmeticorum  libri  sex  et  de  numeris 
muttangulis  Über  unua.  Griechische  Ausgabe  mit  lateinischem  Commen- 
tar. Paris  1621.  Montuda,  Histoire  des  Mathömat.  T.  I.  349;  Nessel- 
mann, Die  Algebra  der  Griechen.  S.  45—49,  274j  Wöepcke,  Recherches 
snr  I'hiBtoire  des  sciences  mathömat.  p.  34,  und  L'Algäbre  d'Omar 
Alkhayyaml,  p.  YTII.  Paris  1851;  Zeitschrift  lUr  Mathem.  und  Pbj^. 
IX.  330.  (1864),  X.  499  (1865). 

e.  AxabisolLe  imd  penlBOhe  ZJtteratar. 

Abu  AbdallahMohammed  beuMusa  al-Khowarizmi  schrieb: 
Kitab  al  mokbtessar  fi  hisab  al^ebr  w'almokabal&.  Der  Verfasser  ist 
der  Mathematiker  und  Bibliothekar  des  Ehalifen  Al-Uamun;  er  schrieb 
ein  Buch  Über  die  indische  Rechenmethode  (Algorithmus)  und  ein  Buch 
fiber  die  Algebra  der  Gleichungen.  Dasselbe  ist  nach  einem  Oxforder 
Hg.  beransgegeben  unter  dem  Titel:  Abu  Abdallah  Mohammed  ben  Uusa 
al-Ehowarizmi  algebra,  edited  and  translated  b;  F.  Rosen.  London  1831, 
und  Borne  1666.  Diese  Scfariftan  sind  nach  S6dillot  um  630  n.  Chr. 
nach  indischen  Vorlagen  verfasst^  Nach  andern  Angaben  soll  der  Kho- 
warizmier  schon  frllher  gestorben  sein:  812  nach  Cantor  (Zeitschrift 
fUr  Uath.  u.  Phys.  I.  8.  73);  820  noch  Grunert's  Arch.  Bd.  46.  Litterar. 
Berichte.  Man  vergleiche  auch;  Woepcke,  Sur  l'introduotion  de  l'aritli- 
m^tique  indienne  en  I'Occident.  pg.  16 — 19,  57.  Bome  1869;  Libri, 
bist,  des  sciences  mathömat.  I.  pg.  131  (3);  Bösen,  p.  11.  des  eng- 
lischen und  pgg.  55 — 64  des  arabischen  Textes  (geschrieben  nm  1360); 
Zeitschrift  für  Math.  u.  Pbys.  X.  S.  486—487.  1865. 
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970  Achter  Abwfanitt.    Die  OMammtUtterRtdr.    ]. 

Manmeti  filii  Mojsi  alcboarismi,  über  de  algebn  et  almn- 
chabalA.  Ms.  laL  in  Libri'e  Histoire  des  sciences  mathematiques  p.  227. 
Not«  rV.  Diese  Uteiniache  üebenetAnng  Ut  Slter  als  das  Oiforder  Hs., 
welches  Bosea  flbereetit  hat  und  nnr  halb  so  um&agTeich.  Vaa  ver- 
gleiche Montncla,  Hirt,  des  math^mat.  L  403 ;  Cardani,  ars  magna  cap.  I. 

Abnl  Wafa  Mohammed  ben  Mohammed  AI-Bazdjaui,  oder 
nach  NeMelmann  S.  271  36)  Mohammed  Ibn  Mohammed  ibn  Tafayä 
iba  Ismail  ibn  Äl-abb4s  Abnlwafc  Äl-Bflsjani  (940—998),  ans  Buqan 
in  Persien,  süt  959  Studiosus  und  dann  Professor  der  Mathemi^Äk  in 
Bagdad,  schrieb  l)  Commentar  zur  Algebra  des  Diophant;  2)  Commentar 
zu  den  Werken  von  Al-Khowarizmi  Aber  Algebra;  3)  Commentar  xur 
AJgebra  des  Hipparch  (160  t.  Chr.);  4)  Feber  das  Verfahren  die  Seite 
des  Kuhns  und  des  Biquadrats,  sowie  der  Ausdrücke,  welche  ans  bei- 
den zusammengesetut  sind,  zn  finden.  (Geometrische  Construction  der 
(rleichungeu :  a^-^a,  a^^o,  ar*  +  ox*  ^  6.)  Hau  vergleiche: 
Woepcke,  Becherches  sur  l'histoire  des  Bciences  math^mat  chez  les  Orien- 
taux,  p.  34.  36.  Paris  1855. 

Jaonb  ben  Isaac  Abu  Jussuf  Al-chindi  Al-Basri:  De  qnau- 
titate  relaÜra  sive-  de  algebra.  Bassora  (850)  ün  traite  enr  l'arithmä- 
tique  des  Hindns.    Hont.  Hist.  des  mathemat.  I.  406. 

Abu  Abdallah  Atmahani  in  Bagdad  (am  860),  Commentar 
zum  zweiten  Buche  des  Archimedes,  die  geometrische  AaflSsang  kubi- 
scher GleicbuBgen  betreffend.  Woepcke,  Omar.  Add.  B.  Oleicbang  von 
Almabani:  x*  -|-  c  =>  as?, 

Abul  Hassan  ben  Alhassan  ben  Alhaitham  (f  1038),  8ur 
une  Solution  m^canique  des  ^oations  cubiquee.  Woepcke,  Omar,  Add.  A. 
Omar  nennt  ihn  Abu  AU  Ihn  Alhaitham.  Man  vergL  Zeitschr.  fOr 
Mathematik  und  Physik.  1866.  8.  459. 

Abnl  SahlVidjan  ben  Yastem  (Rüstern)  Alkuhi  (um  980), 
Trait6  des  additions  an  eeoond  livre  d'Archimäde.  Woepcke,  Omar. 
Add.  B  et  C.    Er  löst  die  Gleichung  von  Aimahani 

(a  —  *)  :  T^c  =  y? :  3?    mit  der  Bedingung     4  a'  >  27  c. 
Vergl.  Zeit«chr.  fOr  Math,  und  Phys.  1865.  S.  480. 

Abn  Bekr  Mohammed  ben  Alhazan  Al-karkhi  (um  1000), 
Traitä  d'algäbre,  Extrait  dn  Fakhri,  6dit,  par  Woepcke.  Paris  1853. 
Man  yergl.  Woepcke,  snr  Tiiitrod.  pg.  53.  64. 

Abnl  Djnd  Hob.  ben  AUaitb  (1038),  B^solutlon  dune  6qaa- 
tion  du  lY™  degr£.    Omar.  Add.  D. 

—  Abhandlnag  über  die  AnflSsnng  der  kubischen  Gleichungen. 

Omar  ben  Ibrahim  Al-khayyami  de  Nichabur  (f  1123), 
Memoire  snr  les  dfimonstrations  des  problämes  de  t'algdbre,  pabU  et 
trad.  par  Woepcke.  Paris  1861.  Dies  berflhmte  Werk  ist  um  1080 
veriasst  und  enthalt  einen  TollstSndigen  Cursos  der  algebraischen  nnd 
geometrischen  AaflOeung  der  quadratischen,  sowie  der  geometrischen 
Auflösung  der  kubischen  Gleiohnngen  mi^«ls   der  Kegelschnitte.    Man 
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vergl.  Woepcke,  Sur  Talgöbre  d'Omar.  Grelles  Journal  XL.;  Libri,  Hist. 
des  Sciences  mathömat.  I.  pg.  268.  1835;  Sedillot,  Joum.  aeiat.  1831. 
Es  ist  onbegretflich,  dass  Sater  dies«  üeberBetzung  unbekannt  geblieben 
Ui  (Oescb.  der  math.  Wiss.  I.  Zürich  1873.  S.  139). 

Omar  beu  Ibrabim,  algebra  cubicainun  aeqaationom  sive  de 
problematum  solidormn  resolutione.  Arab.  Mb,  der  Leydener  Bibl.  nach 
BosBut.  I,  S.  296.  Zuerst  wurde  dies  Werk,  welches  mit  dem  vorher- 
gehenden identisch  ist,  oitiii  von  Meerman  (1742)  in  seinem  Specimen 
calculi  fluzionalis.  Leyden.  Dann  erschien  ein  Fragment  von  S^dillpt 
in  den  Noticea  et  extraits  des  manofcritB  de  1&  bibl.  roy.  Tom.  XlII. 
pg.  130—136.   1837. 

Abraham  ben  Esra  (1093 — 1168),  Liber  augmenti  et  diminn- 
tionis  (aldjebr  w'atmokabala),  vocatns  „numeratio  divinatiouis"  ex  eo 
quod  sapientes  Indi  posuenint,  quem  Abraham  oompilavit  et  seovmdnm 
librum,  qai  Indomm  dictus  est,  compoBuit.  Libri,  Hist.  des  sciences 
mathfemat.  I.  pg.  269.  Note  VL  (1835.) 

Das  indische  Buch  ist  leider  veiloren  gegangen  und  in  der  uns 
bekannten  indischen  Litteratnr  findet  eich  von  der  darin  gelehrten  Rech- 
nung keine  Spur.  Diese  numeratio  divinationis  (hisab  al-ma&ud)  ist  die 
berühmte  regula  falsorum  (hisab  al-khataayn)  oder  regula  landum  (auil 
bi'l  kaffat,  Methode  der  Wagschalen)  xur  Auflösung  der  Gleichungen 
ersten  Grades.  Man  vergleiche  Schnitzler,  Zeitschr.  ^r  Math,  und  Phys. 
von  SchlSmiloh  und  Cantor.  IV.  S.  383.  1859;  Steinsohneider  ibid  XII. 
S.  20.  1867;  Terquem,  Notice  sur  un  Ms.  hebreu  du  traitä  d'arithm^- 
tique.  Jonm.  maÜi^m.  TU.  1641;  Drobisch,  de  Joanne  Widmanno  Ege- 
rano.  Leipzig  1840. 

Ahmed  ben  Mohammed  Othman  Alazadi  Abul  Abbas  al- 
Marokeschi,  ihn  Albanna  (Sohn  des  Architecten),  Talkh/s  ou  trait6 
danalyae  des  Operations  du  calcnl  (en  1222),  trad.  et  publ.  par  Aristide 
M&rre.  Rome  1864.  Ätti  del  Acad.  pontif.  XYII.;  Zeitscbr.  fllr  Math, 
und  Phys.  X,  1865  in  der  Litteraturzeitung  8.  26;  auch  in  Grunert'B 
Archiv  CLXX,  Litter,  Berichte;  femer  Journ.  math^m.  X,;  wo  es  heisst: 
Abul  Abbas  Ahmed  ibn  Albannä  al  UarokesobI,  Talkhys  am&ll 
sl  hiasäb,  copiä  par  Fr.  Woepcke. 

Mohammed  filii  Haladi,  fllü  Tahari,  filii  Haladdini  Al- 
Hagian,  liber  de  scientia  aequationis.  Ms.  arab.  Seligen.  (Libri  Hiat.  L 
pg-  217.) 

Muaffec  Al-Bagdadi,  kitab  al^ebr  w'hisab  alhindi  (Buch  aber 
Algebra  und  indische  Arithmetik). 

Abu  Abdallah  Mohammed  ben  Omar  hen  Badr,  algebrae  sive 
comparationis  aequaüonum  epitome.  (Montuda,  Hist.  I.  p.  404.) 

Abul  Hasaan  Ali  ben  Mohammed  Al-Kal^adi  (f  1477  s.  1486), 
s.  Ali  ben  Mohammed  ben  Mohammed  ben  Ali  Al-Koraicbi,  Al- 
kal^adi  Albastbi,  Trait6  d'arithm^tique  trad.  par  Woepcke  dans  les 
Recherches  sur  plusienrs  oavrages  de  Leonard  de  Pise.  Borne  1859. 
(Hisab  al-khataayn  et  aldjebr  ou'almokabala  voir  Part.  IV,  chap.  II. — IV.) 

—  Commentar  zum  Talkbys  von  Ibn  Albanna. 
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Achter  Abschnitt 
fiesammtlitteratar  der  Algebra  der  fileiehnngen. 


I.    Die   algebraischen   und   geometrischen   Methoden   der 

Auflösung  der  algebraischen  Gleichnngeu  der  ersten  Tier 

Grade. 

a.  AltohineaiBOhe  Utteratar. 

Klu-tschang  oder  „Die  nean  Kapitel  der  Rechenkunst".  Es  ist 
dies  das  Slteste,  viele  Jahrhunderte  hindurch  vererbte,  oft  conunes- 
tirte  uqd  immer  wieder  unter  demselben  Titel  erschienene  mathematische 
Lehrbuch  der  Chinesen,  Diese  etgenthflmliche  Erscheinung  findet  Ihre 
Erklärung  in  dem  streng  conservativen  Charakter  des  Volkes  der 
Mitte,  in  seinem  Respect  vor  dem  Althergebrachten,  sowie  in  der  Pflege, 
welche  die  chinesischen  Kaiser  von  Alters  her  den  mathematischen 
Wissenschaften  augedeihen  liessen.  Die  Kiu-tschang  sind  ohne  Zweifel 
das  älteste  mathematische  Werk  Oberhaupt.  Sie  sollen  schon  um  2600 
V.  Chr.  von  Lisehau,  Minister  des  Kaisers  Hwang-ti,  verfaest  worden 
Bein.  Derselben  geschieht  wiederholt  Erw&hnong  in  dem  Bitnal  oder 
Studienplan  der  kaiserlichen  Prinzen,  z.  B.  unter  dem  berühmten  Kaiser 
Tschaa-kong  (1100  v.  Chr.). 

Tschang-taang  (100  v.  Chr.)  verfasste  Kiu-tschang  swan  suh, 
d.  i.  arithmetische  Regeln  der  neun  KapiteL  Auch  hierin  wird  auf  das 
Ritual  der  Prinzen  Bezug  genommen. 

Sun  Taze  (260  n.  Chr.),  kaiserlicher  Offizier,  schrieb  Swan-king, 
d.  i.  arithmetischer  Classiker.  Hierin  findet  sich  die  Ta-yen-Begel  zur 
Auflösung  onbestinunter  Gleichungen. 

Tih-Hing  (f  717  n.  Chr.),  indischer  Buddhapriester  in  China, 
unter  der  Thang-Djnastie  lebend,  schrieb  T«  yen  lei  schuh,  ein  Buch 
Aber  die  unbestinunte  Analytik. 

Tschnhi,  Uinister  (um  1150),  gab  einen  Auszug  aus  dem  Werke 
Kiutschang  im  fOn&ehnten  Hefte  des  Y-ly- 

Tsin  Kiu  TschSu  (1210—1290),  der  gelehrteste  unter  den 
chinesischen  Uathematikem  des  Mittelalters,  unter  der  Sung-Dynastie 
(950 — 1280)  lebend,  verfasste  einen  Commentar  zu  dem  Werke  von 
Yih  Hing,  sowie  um  1240  das  Buch  Su  schuh  Kiu-tschang,  d.  i.  die 
neun  Kapitel  der  Zahlenkuust;  femer  um  1290  Leih  üen  yuen  yih 
(Algebra  der  höheren  Gleichungen),  worin  eine  NSherungsmeÜiode  zur 
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Auflösong  der  numerischen  Oleichangen  enthalten  ist.  Dieae  Methode 
besteht  in  der  Tien  ynen-Begel  und  gründet  sioh  auf  eine  Anwendnng 
der  Lihn-Tafel  (Binomialcoefficieaten-Tafel);  dieselbe  hat  einige  Aehn- 
lichkedt  mit  der  bekannten  Uomer'schen  NBbertmgsmethoile.  In  Europa 
war  Vieta  (1640—1603)  der  Erat«,  welcher  (um  1600)  eine  ähnliche 
Methode  erfand. 

Tang  Hwang  (um  1250)  Bobrieb  Tseang  kea  kin-tachang  swan 
fa,  d.  L  Commentü  zur  Arithmetik  der  neun  Kapitel. 

Le  Yay  Jin  King  (um  1300)  verfasste  Tiih  yuen  ha  kisg,  d.  L 
die  Algebra.  Darin  wird  die  Tien  yuen-Begel  auf  die  Auflösung  von 
Oleichungen  angewendet*). 

Pin  Kne  (um  1590),  unter  der  Ming-Dynastie  lebend,  schrieb 
Svran  fa  tong  tsong,  d.  i.  Compendinm  der  Uathematik,  in  zwOlf  Heften. 
Dies  Werk  als  neue  Ausgabe  bezeichnet  und  datirt  vom  Jahre  1593, 
befindet  sich  in  der  Pariser  Bibliothek  (Nr.  892  au  fond  chinois).  Eine 
augfUhrliche  Inhaltsangabe  von  Edouard  Biot  findet  man  im  Journal 
asiatique  Ser.  III.  Tome  VII.  p.  201  seqq.  1639.  (Man  vergleiche  auch 
einen  früheren  Aufsatz  von  Edouard  Biot  im  Journal  des  Savants  1835.) 
Das  Werk  von  Pin  Kue  enthält  meistens  AuszUge  aus  den  alten  Kiu- 
tschang**).  Dnter  vielem  Andern  der  politiBchen  Arithmetik  angehSrigen 
enth&lt  das  sechste  Heft  die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen 
(S,  9  u.  10),  sowie  die  numerische  Auflösung  einiger  kubischer  Gleichun- 
gen mit  commensurabeln  Wurzeln. 

*)  Ueber  die  Tien  joen-Regel  sind  im  achtEehnten  Jahrhundert  mehrere 
Werke  von  Chinesen  verfotiBt  worden  Besondere  Fortschritte  und  matbema- 
lische  Theorien  sind  jedoch  nirgends  erkeenbar.  Die  vorsteheaden  Nachrichten 
über  die  Litteratur  und  Geschieht«  der  Algebra  bei  den  Chinesen  verdanken 
wir  dem  Engländer  Alexander  Wjlie  in  Shangfaae,  der  sie  in  einem  Aiifsatse: 
JottioKB  on  the  soience  of  Chinese  arithmetdc  luerst  im  North  China  Herald  1S62, 
douQ  im  Shanghae  Almanac  for  1863  niedergelegt  hat.  Leider  ist  nach  brief- 
licher Mittheil  ung  des  Verfassers  (1S74)  das  Ori^nnal  nicht  mehr  anizutreibeo. 
Ein  Aaszug  findet  sich  in  Ctelle's  Jonmal  62.  Bd.  von  Biematzki:  TJeber  die 
Arithmetik  der  Chinesen. 

**)  Es  wird  vielleicht  dem  Leser  von  Interesse  sein,  die  Titel  der  Ein- 
tschaug  oder  .,der  neun  Sectionen"  kennen  lu  lernen.  Dieselben  sind  in  dem 
dritten  bis  achten  Hefte  dea  Werkes  von  Pin  Eue  enthalten;  eine  oberfläch- 
liche Inhaltsangabe  findet  man  auch  in  Libri,  Histoire  des  sciences  mathä- 
raatiquee.  I.    Note  YUL  1836. 

Kap.  I.    Die  Geometrie  und  Feldmeasknust.  (Sl  Seiten.) 

Kap.  II.  EaufmänniBches  Rechnen  (Getreide ,  Metall).  (83  Seiten.) 

Kap.  HL  Repartitionsrechnnng.  (S9  Seiten.) 

Am  Ende  dieses  Kapitels  finden  sich  Aufgaben  ans  der  anbestimtoten 
Analytik,  i.  B.  die  Gleichung  z  —  3x-|-S  —  Cy-|-3  —  Tf-f-2.  Dieselbe 
Aufgabe  findet  üch  im  Swan-king  von  San  Tsse,  im  Tajen  lei  sehn  von  Yih 
Hing  (sie!)  und  sogar  in  Nicomachi  Geraseni  Pjthagorei  intrcdnctionis  arithm. 
libn  duo,  rec.  Bich.  Hoche.  Leipzig  1866.  Anhang)  Probl.  V  anonymi  auc- 
toris. In  sachlicher  BcEiehong  mOge  bemerkt  werden  dass  die  Tayen  der 
Chinesen  und  die  cnttuca  d'hyaya  der  Inder  durchaus  nicht  dasselbe  sied,  wie 
dies  1.  B.  in  der  Geschichte  der  Mathematik  des  Alterthoms  von  Hanket  be- 
hauptet norden  ist.    Die  Cnttuca  ist  nSmlich  die  Methode  der  Kettenbrflche ; 
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b.  AltegyptiBOhe  Litterator. 
AhSmeBu  (um  1700  t.  Chr.)  verfasste  unter  der  Regierung  des 
Ktinigs  Ba-S-uB  den  Papyrus  Bhiad  KleB  Brit.  Mus.  Derselbe  ist  Über- 
setzt und  erklSrt  von  dem  Heidelberger  Aegyptologeu  Prof.  Dr.Äug.Eisen- 
loIir  unter  dem  Titel:  Ein  mathematiaches  Handbuch  der  alten  Äegypt«r, 
Bd.  I.  Commentar.  Bd.  U.  Tafeln,  Leipäg  1877.  Hierin  Icommt  unter 
Anderem*)  auch  die  Behandlung  von  Gleichungen  ersten  tiradoB  vor 
(Hau-Bechnung). 

die  Tayen  d^egen  mit  der  Congmenzmethode  von  Qauss  (Diequ.  arithm. 
§  32—86)  identiech,  wie  ich  früher  in  zwei  AuMtzen  naobgewieien  habe,  lOm- 
lich:  UeW  die  Algebra  der  ChiueBCn  (Zeitschrift  fOr  Math.  n.  Pbja.  XIX. 
8.  STO.  1874)  und:  Vergleichnng  der  indischen  Cuttnca  und  der  chinesisch en 
Tajen-Begel  (Sitzungsberichte  der  matli.-natnrw.  Section  in  der  Verhand- 
lungen der  PhjlologenversammlQng  zu  Eoetock  1876). 

Kap.  rV.  Von  den  Quadraten,  Rechtecken,  Dreiecken  nnd  Kreisen.  (66 
SeiteiL)  Dias  Kapitel  enüiUt  das  Wichtigste  ans  der  elementaren  Algebra:  die 
Lihn-Tafel,  die  Austiehung  der  Wurzeln,  die  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen.  I>ieie  latztecen  werden  unter  der  Form  des  Inhalts  eines  Recht- 
ecks betiwsfatet,  alao  x(x  -j-  a)  :—  g,  and  unter  der  Bcseicbnnng  dar  Aufgabe: 
AuflOsuDg  der  Quadrate  mit  HinZufQgang  einer  Länge.  Der  WurzelwerÜi 
wird  sowol  dorch  den  Versuch  ermittelt,  als  auch  durch  directe  AuflCanng 
nach  der  Formel 
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In  demselben  Kapit«!  weiden  Regeln  u^egeben  sowol  über  die  Bestimmung 
der  Seite  des  Würfela,  als  auch  dea  WflrfeU  mit  der  Eininffignug  einer  Läoge, 
d.  h.  AuflOanngen  kubischer  Qleicbungen  mit  commenaurabelo  Wurzeln  in  drei 
Auf^ben,  welche  die  Auflösung  folgender  Formen  fordern: 

.  {x  +  a)x*  —  A,    {x  +  a)*x  —  Ä    und    x'(x  —  a)  =  Ä  . 

Kap.  V.  Ton  der  Amimeaanng  der  Körper.  (16  Seiten.)  Darin  die  Pyra- 
midalzahleu  und  die  arithmetischen  Reihen. 

Kap.  VI.    Von  den  Proportionen.  (9  Seiten.) 

Kap.  VIT.  Von  positiven  und  negativen  GrOsaen.  (12  Seiten.)  Darin  Auf- 
gaben, welche  auf  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  fahren. 

Kap.  VIII.  Von  den  VerhSltniasen  mehrerer  Unbekannten.  (8  Seiten.)  Viele 
Begelverse. 

Kap.  IX.  Vom  rechtwinkligen  Dreieck.  (20  Seiten.)  Darin  der  Pythago- 
läiache  Lebnatz  nnd  als  Anwendung  desselben  auch  die  bekannte  Aufgabe 
vom  gebrochenen  Bambus. 

*)  Dem  Inhalte  nach  zerf&llt  dar  mathematiBche  Papyrus  Rhind  in  fol- 
gende feinf  Theile: 

I.  Theil:    Arithmetik. 

Krater  Abschnitt.    Theilun^  der  Zahl  2. 

Zweiter  Abachnitt,    Vertheilung  von  Broden. 

Dritter  Abschnitt.    Ergänaungsrechnung  der  Brüche. 

Vierter  Abschnitt.    Die  Haurecbuung  (Gleichungen  erstoi  ärades 

mit  einer  Unbekannten). 
Fttnfter  Abschnitt.     Theilangsrechnnng. 

II.  Theil.    Volumetrie  und  Kieiarechnung. 
m.  Theil.    Flächenrechnung. 

rV.  Theil.    Berechnung  der  Pyramiden. 

V.  Theil.    Sammlung  von  Beispielen  ane  dem  praktischen  Leben. 
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c.  ZndlMhe  Utteratnz. 


Arjabhatiya  (geb.  476  n.  Chr.)*),  indischer  Astronom  und  Mathe- 
matiker, schrieb  ein  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Aströnomie.  Das- 
selbe ist  nach  iwei  Handschriften  in  London  mit  dem  Commentar  Bhatadl- 
pik&  Ton  Panunftdl^vara  im  Sanskrit  vereffentlicht  von  H.  Kern.  Ley den 
1874. 

Brahmegupta  (geb.  598),  indischer  Astronom  nnd  Mathematiker, 
schrieb  ein  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Astronomie ,  von  welchem 
das  zwölfte  Kapitel  Ub«r  Arithmetik  und  Qeometrie ,  dafi  achtzehnte 
Kapitel  von  der  Algebra  bandelt 


*)  Nach  den  Forschungen  des  indiachen  Gelehrten  Dr.  Ühän^D^i  wurden 

K boren:  Arjabhatija  416  n.  Chr.,  Brabmegnpta  596  und  BhABkära  Achärya  1114. 
in  dem  Arjabbatiya  mOge  hier  das  iDhalteverzeiuhnisa  dea  zweiten  Thoiles 

Abschnitt  aber  die  Berechnung. 
1.  Anssage. 
9.  Benennung  der  selin  Stellen  Z&blenden. 

3.  Wesen  des  Qnadrata  und  Wesen  des  Eilbus. 

4.  Die  Quadratwnnel. 
b.  Die  Eubikwnrael. 

6.  Berechnnnff  der   drei  Seiten   eines  Dreiecks  und  Berechnung  der  drei 
Seiten  eiues  Wflrfeln, 

7.  Berechnung  der  KreiaflSAbe  und  Berechnung  der  Eogol. 

8.  Fläch  enbereobnnng  der  unebenen  Vierecke. 

9.  Heibeifahrang  der  Berechnung   aller  Flachen   und  Erkenntniss  der 
gleichartigen  Sehnen  der  HKlfte  des  Durchmessers. 

10.  Uinfang  des  paridhi  des  Kreises. 

11.  Methode  der  Bestimmang  der  Sehnen. 

12.  Herbeifahren  der  Namen  der  Sehne  und  der  SUte  einer  Oleichnng  (?). 

13.  Bewirken  der  Beetimmnng  des  Kreises  u.  s    w. 

14.  Bestimmung  der  HÜfte  des  Durchmessers  eines  Kreises. 
16.  Bestimmung  des  Schattens. 

16.  Bestimmung  des  änssetsten  Qrodes  und  Bestimmung  der  Saite  einer 
Fl&cbe. 

17.  Bestimmung  der  Diagonale  und  Bestimmung  der  halben  Sehne. 

18.  Doppelte  Bestimmnng  des  sinns  versus. 

19.  Bestimmung  der  Eettenberechnung. 

90.  Bestimmnng  der  Periode  einer  Progression. 

81.  Bestimmung  der  Addition. 

32.  Bestimmung  der  Addition  vom  Qaadrat  nnd  Kubas. 

23.  Aufweisen  der  Bestimmung  des  Zusammenbringens  zweier  Zahlen. 

24.  Doppelte  Bestimmnng  einer  Zahl  durch  Zusammenbringen  der  Zahl. 
26.  Bestimmnng  der  Wnnelberechnnng. 

26.  Die  Regeldetri. 

87.  Theile  auf  den  gleichen  Nenner  zn  bringen. 

28.  Inversion. 

29.  Bestimmung  des  üebenehusses  der  Menge. 

30.  Das  Zeigen  des  Werthes  nnbekannter  QrOssen. 

31.  Bestimmnng  des  Abschnittes  der  Summe  der  Erkenntniss  durch  den 
Inhalt  der  Erkenntnis«. 

32.  8S.  Berechnung  des  Vollziehens  der  Eudda. 
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968  Achter  Abachnitt    OesammtlitteTatiir.  I. 

BhftBküra-Ach&rya  (1141  — 1226)*)  ans  Biddur  in  Dekui, 
Astronom  und  Mathematiker,  Terfnaste  ein  Buch  genannt  die  Lilavati 
(die  Hehre,  Erhabene)  über  Anthmetik,  sowie  ein  Bach  genannt  Bija 
gouita  (Algebra  der  Gleichungen). 

Brahmegupta  and  Bhascara**),  Algebra  with  arithmetio  and 
mesaur&tion,  from  the  SEinscrit  tranelated  by  H.  T.  Colebrooke.  Lon- 
don 1817. 

Ganeea,  indischer  Astronom,  schrieb  einen  Commentv  zur  Li- 
lavati um  das  Jahr  1S4&, 

Fyzi  schrieb  1687  auf  Befehl  des  Königs  Akber  eine  persische 
üebersetznng  der  Lilarati  ans  dem  Sanscrit. 

Ata  Allah  Bnschidi  ben  Ahmed  Nadir  stellte  eine  persische 
Uebersetzung  der  BiJa  ganita  von  Bhascara  her.  Diese  TJebersetzung 
ist  datirt  1014  H.  (1634  n.  Chr.)  nnd  dem  Schah  Jehan  gewidmet. 
Sie  besteht  aus  einer  Einleitung,  enthaltend  die  Arithmetik  und  nn- 
bestimmte  Analytik,  sowie  fünf  BUcher,  enthaltend  Aufgaben  aus  der 
bestimmten  und  unbestimmten  Analytik. 

Strachey,  Edward,  Uebersetzung  und  Erklfirung  der  Bija  ga- 
nita nach  der  persischen  Febersetzung  von  Atah  Allah  Buschtdi  in 
englischer  Sprache.  London  1813.  Nebst  einem  Anbang  enthaltend 
Notizen  von  Mr.  Davis  Aber  die  Bija  ganita. 

Taylor,  J.,  Translation  of  the  LUavati.  Bombay  1816.  (Man 
vei^leiche  Libri,  Hietoire  des  sciences  math^m.  I.  p.  133.) 

Buchner,  De  algebra  Indorum.  Elbing  1821. 


*)  Das  Attribut  Äch&rya  bedeutet  soviel  als  Doctor  philosophiae.  (Man 
vergleiche  Jonnial  aaiatdque.    New  Ser.  L  392—418.  London  1666.) 

**}  Dieaea  berühmte  Werk  enthält  die  Lilavati  und  die  Bija  ganita;  aoBBer- 
dem  das  zwCLfte  und  achtzehnte  Buch  der  Astronomie  von  BrahmoKupta.  Den 
interessantesten  Tbetl'  bildet  fOr  uns  die  B^a  ganita,  deren  Inhalt  mei  aua- 
führlicher  mitgetbeilt  wird. 

Kap.  I.  Die  arithmetischen  Operationen. 
Erster  Abschnitt.    Einleitung. 

Zweiter  Abschnitt.  Rechnung  mit  positiven  und  n^ativen  Grössen. 
Dritter  Abschnitt.  Die  Bechnnng  mit  Null. 

Vierter  Abschnitt.  Arithmetisclie  Operationen  mit  BucbBiabengrOsseD. 
Fünfter  Abschnitt.    Bechnung  mit  irrationalen  GrOssen. 
Kap.  II.  Unbestimmte  Gleichungen  ersten  Grades  (Cnttuca  d'hjava). 
Kap.  III.  Unbestimmte  Qleichnngen  zweiten  Grades  (Varga  pacnti). 
Erster  Abschnitt,  Methode  der  kleinsten  Wurzel. 
Zweiter  Abschnitt.  Die  cyklische  Methode. 
Dritter  Abschnitt   Vermischtes. 
Kap.  IV.  Lineare  GLeichungen  mit  einer  Unbekannten. 
Kap.  V.  Quadratische  Qleichnngen  (Had'hvama  baraua). 
Kap.  VI.  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten. 
Kap.  VII.  Unbestimmte  Gleichungen  höherer  Grade. 
Kap.  Vlll.  Rectangul&re  oder  zasammengeaetite  Gleichungen. 
Kap.  IS.  SohlDss. 
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d.  Oiwehiwlie  Littontor.  969 

d.  QrlaehlBOhe  Uttomtor. 

Hero  der  Aeltere  in  Alexandrien  (um  100  r.  Chr.)  schrieb  „Men- 
snrae",  worin  die  Bo^nannt«n  „Bronnanaufgaben."  Torkommen. 

DiophantoB  in  Alexandrian  (um  360  n.  Chr.)  Bcbrleb  äft&iujvi- 
%äv  ßtßÜa  ly;  also  dreizehn,  w&hrend  wir  jet:zt  tinr  noch  aechs  besitzen. 
Nach  Abulbrag  lebte  Diophant  unter  der  Regierung  dee  Julianus 
Apostata.  Sein  Werk  wurde  mehrfach  ine  Arabische  übersetzt.  Nach 
Ihn  Abi  Oseibia  schrieb  Kosta  bea  Luca  (900)  ein  Buch  enthaltend 
die  üeberBetzung  des  Diopbant  Über  al^'ebr  w'almokab&liL  Femer 
verfasst«  nach  Abulfarag  und  dem^Tharikh-al-Hokma  (Chronik  der 
Gelehrten)  von  £1  Kifti  der  UathematikeF  Ahoi  Wafa  (970)  eine  Ueber- 
Setzung  oder  einen  Commentar  zu  Diophants  Algebra.  Die  Arithmetik 
entfafilt  die  Auflösung  der  bestimmten  Gleichungen  ersten  Grades,  so- 
wie der  unbestimmten  Gleichungen  des  zweiten  und  höherer  Grade, 
Unzweifelhaft  war  dem  Diopbant  auch  die  Auflösung  der  bestimmten 
(joadratischen  Gleichungen  bekannt  Da  aber  diese  sowie  die  unbe- 
stimmten  Gleichungen  ersten  Grades  fehlen,  so  hat  allem  Anscheine 
nach  die  Arithmetik  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  einen  Defect  und  zwar 
zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Buche,  wenigstens  schpn  seit  der 
Zeit,  als  Maximus  Planudes  (l350)  seine  Schölten  schrieb.  Im  TJebrigen 
findet  sich  über  Algebra  bei  den  Griechen  nichts  vor.  Man  vergleiche 
Sachet,  Diophanti  Alezandrini  arithmeticorum  libri  sex  et  de  numeris 
multangulis  liber  unus.  Griechische  Ausgabe  mit  lateinischem  Commen- 
tar. Paris  1621.  MontucI»,  Hiatoire  des  Mathömat.  T.  1.349;  Nesael- 
mann.  Die  Algebra  der  Griechen.  S.  45 — 49,  274;  Wbepcke,  Kecherches 
snr  l'bistoire  des  seiences  mathemat  p.  34,  und  L'Algöbre  d'Omar 
AlkhaTyaml,  p.  VHI.  Paris  1861;  Zeitschrift  fllr  Mathem.  und  Phys. 
IX.  330.  (1864),  X.  499  (1865). 

c  ArablBohe  iind  penlaohe  Iilttfirator, 
Abu  AbdallahMohammed  benMasa  al-Ehowarizmi  sehrieb; 
Kitab  al  mokbteesar  &  hisab  aldjebr  w'almokabaU.  Der  Verfasser  ist 
der  Mathematiker  und  Bibliothekar  des  Khalifen  Al-M&mun;  er  schrieb 
ein  Buch  über  die  indische  Rechenmethode  (Algorithmus)  und  ein  Buch 
Ober  die  Algebra  der  Gleichungen.  Dasselbe  ist  nach  einem  Oxforder 
Ms.  herausgegeben  unter  dem  Titel:  Abu  Abdallah  Mohammed  ben  Musa 
ol-Ehowarizmi  algebra,  edit«d  and  translated  by  F.  Bösen.  London  1831, 
und  Borne  1866.  Diese  Sohriftan  sind  nach  S^diUot  um  630  n.  Chr. 
nach  indischen  Vorlagen  verfasst.  Nach  andern  Angaben  soll  der  Kho- 
warizmier  schon  früher  gestorben  sein:  812  nach  Cantor  (Zeitschrift 
fax  Math.  u.  Fhys.  I.  S.  73);  620  nach  Grunert's  Arob.  Bd.  46.  Litterar. 
Berichte.  Man  vergleiche  auch:  Woepcke,  Sur  l'introduction  de  l'arith- 
mätique  indienne  en  l'Occident.  pg.  16  — 19,  57.  Rome  1869;  Libri, 
bist  des  seiences  mathemat.  L  pg.  131  (3);  Rosen,  p,  11,  des  eng- 
lischen and  pgg.  66 — 64  des  arabischen  Textes  (geschrieben  um  1350); 
Zeitschrift  fttr  MaUi.  u.  Pbys.  X.  3.  486—487.  1866. 


wGoo^^lc 


970  Achter  Äbwlmitt.    Die  aemmmtlitteTatnr.    I. 

Maumeti  filü  Moysi  alcboarieini,  Itber  de  algebm  et  almu- 
chabala.  Mb.  lat.  in  Libri'a  Histoire  des  sciences  matbümatiques  p.  227. 
Note  IV.  Diese  lateinische  Uebersetznng  ist  Slter  als  das  Oxforder  Mg., 
welches  Bösen  Übersetzt  hat  und  nur  balb  so  umfangreich.  Man  ver- 
gleiche Montncla,  Hist.  des  math6mat.  L  403;  Cardani,  ars  magna  cap.  I. 

Abul  Wafa  Mohammed  ben  Mohammed  Al-Bnzdjani,  oder 
nach  NesBBlmann  S.  274  36)  Mohammed  Ibn  Mohammed  ihn  YahyA 
ibn  Ismail  ibn  Ai~abb&s  Ahutwafa  Al-BQ^äni  (940 — 996),  ans  Buzjan 
in  Persien,  seit  959  Studiosus  und  dann  Professor  der  Mathematit  in 
Bagdad,  schrieb  l)  Commentar  zur  Algebra  des  Diophant;  2)  Commentar 
zu  den  Werken  von  Al-Khowarizmi  Aber  Algebra;  3)  Commentar  zur 
Algebra  des  Hipparch  (160  t.  Chr.);  4)  Üfiber  das  Verfahren  die  Seite 
des  Knbns  und  des  Biquadrats,  sowie  der  Ausdrucke,  welche  ans  bei- 
den zusammengesetzt  sind,  zu  finden.  (Geometrische  Construction  der 
Gleichungen:  i*  ^  a ,  x^^a,  a^  +  oa^  =  6.)  Man  vergleiche: 
Woepcke,  Becherches  sur  l'histoire  des  sciences  mathämat.  chez  les  Orien- 
taux,  p.  34.  36.  Paris  1855. 

Jacub  ben  Isaac  Abu  Jussuf  Al-chindi  Al-Basri:  De  qnan- 
titate  relativa  sive-  de  algebra.  Baesora  (850)  Un  trütü  sur  Tarithm^- 
tiqne  des  Mindns.    Uont.  Hist.  des  mathfimat.  I.  406. 

Abu  Abdallah  Almahani  in  Bagdad  (um  860),  Commentar 
zum  zweiten  Buche  des  Arcbimedes,  die  geometrische  AufltSeung  kubi- 
scher Gleichungen  betreffend.  .Woepcke,  Omar.  Add.  B.  Gleichung  von 
Ähnahani:  x*  -j-  c  =  ax' . 

Abul  Hassan  ben  Alhassan  ben  Alhaitham  (f  1038),  Sur 
une  Solution  m^canique  des  üquations  cubiques.  Woepcke,  Omar,  Add.  A. 
Omar  nennt  ihn  Abu  Ali  Ibn  Alhaitham.  Man  vergl.  Zeitscbr.  fUr 
Mathematik  und  Physik.  1865.  S.  459. 

Abul  SahlVidjan  ben  Vastem  (Rnstem)  Alkuhi  (um  980), 
Trait^  des  additions  an  seoond  livre  d'Arohimöde.  Woepcke,  Omar. 
Add.  B  et  C.    Er  löst  die  Gleichong  von  Almahani 

(a  —  x)-.  yc  ^  y?  ;  a^     mit  der  Bedingung     4a'  >  27c. 
Vergl.  Zeitechr.  für  Math,  und  Phys.   1865.  S.  480. 

Abu  Bekr  Mohammed  ben  Alhazan  Al-karkhi  (um  1000), 
Trait*  d'algöbro,  Bitrait  du  Fakhri,  fedit.  par  Woepcke.  Paris  1853. 
Man  vergl.  Woepcke,  sur  l'introd.  pg.  53.  64. 

Abul  Djnd  Mob.  ben  Allalth  (1038),  Bäsolntion  d'nne  ^na- 
tion  du  IV"  degr6.    Omar.  Add.  D. 

—  Abhandlung  über  die  Auflösung  der  kubischen  Gleichungen. 

Omar  ben  Ibrahim  Al-khayyami  de  Nichabur  (f  1123), 
Memoire  sur  les  dämonstrations  des  problömes  de  l'algöbre,  publ.  et 
tiad.  par  Woep<^.  Paris  1861.  Dies  berühmte  Werk  ist  um  1060 
verfiisst  und  enthalt  einen  vollständigen  Cursns  der  algebrüschen  und 
geometrisofaen  Auflösung  der  quadratischen,  sowie  der  geometrischen 
Anflesung  der  kubischen  Gleichungen  initj»ls   der  Kegelschnitte.    Man 
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vargl.  Woei)cke,  Sur  l'algäbre  d'Omar.  Grelles  Journal  XL.;  Libri,  HIbL 
des  Bciences  math^nut.  I.  pg.  266.  1835;  S^dillot,  Joum.  aeiat  1834. 
Es  ist  unbegreiflich,  dass  Suter  diese  Uebersetzung  uabekannt  geblieben 
ist  (Gesch.  den  math.  Wiss.  I.  Zttriofa  1873.  S.  139). 

Omar  ben  Ibrahim,  algebra  cabicai-um  aeqnationnm  sive  de 
problematum  sotidorum  resolntiotie.  Arab.  Mb.  der  Lejdener  Bibl.  nach 
Bosant  I.  8.  296.  Zuerst  wurde  dies  Werk,  welches  mit  dem  yorher- 
gekeuden  identisch  ist,  citirt  von  Meerman  (1742)  in  seinem  Spscimen 
calculi  duzionalis.  Leyden:  Dann  erschien  ein  Fragment  von  SediUpt 
in  den  Notices  et  extraits  des  manuscrita  de  la  bibL  roy.  Tom.  XIH. 
pg.  130—136.   1837. 

Abraham  ben  Esra  (1093 — 1168),  Liber  augnienti  et  duninii- 
tionis  (aldjebr  w'almokabala),  vooatas  „numeratio  divinotionis"  ex  eo 
(juod  sapientes  Imli  poeuerunt,  quem  Abraham  compilavit  et  secundnm 
librum,  qui  Indorum  dictus  est,  compoeuit.  Libri,  HisL  des  scienoes 
mathfemat  L  pg.  269.  Not«  VL  (1835.) 

Das  indische  Buch  ist  leider  verloren  gegangen  und  in  der  uns 
bekannten  indischen  Litteratur  findet  sich  von  der  darin  gelehrten  Rech- 
nung keine  Spur.  Diese  numeratio  divinationis  (hisab  al-mafrud)  ist  die 
berOfamte  regula  falsorum  (hisab  al-khataayn)  oder  regula  landnm  (anil 
bi'l  kaffat,  Methode  der  Wagscbalen)  zur  Auflösung  der  Oleiehnngen 
ersten  Grades.  Man  vergleiche  Schnitzler,  Zeitscbr.  fUr  Math,  und  Phjü. 
von  Schlömilch  und  Cantor.  IV.  S.  383.  1859;  Steinschneider  ibid  XU. 
S.  20.  1867;  Xerquem,  Notice  aur  un  Ms.  hebreu  du  traitä  d'arithm^- 
tique,  Joum.  matb6m.  VII.  1841;  Drobiacb,  de  Joanne  Widm&nno  Bge- 
rano.  Leipzig  1640. 

Ahmed  ben  Mohammed  Othman  Alazadi  Abul  Abbau  &1- 
Marokeschi,  ihn  Albanna  (Sohn  des  Architecten) ,  Talkhys  ou  trait6 
d'analyse  des  Operations  du  calcul  (en  1222),  trad,  et  pabl.  par  Aristide 
Marre.  Borne  1864.  Atti  de]  Acad.  pontif.  XVII.;  Zoitschr.  fUr  Math, 
und  Phys.  X.  1866  in  der  Litteraturzeitung  S.  26;  auch  in  Grunerts 
Archiv  CLXX.  Litter.  Berichte;  ferner  Joum.  math6m.  X,;  wo  es  heisst: 
Abal  Abbaa  Ahmed  ihn  AlbannA  al  Uarokeschi,  Talkhjs  am&li 
al  bissäb,  copiä  par  Fr.  Woepcke. 

Mohammed  filii  Haladi,  filÜ  Taharl,  filÜ  Haladdini  AI- 
Hagian,  liber  de  scientia  aequationis.  Ms.  arab.  Soaligeri.  (Libn  Hist.  L 
pg.  217.) 

Muaffeo  Al-Bagdadi,  kitab  aldjebr  wliisab  alhindi  (Buch  über 
Algebra  und  indische  Arithmetik), 

Abu  Abdallah  Mohammed  ben  Omar  ben  Badr,  algebrae  sive 
comparationis  aequationnm  epitome.  (Montucla,  Hist.  I.  p.  404.) 

Abul  Hassan  Ali  benMohammed  AI-Kalfadi  (f  1477  s.  1486), 
s.  Ali  ben  Mohammed  ben  Mohammed  benAliAl-Koraichi,  Al- 
kalf  adi  Albasthi,  Trait6  d'arithm6tique  trad.  par  Woepcke  dans  les 
Recherches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Leonard  de  Pise.  Rome  1859. 
(Ilisab  al-khataayn  et  aldjebr  onalmokabala  votr  Part.  IV.  cbap.  II, — IV.) 

—  Commentar  zum  Talkhye  von  Ihn  Albanna. 
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(Attonjmas),  Constmction  d'ime  6qiiation  3a  qnatriäme 

degr6.  Woepcke,  Joum.math^m.XXVin.pg.67.  1863;  OmarparWoepcke. 
Add.  D.  pg.  115—116. 

B«hä-Bdd1n  al-A&moull,  Kbola^t  al-hissab  oti  qointessence  du 
calcul,  tnd.  par  Aristide  Harre.  Borne  1864.  Man  Tergleiche  Zeitschr. 
fdr  Math.  u.  Phya.  X.  Litteraturzeitung  S.  42.  1866. 

Beh&-Eddin  Mohammed  ben  Alhossain  al-Amuli  (1&47  — 
1622),  Khilftzat  al-hieaftb  (Eseenz  der  Rechenkunst).  Arab.  nnd  Dentech 
von  Nesselmann.  Berlin  1843. 

Bnhae  ood-Deen  of  Amool*)  in  Syria,  The  Kholasut  ool-hiaab, 
a  compendinm  of  arithmetic  and  geometry  in  the  arabic  langnage,  with 
tranelation  intoFersian  and  Commentaryby  the  täte  Muolawee  Raoschnn 
Ulee  of  Jnonpoor.    To  thie  work  is  added  the  following: 

Nujm-ood-Deen  ülee  Khan,  head  Qazee,  to  the  Sudr  Dee- 
wanee  and  Nizamut  üdalnt  etc.,  Treatiae  on  algebra.  ReviBed  and  edited 
by  Tarinee  Chunm  Mitr,  Muolnwoe  Jon  ülee  and  Gboolam  Dkbur. 
Caicutta  1812. 

L6on  Rodet,  Talgöbre  d'AI-khftrizmi  et  les  m6tfaodes  indienneE  et 
grecquee.  Jonm.  asiat  Sfer.  Vn.  Tom.  XI.  Paria  1878. 

f.  Z>ittentnT  der  Uteren  Italienlsohen  Sohnle,  (1100  —  1600.) 

Gherardo  Cremonese,  Algebra,  pabL  von  Boncompagni  (Atti 
der  Äcad.  Borna  1851;  Compt.  rend.  XXXIV.  1852). 

Fibonacci  s.  Leonardo  Pisano,  über  abaci,  um  1202  rerfaest 
und  1328  vermehrt  herausgegeben.  Eb  iat  dies  das  erste  von  einem 
Christen  geechriebene  Werk,  durch  welches  die  indisch -arabische  Zahlen- 
rechnung (Algorithmus)  sowie  die  Algebra  in  Europa  eingeföhrt  und 
verbreitet  wurde.  Man  vergleiche  Coseali,  Origiae,  transporte  in  Italia 
e  primi  progressi  in  oasa  di  Algebra.  Parma  1797. 

Liber  abaci  di  Leonardo  Pisaao,  pubbl.  da  Baldaseare  Bon- 
compagni Roma  1847.  (Man  vergL  Libri,  Hist.  des  scieuoes  mathömat. 
T.  IL  p.  20;  Woepoke,  Sur  l'introd.  p.  4  et  p.  64.) 

Baldaseare  Boncompagni,  Intomo  al  alcune  opere  di  Leo- 
nardo Pisano  Notizie;  Roma  1854. 

Fibonacci  (filius  Bonacci)  ou  Leonardo  de  Pisa,  esaay  de  duter- 
miner  la  natnre  de  la  racine  dune  tquation  du  ni'*"'  degre.  Woepcke, 
Joum.  aaiatique  1854.  Joum.  mathtonat.  par  Liouville.  Tom  XIX.  pg. 
401—406.  1854;  XX.  pg.  54—62.  1855. 

Canacci  (nm  1350),  Ra^omento  di  algebra.  Florenz. 


*)  NUiere  hietoriflche  Notixen  über  Behä-Edd!n  gibt  Stracher  im  13,  Bande 
dei  Aüatio  Researches  (Calcntta  1816.  pg.  166)  und  der  Faraphisft  des  Khi- 
lazat,  Hanlewi  Bnachen  Ali,  ein  mit  Strächey  bekaoiiter  Indischer  Gelehrter. 
Beba-Eddin  war  eeboren  in  Amul  nnd  gcBtorbea  io  lapoban.  Seine  Schrift  - 
Bteht  in  Vorderaaien,  beaonden  in  Indien  in  groB«em  Ansehen  und  irt  dort 
Schulbuch  and  nach  Strachey'a  Yersicherung  das  einige  Werk  Aber  Algebra,, 
welches  dort  gelesen  wird.  Man  vergl.  die  Uebersebang  von  Nesselmann  S.  74. 
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Dagomari  b.  dall'  Abbaco  ("f  1365),  achrieb  ein  Werk  über  Arith- 
metik and  Algebra.   Florenz. 

Lucas  PacciolideBurgo,SimunadiAritniBtlca,Geometria,Propor- 
Üoni  e  Proporüonalita.  Venedig  1194.  (Kttstner,  Gesch.  d.Math.  L  S.  70.) 

Scipione  dal  Perreo,  Prof.  der  Math,  in  Bologna  (1496—1526), 
«r&nd  1515  die  algebraiache  AufläBung  der  knbischen  Gleichungen,  ohne 
fiie  zu  verSffentlichen.  Cardanne  in  libro  de  arte  magna  sive  de  regulis 
algebnticis,  Norimbergae  1545  edito,  cap.  1.  pag.  6  „temporibuB  nostris, 
alt,  Scipio  Ferrens  Boiuaüensis ,  capitulum  cubi  et  reram  numero 
aeqnalium  invenit,  rem  sane  pnlchrom  et  admirabilem.  —  Han  Tergl. 
Oherardi,  Beitrage  aar  Geschichte  der  mathemaÜBchen  FacnltBt  der 
UniTersitat  Bologna  in  Grün.  Arch.  LH.  S.  143  u.  flg.  Ferner:  Note  aar 
Ferro  Scipione  pat  Boncompagni.  Nout.  ann.  math.  XXL  1863. 

Francesco  Ghaligai,  Summa  di  aritmetica.  Florenz  1531.  (Libri, 
Hiat  ni.,  pg.  145.) 

Christoff  Eudolff  von  Jawer,  die  Coas.  1524.  Neu  ©dirt  und 
commentirt  von  StifeL  1653.  Man  vergl.  Nesselnuuui,  Geschichte  der 
AlgebTa  bei  den  Griechen.    8.  57.  45). 

Job.  di  Regio  Monte  (Segiomontanus)  (1136— 1476):  Detrian- 
guUa  omnimodis  libri  T.   Norimbergae  1533. 

Gemma  Frisius,  arithmeticae  practicae  methodus  fsoüis.  Ant- 
werpae  1540. 

Michael  Stifel  (1487—1567),  Augustiner,  Arithmeüoa  integra, 
die  Tollkonunene  BecbenkniiBt,  mit  einer  Vorrede  von  Ph.  Helaochthou. 
Norimb.  1544. 

—  Die  CosB  Cbristoff  Bndolffs,  mit  BohSnen  Exempeln  der  Coae 
gebessert.   Königsberg  1554. 

Geronimo  Caidano  (1500—1576)  Dr.  med.  und  Prof.  der  Math, 
und  Uedicin  in  Mailand  und  Bologna:  Artis  magnae  sive  de  regnlia 
Algebrae  Über  unue.  Norimb.  (Mediolan.)  1545.  Man  vergL  auch  Car- 
dani  Opera,  X.  voL  foL  Lugd.  1663. 

Nicolo  Tartaglia  (1506—1559),  Lehrer  der  Math,  in  Venedig, 
Quesiti  ed  invenzioni  diverse.  Veneria  1546. 

Ludovico  Ferrari  (1523—1565),  Freund  und  SohUer  Cardans, 
Prof.  der  Math,  zu  Mailand  und  Bologna,  erfand  die  algebraiache  Auf- 
lösung der  biquadratischen  Gleichungen,  ohne  die  Methode  Belbet  zu  ver- 
Cffentlichen.  Kan  vergl.  39.  Kap.,  Regel  ü.  der  Ars  magna  von  Car- 
dauus  und  die  Algebra  von  Bombelli. 

Soheubelius  (Scheybl),  Prof.  der  Math,  in  Tübingen:  Algebrae 
compendiosa  facilisque  descriptio.  ParieÜB  1551. 

Peucer,  Prof.  der  Math,  in  Wittenberg:  Lc^fisüce  regulae  arith- 
meticae quam  coseam  et  algebram  quadratam  vocant.  Viteb.  1556. 

Nanez  (Nonina)  Prof.  der  Math,  in  Coimbra:  Livro  de  Algebra  em 
Aritiimetica  e  Geometrica.    Antwerpen  1567. 

Bafaelo  Bombelli,  Ingenieur  aus  Bologna:  L'algebra  parte  mag- 
giore  dell'  Aritmetica  divisa  in  tre  libri.  Bologna  1572. 

GoBBelin,  Pierre,  aus  Cahors:  De  arte  magna,  Beu  de occulta  parte 
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nHmeronuQ,    quae   et  Algebra   et   Älmacabala   vulgo   dicitur^   libri  rV. 
Paris  1577. 

g.   Litteratnr  der  abendl&iidi«ohsn  V&Ikei  bis  zar  O^enwart. 
aeOO— 1878.) 

ReimaruB  ürenB  (ReimerB)  (f  1600):  Ätitlunetica  analjüca  mlgo 
Cosa  sive  Algqbra.   Frankfiirt  a.  d.  0.  1601. 

Fanlbaber,  Job.,  ArithmetiBcher  cnbiccosBicher  Lustgarten,  mit 
maen  InTentiones  gepfianzet.    1604. 

—  mirscnla  arithmetica  etc.   Augsburg  1622. 

—  Aeademia  algebra,  darmnea  die  mir^ulosiscben  Inventiones  m 
den  hSchstea  Gössen  weiteres  continuiret  und  proficirt  worden.  Ulm  1631. 

Rotbe,  Aritbrnetica  pbilosophica  oder  schöne  neue  und  woblge- 
grUn'dete  künstliche  Rechnung  der  Cosb  oder  Algebra.   NOmberg  1607. 

Yieta,  Franz  (1540 — 1603):  Isagoge  in  uiem  analjticanL  Tours 
1Ö91.  Seine  Opera  matbem.  edirt  von  Fr.  v.  Schooten  Lugd.  Batav.  1646, 
enthalteit:  I.  iB&goge  etc.  II.  Ad  logisticen  Bpeciosam  notae  prior^B.  IV. 
De  aequatiionum  reccgnitiöne  et  emendatione  libri  duo,  publ.  zuerst  von 
Alexander  Anderson,  Paris  1615.  Tract  II.  cap.  TI  et  VU. 

Harriot,  ArtiE  analyticae  praxis  ad  aeqnationes  algebraicas  reeol- 
TcndaB.    London  1631.  (Op.  posthum.) 

CartesiuB  (Descartes)  (1596  — 1650):  La  geometrie.  Leyden 
1637.  Paris  1664.  p.  89.  LateiniechniitCommentarTonFr.v.Schootenjun. 
Lugd.  Batav.  1649.  Ausgabe  von  Beaune.  Frankf.  a.  Main  1695.  — 
Geometria  a  Ren.  des  Cartes:  De  natura  aequationum.  Lib.  III.  pg.  92. 
Amstelodami  1683. 

Franc,  t.  Schooten,  De  cubicanim  aequationum  resolutione.  App. 
Comment.  in  Geom.  Cartesü  p.  345. 

Renaldini,  Opus  algebraicum,  in  quo  Ars  analyticae  quam  obscure 
Vieta  litteris  mandavit,  fraditur.    Anconae  1644. 

—  Are  analytica  mathematum.   Elorent.  1655. 

Hudds,  De  reductione  aequationum  epiat.  prima  ad  Fr.  y.  Schooten, 
pabl.  in  Cartesü  geom.  edit.  a  Schooten.   1659. 

Brasser,  Regula  Coss  of  Algebra,  zjnde  de  allerkonstriksten 
Regel  om  het  onbekende  bekent  te  maken.  Amsterdam  1663. 

—  Neu  Termehrter  arithmetiBcber  Raritätenkaeten,  in  welchem  die 
curienseii  regnla  falsi,  coeci  und  coss  oder  Algebra  gezeigt  werden. 
Leipzig  1716. 

Caravaggio  (1617—1688),  Methodus  reeolvendi  omneB  aequa- 
tiones  cubicaa  et  quadrato-quadraticas.   Mediol.  (ohne  Datnm). 

De  la  Hire,  La  construction  des  6quations  analytiquee.  Paris  1679. 

Baker,  New  discovery  of  the  constructdoii  of  all  Equations  et«. 
London  1684. 

TBchirnhaus,  Graf  von  (1651 — 1708),  MethoduB  auferendi 
omnes  terminoB  intennedioB  ex  data  aequatione  per  D.  T.  Act.  Erudit.  II. 
204.  Lipsiae  1683. 
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H&lley,  De  constniotione  aequ&tioinua  nP*  yd  IV**  potestatis 
nnica  data  parabola  ac  oirculo.  PfaiL  Tnng.  1687. 

—  De  numero  ntdicmn  in  aequationihnB  Bolidis  ac  biquadratwis.  Ibid. 
Koberval,  De  recogmtione  aeqnatiomim.  —  De  geometrica  plana- 

ram  et  cubicarum  aequationnm  reBolntione.  Anc.  ll^m.  Faris.  T.  VI.  1693. 
Rolle,  Traiti  da  lolgäbre.   Paris  1690. 

—  Hüthode  pour  reaondre  leB  6galitäB  de  tou8  les  degr^B,  qui 
sont  exprim^B  en  termes  güii6raux.  Anc  Mem.  Paris  T.  X. 

—  Eclaircissemeiits  eur  1&  construction  des  egalit^e.  Uäm.  Paris 
1708.  1709.  1711. 

RaphBon,  Analjsis  aeqaationiua  universalis  s.  methodns  ad  resol- 
vendas  aeqaationes  algebraicaB.  Londini  1697. 

Beanne,  De  aequatioiium  natnra,  constitntione  et  limitibua  opuBO. 
duo.  Francf.  1695. 

Leibnitz,  Epist.  ad  WalUsitun.  Wallisii  opera  T.  m.  Epist.  27. 
1698. 

Newton,  De  conchoide  Nicomedis  ad  constractionem  radicuni  ae- 
quationum  cubicarum  et  biquadraticarum  adhibenda.  In  App.  Arithme- 
tioae  uniTerealis.  (Edit.  Caatillon.)  pg.  237.  Amstelodami  1761.  Zuerst 
pabliinrt  von  Whiston.   Cambridge  1707. 

Moivre,  Aequationum  qoarimdam  potestatis  2n-f-l  resolotio  ana- 
lytica.  Phil.  Trans.  1707. 

—  De  Bectione  anguli.    Ibid.  1722. 

Colson,  Aequationum  cubicamm  et  biqnadiatlcaruni  tum  snalftica 
tum  geometrica  et  mechanic«  resolntio  universaliB.  Phil.  Trans.  1707, 
pg.  -2363. 

—  Comment.  to  Is.  Newton's  Method  of  flanoDB.  pg.  308.  1736. 
Ditton,  Additamenta  ad  al^bnim  Job.  Alexandri  Londini  1709. 
Paul  H&lcke,  Die  Cardaniscbe  Formel  in:  Mathematisches  Sinnen- 

ConfecL  Hamburg  1719.    Man  vergl.  Grunert's  Archiv.    S.  132.    1850. 

Cotes,  Harmonia  mensoranun.  Cambridge  1732. 

Fagnftn^,  jue  maniere  di  risolvere  algebraicamente  l'equazioni 
quadiatiche.  Baocolta<Q'opuBculi  sdentifici.  XII.   1736. 

—  NuoTO  metodo  per  risolvere  algebraicamente  requazioni  del 
quarto  grado.   Ibid.  XIIL  1736;  XIV.  1737;  XV.  1737. 

KSstner,  DiBBertatio  de  theoria  radicum  in  aequationibus.  Lipsiae 
1736  (oder  1739?). 

—  Pormulam  Cardoni  aequationum  cnbioarum  radices  omnes  teuere 
ostendit.    Gottingae  1767. 

Maclaurin,  A  treatise  of  algebra  H.  ohap.  8  (poethum).  London 
1746. 

—  Letter  conoeming  equations  with  impossible  roots.  Phil.  Trans. 
1726.  1729. 

Nicole,  Snr  les  ^uations  du  troiaidme  degrä.  M6m.  Par.  1738. 
pg.  100. 

—  Sur  le  cas  irreductible  du  troisiöme  degrä.  Ibid.  1738,  1711 
et  1713. 
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Fuchs,  Theoria  radicom  in  aequationibus.  Lipsiae  1739. 
Enler,  Coiy'ectatio  de  formia  radicum  aeqnationvun  cujuBns  ordinis. 
Comm.  Petrop.  vet  VI.  p.  223.    1739. 

—  De  eliminatione.  Introd.  in  anal,  infinit.  II.  Cap.  19.  Lausanne 
1748. 

—  De  r«soIutione  aequationnin  ciynBTiB  gradoB.  Nov.  Comm.  acad. 
Petrop.  iX  (ad  annos  1762  et  1763).   1764. 

—  ObeeirationeB  circa  radicee  aeqoationnm.  Ibid.  XIT,   1770. 

—  Nonvelle  m6thode  d'61iminer  lea  qnantit^e  inconnueB  dea  ^na- 
iions.  Ubm.  de  Berlin  p.  91.  1764. 

—  Von  der  Begel  dea  Cardani  Volbt  AnL  zar  Algebra.  Petere- 
büTg  1770.  II.  Kap.  12.  §  165. 

—  Sine  nene  AuflOBong  der  biqaadratisehen  Oleichnngen.  Ibid.  11. 
Kap.  15.  §  192. 

SimpBon,  Treatise  of  algebra.  London  1746.  (Editll.  London  17&5. 
pg.  160.) 

Clairanit,E16mfln8d'algöbre.  P.  V.  §  VI.  eequ.  p.  S02.  Paris  1746. 

Fontaine  des  BertinB,  Sor  la  rdBolntion  dee  äqnatimiB.  H6m. 
Par.  1747. 

AepinuB,  DemonBtrationeB  primarianun  qaanmdam  aequationibus 
algebraicis'eompetentiiua  proprietatnm.    BoBtoolc  1752. 

AbhortiB,  8am.,  De  methodo  generali  constmendi  omnea  aequa- 
tioneB  algebraieas.   Gryphiswaldiae  1756, 

Landen,  Uathematical  lucubrations  containing  new  improrements 
in  variouB  braaches  of  the  mathemattes.  F.  VI.  London  1755. 

Agneei,  Maria  Gaetana,  Institution!  analitiche  ad  qbo  della  gio- 
ventü  Italiana.  T.  L  §  187.   MUano  1748. 

B^EOut,  Memoire  sur  plusieurB  clasaes  d'^quations  de  tons  lee 
dogrke  qui  «dmettent  une  r^solution  algäbrique.  Uim.  de  Taoad.  ra;. 
anii6e  1762.  Pans  1764. 

—  Proc^6  de  la  m^tiiode  ponr  l'älindnation  et  röflexions  qui  ten- 
dent  ä  l'abriger.   Ibid. 

—  8ur  le  degr^  des  ^quations  röealtantes  9a  rtvanouiBaement  dee 
inconnues.  M6m.  Far.  1764. 

—  Uemoire  but  la  r6solution  gin^rale  dee  Aquations  de  toua  lea 
degris.  Ibid.  annto  1765.  Paris  1766. 

—  Theorie  g^n^rale  dea  f^quations  alg^briqnes.  Faris  1779. 
Waring,  Miscellanea  analytica  de  aequationibus  algebraicis,  Can- 

tabrigiae  1762.  p.  S5. 

—  Heditationes  algebraicae.   Ibid.  1770.  p.  92. 

—  On  the  general  resolution  of  algebraical  equatious.  PbU,  Trans. 
1779. 

Zsnotti,  De  radidbaa  aequationom  onbicamm.  Comm.  Bonon.  V. 
1767. 

Beitz,  Nieuwe  oplosaing  der  stelknndige  rergeljkingen  (der  alge- 
bruBchen  Oleicbnngen)  yan  de  rierde  magt,  en  hierdoor  ook  van  de  derde 
magt  (Potenz).  VerhandL  Maatsch.   Haarlem  IX.  1767. 


lyGoo^^lc 


g.  LittenhiT  von  ITBO— 1800.  977 

Virorio,  De  cubicis  et  biqaadraticis  aequationibus  tractatus.  Ve- 
rona 1769. 

Lagrange,  Nouvelle  m6thode  ponr  r^soudre  lee  ^uations  litte- 
rales  par  le  moyea  des  süries.  M6111.  de  Berlin  1768. 

—  Sor  rfelimination.  Abh.  der  BerL  Acad.  XXV.  1769. 

—  B^exions  sor  la  i-£solution  alg^briqne  des  ^uations.  Nout. 
m&m.  des  sciences,  ann^e  1770  et  1771.  Berlin  1772  et  1773.  U. 

—  Le^ns  d'aritbm^tique  et  d'algöbre.  (S^ances  des  kH)leH  normales 
1794—1795.) 

—  Sur  la  rtsolution  des  ^quations  algibriqnea.  Note  TTTTT  et  XIV 
du  Trait^  de  la  r^solution  des  6qiiatioiis  num^riques.  Paris  1796. 

Vandermonde,  Memoire  sur  la  r^solation  des  ^quations.  ükTo, 
de  l'acad.  des  gciencea.    (Ann6e  1771  et  1772.)  Paris  1773  et  1774. 

Mako  von  Kerek  Gede,  De  arithmeticis  et  geometricis  aequs- 
tionum  resolutionibos.  Viennae  1770. 

Frisi,  De  resoltitione aequationnm  tertii gmdua.  AttiSienalT.  1771. 

Hallet,  De  rednctione  aequationis  cnbicae.   Holmiae  1777. 

—  De  aequatione  biquadratica.  Stockholm  17S4. 

—  Nova  analjsis  aeqoationum  secundi,  tertü  et  quarta  gradus. 
Hov.  aot.  Upsal.  in.  1780. 

Uaseres,  A  metbod  of  extending  Cardan's  rnle  for  resolTing  one 
case  of  a  onbic  eqnation  of  the  form  a^  —  qx  ^r  to  tbe  irreductible 
case.  Phil.  Transl  1780. 

—  A  conjecture  conceming  the  metbod  by  which  Cardan's  rules 
for  resolviiig  the  cubic  equation  i^  -\-  gx  ^  r  m  a\l  cases  etc.  wera 
probably  discovered  by  Scipio  Ferreus.  Ibid.  1780. 

—  Appendix  to  Freuds  Frinciples  of  algebra.  London  1798. 

—  Tractg  on  tbe  reeolution  of  cubick  and  biquadratiok  algebraic 
eqoations.  London  1803. 

Biccati,  Della  risoluzione Cardanica  dell'  equazione  del  terzo  grado. 
Nuovo  GioTUO  de  Letterati  d'Italia.  XXIV.   1782. 

Canterzani,  De  aequatione  cigus  radices  sunt  binamm  datae  ae- 
quationis radicum  Bummae.    Comm.  Bonon.  VI,   1783. 

SchaffgotBCh,  Ueber  die  AttflCanng  verschiedener  Gleichungen 
aller  Grade.  Abhandl.  der  BSbmischen  Gesellschaft  der  Wisaenscbaften, 
L  1786. 

Lejonmarck,  Om  cubiscka  och  biquadratiscka  equationers  jockade 
och  neckade  samt  imaginaria  eller  sa  kailade  oiimliga  rötter.  Vetensk, 
Acad.  HandL  1785  och  1786,   Zusätze  dazu  ibid.  1789. 

Bring,  Meletemata  quaedam  mathematica  circa  transformationem 
aequationum  algebraicarum.  Lundae  1786.  Gin  Auszug  davon  in  Grün. 
Arcb.  XLL  105.  1864. 

Nicolai,  Giamb.,  Della  possibilitä  della  soluzione  analitica  del 
caso  irreducibile.  Padova  1791. 

Hulbe,  Analytische  Entdeckungen  in  der  Verwandlungs-  und  Anf- 
lösungskunst  der  hohem  Gleichungen.  Berlin  und  Stralsund  1794. 

Bourgnet  (Dubourget),   Opuscules  mathematiques  conteuant  de 
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nouTelloH  th^ories  pour  U  rt^Bolution  dea  ^quations  de  2"'  —  4™'  degree. 
Leyde  et  Paris  1794. 

Frend,  Principles  of  slgebra.    1796. 

Tegman,  Regula  Cardani  et  methodus  Bringiana  i-adiiiK  inve- 
niendi  cubicas  iuter  se  collatae.    II  Ft.   Lundae  1798. 

—  De  aequatione  biquadratica.  Ibid.  1798. 

—  Ett  ny  aStt,  att  iransfonnera  equationer  och  finna  rötter, 
(Vetemk.  Acad.  Handl.  1801.) 

Wilson,  Easay  on  the  resolution  of  algebraical  equations.  Phil. 
Trans.  1799.    pg.  300. 

Wood,  On  the  roots  of  equatione.   PhiL  Trans.  1798. 

Lacroiz,  De  la  r^solutioii  g^nSrale  des  equatione.  Complum.  des 
Elements  d'Algöbre.  pg.  24—143.  Paria  1804.  (I.  i-dition  1799.) 

Ruffini,  Teoria  generale  delle  eqnazioni  in  ctii  ei  dimostra  im- 
possibite  1&  soluzione  algebraica  delle  eqnazione  generali  di  grado  sn- 
periore  al  qnarto.  2  Vol.  Bologna  1798. 

—  Della  insolubilitä  delle  eqnazioni  algebraiche  generali  di  grado 
superiore  al  quarto.  Uem.  Soe.  Ital.  X.  1803.  XII.  1805.  Mem.  Istit. 
Nazion.  Italian.  I.   1S06. 

—  Riflsssioni  intomo  alla  Boluziooe  dell'  equazioni  algebraiche 
generali.  Modena  1813.  I.  cap.  1.  II.  cap.  3. 

GaasB,  Demonstratio  nova  theorematis,  omnem  functionem  alge- 
brucam  rationalem  integram  unius  variabilia  in  factores  reales  primi 
vel  secundi  gradus  reaolvi  posse.   Uelmstadü  1799. 

— '  Demonstratio  altera,    Zach'a  monatl.  Corr.  III.   1814. 

—  Diaquisitiones  arithmeticae.    Lipaiae   1801. 

—  Auflösung  der  binomischen  Gleichungen.  Abh.  der  Göttinger 
GeBellscbaft.  IV.  1849. 

—  Beitrage  znr  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.  GSttiiigen 
1849. 

Malfatti,  Dublei  proposti  a  Paolo  Ruffini  sulla  sua  dimostra- 
zione  della  impossibilitä  di  risolvere  le  eqnazioni  superiori  al  quarto 
grado.   Mem.  Soc.  ItoL  XI.   1804. 

Meredith,  A  new  method  of  resolving  cubic  equations.  Trans,  of 
the  Royal  Irifih  Acad.  VU.  Dublin  1800. 

PoisBon,  SoT  r^limination  dans  les  questions  alg^briques.  Journ. 
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Schönberg,  De  analytids  nonnnllis  aeqtiationnm  formie.  üpeala« 
1812. 

—  Prolegomens  in  modum  eiprimandi  aequatiouum  rsdices.  Ibid. 
1816. 

Garnier,  DiBCnssioit  des  racinex  et  etimiuation  eatre  deux  tqne.- 
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Intione.  Oreifewald  1815. 

Schuster,  Neue  AnflGaatigBmethode  quadratischer  Oleiohungen. 
Salzburg  1816. 
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XV.  PL  Upsalae  1817. 

—  NouT.  considerations  Bur  la  rL'aolution  des  equations  algäbriquee. 
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Posselt,  Indirecte  Auflösung  der  Gleicbungen  dritten  Grades. 
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equations  of  any  degree.  Phil.  Uag.  1840. 
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1846. 
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—  Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vierten  Grades.  Ibid.  XII. 
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n'™  Grades,  nebst  deren  Anwendung  auf  die  Auflösung  der  Gleiohnngen 
des  dritten  und  vierten  Grades.   Gran.  Arch.  XXVm.  S.  206.   1867. 

Scheffler,  Allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen.  SituationskalkOL 
S.  396.  Braunschweig  1851. 
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Gleichungen,  in  denen  das  zweite  Glied  nicht  fehlt.  Ihid.  XXXI.  S.  477. 
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Compt.  rend.  XLVI,  pg.  715.  961.  Paris  1858.  Crelle's  jQurn.  LH.  pg.  6. 

—  Snr  la  th^rie  des  üqoations  modulaires.  Paris  1859.  Man  vergl. 
Zeitscjir.  f.  Math.  u.  Phys.  XVm.  S.  94.   1873. 

—  Sur  la  transformation  du  troisiöme  ordre  des  fonctions  ellip- 
tiques.  Extr.  d'une  lettre  &  r6diteur.  Crelle's  Joum.  LX.  S.  304.  Berlin 
1862. 

Lebesgue,  Sur  la  räsolntion  de  l'tvquatjon  du  quatriöme  degrä, 
N.  ann.  math.  XYII.  pg.  386.  Paris  1868. 

—  Snr  la  rcsolution  de  Täquation  du  quatriäme  Aagti  pat  les 
fonctions  elliptiques.  Joum,  m&th.  yXTIT.  pg.  391.   1858. 
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Schlechter,  Die  quadratische  Gleichang.  Progr.  Bruchsal  1859. 
Jourdain,  M6thod0  pour  la  r6si>1ntioa  dea  6quatioiis  Uttörales  dn 
troiBiäme  et  qoatriöme  degrä.  Jonm.  math.  XXIV.  pg.  206.   1869, 
Cayley,  Snr  r«quationa^' — 1=-0.    Crelle's  Joum.  XLI.  1851. 

—  NoaT.rechercbes  sur  lee  coTariante.  Crelle's  Joarn.  XLVII,  1854. 

—  On  quanticB.  Proceed.  of  the  Roy.  Soc.  toL  VII.  1856. 

—  Note  Bur  la  m^thode  d'^limiiiatioii  de  B^zoat.  Crelle's  Jonm,  LIII. 
1856. 

—  On  the  theorjr  of  algebraic  curves.  Oambr.  math.  Journ.  IV. 
1845. 

—  Note  sur  leB  ooTariantB  d'uoefunction  quadratique,  eabique  on 
biquadratiqae  ä  deuz  md6terininäeE.  Crelle's  Jonm.  L.  S.  285.   1855. 

—  On  the  theory  of  linear  traaBformations.  Ibid.  and  Cambr.  and 
Dublin  math.  Joom.  I.   1646. 

—  Deiix  Notes  sur  ta  transformation  de  TscbimhaoBen.  Crelle's 
Joum.  LVni.  8.  259  n.  263.  1860. 

—  Note  on  tbe  eqnation  for  the  Bqoared  differences  of  the  roots  of 
a  cubic  equation.  Qnart.  Joum.  math.  HI.  pg.  307.  1860. 

—  Ueber  biquadratische  Formen.  Math.  Ann.  I.  S.  54.   1869. 

—  On  the  geometrical  Interpretation  of  the  covarianta  of  a  binar 
cnbic.  Qoart,  Joum.  math.  X.   148.   1870. 

—  On  the  theory  of  invariauts.  Uath.  Ann.   III.  268.  1871. 

—  Fiftli  Uemoir  upon  quantics.  Phil.  Trans,  vol.  148.  p,  429. 
London  1868. 

—  On  a  theorem  in  covariantB.  Math.  Aon.  V.  625.  1873. 
BrioBchi,  Sur  une  formule  de  Cajley ,  contenant  une  r^lation  enti'e 

les  corariantB  de  la  fonction  biquadratique,  Crelle'a  Joum.  Llll.  p.  377. 
1866. 

—  Teoria  dei  covarianti.  Ann.  di  mat.  pur.  ed  applic. 

—  Sur  une  uouTelle  propri6t6  du  r^aultant  de  dem  -iquations 
alg^briques.  Ibid.  p.  372. 

Uniler,  H.,  Beitr&ge  zur  Geschichte  der  Algebra.  MDnchen  1857. 

—  Ueber  biquadratische  Gleichungen.   MUnchen  1868. 
Blerzy,  de,  Ihvarianta.  Nouv.  ann.  de  math^m.  XTII.  pg,  301. 

1858;  rVin.  p.  420.    1859. 

—  üsage  des  invariants  dans  la  räsolution  alg6briqne  des  6qnatious 
du  in'*~  et  IV*""  degrt.  p.  428. 

Terquem,  Notions  ^l^mentures  sur  lee  invariants,  covanantB,  dis- 
criminants  et  hyperd^terminants.  Nout.  ann.  de  math.  XVIII.  p.  249. 
299.  446.  1869. 

—  L'^uation  du  qustriöme  degi^.  Nouv.  ann.  math.  XIX.  pg.  14. 
1860. 

Spitz,  Neue  AuflCsung  der  cubiachen  Gleichungen.  Grün.  Arch. 
XXXn.  S.  199.  435.  1859. 

—  Zur  Auflfisung  der  biquadratiseben  Gleichungen.  Ibid.  XXXTTI. 
S.  442.  1859. 

Dewalf  et  Martelli,  Sur  l'^quation   anx  oarrgs   des  differences 
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deB  racioes  de  l'6quationdu  qnatriäme  degrä.  N.  ans.  math.XlX.  pg.  195. 
1860. 

Young,  Paxton,  Exact  resolution  of  algebraical  equationa  ia  all 
th«  Golvible  caees.  Quart  Journ.  matb.  IV.  p.  341.  1860. 

Kulik,  Beitrage  zur  Auflösung  höherer  Gleichungen  überhaupt  und 
der  cubischen  Gleichtmgen  insbesondere.  Frag  1860. 

Janfroid,  Solution  d'une  fiquation  cubique  litUirale.  Nouv.  ann. 
matb.  XX.   1861. 

—  Sur  leB  racines  d'une  ^quation  du  quatriöme  degrä.  Ibid.  XXIII. 
p.  399.  1864. 

Bellavitis,  Sulla  risoluzione  algebrica  dell'equaiioni.  Venezial861. 

—  K6solntion  de  l'gquation  du  quatriöme  degi-ii.  N,  ann.  math.  XXIII. 
pg.  121.  1864. 

Catalan,  Note  Bur  requaiion  du  troidäme  degr6.  Compt.  read.  LIV. 
pg.  659.  1862. 

—  Sur  r^qoation  du  quatriöme  degrC-.  N.  ann.  matb.  XXII.  pg.  34 1 . 
520.  1863;  XXIX.  pg.  379.  1870. 

—  SurlatransformationdeB^uations.  N.corroBp.m&th.  II.  342.1876. 
Eisenlohr,  Sur  l'^quation  du  troisiäme  degr6.   Compt.  read.  LY. 

pg.  64.  1862. 

Fiedler,  Die  Elemente  der  neuem  Geometrie  und  der  Algebra 
der  bin&ren  Formen.  Leipzig  1862. 

Salmon,  LeasooB  introductorj  to  the  modern  higher  algebra. 
Dublin  1859.  Vorlesungen  zur  Einführung  In  die  Algebra  der  linearen 
Transformationen.   Deutsch  von  Fiedler.  Leipzig  1863. 

—  Le^ns  d'algöbre  Bupcrieure.  Tradnit  par  Bazin  et  Hermite.  XIII. 
Paris  1868. 

—  Analytische  Geometrie  der  Curven  im  Baume  und  der  alge- 
braischen Flachen.  Deutsch  von  Fiedler.   Leipäg  1865. 

Schlömilch,  NeCe  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  VI.  S.  49.  1861.  Man  vergl.  auch  Gnm.  Arch. 
XXXIX.  S.  230.  1862;  XLIV.  8.  60.   1865. 

• —  üeber  die  Beduction  der*biq\ia,dratischen  Gleidinngen.  Ztechr. 
f.  Math.  u.  Phys.  Vm.  S.  223.  1863. 

—  Sur  l'tqualion  du  quatriömedegrt,  Journ.  math.  XXVIII.  p.  99. 1863. 
Meyer,  G^  F.,  Bemerkung  zu  Schlttmilch's  Auflösung  der  biquadra- 
tischen Gleichungen.   Grün.  Arch.  XXXIX.  S.  230.    1862. 

Matthiessen,  Ludwig,  Neue  AuHösungen  der  quadratischen, 
cubischen  und  biquadratischen  Gleichungen.  Zeitedir.  f.  Matb.  u.  Pbye.  VIII. 
S.  133.  1863. 

—  Neue  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen.  Ibid.  8.  140; 
Grün.  Arch.  XLL  S.  231.  1864;  XLIV.  S.  80.  1865;  Heis  Aufgaben- 
sammlung. S.  354.  Köbi  1864. 

—  Ueber  einen  Zusammenbang  der  Seiten  eines  Kreievierecks  mit 
den  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung,  Zeitschr.  f.  Matb.  u.  Phys. 
IX.  S.  453.  1864. 

—  Ueber  eine  merkwürdige  Beziehung  der  Seiten  und  Diagonalen 
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eine»  EreiBTierecks  zu  den  Woizeln  einer  biquadratischen  Gleichung  und 
ihrer  ReaolTente.   Ibid.  X.  8.  331.   1865. 

MatthieBBen,  Ludwig,  Die  algebiaiBohen Methoden  der  Auflösung 
der  litteralen  quadratischen,  cubischen  und  biquadratiachen  Gleichungen. 
Eiste  Serie:  Die  Subatitutionsmcthoden.   Leipzig  1866. 

—  Methode  der  Auflösuiig  litteraler  cnbiacher  und  biqoadratiacher 
Gleichungen.   Grün.  Areh.  XLV.    S.  415.    1866. 

-^  Resolution  nouvelle  de  l'^quation  du  quatriäme  degrä.  Giomale 
di  Uatem.  dal  Battaglini.  Napoli  1867.  * 

—  Methode  der  Entwicklung  der  Qleicbnng  der  Wnrzelsummebebnfs 
Auflösung  der  biqnadratischen  Gleichungen.  Zeitschr.  f.  U&tb.  u.  Phys. 
XIL  8.  310.  1867. 

—  üeber  ein  die  cubischen  Gleichungen  betreffendes  Problem  von 
Barn.  Tortolini.  Grün.  Arch.  XLVIL  S.  460. 

—  Die  Regel  vom  falBohen  Satze  (hieab  al-khataayn)  bei  den  Indem 
und  Arabern  des  Hittelalters  und  Anwendung  derselben  zur  algebraischen 
Auflösung  der  linearen,  quadratischen  und  cubischen  Gleichungen.  Ztechr. 
f.  Math.  u.  PhjB.  XV.  8.  41.  1870. 

—  Die  MeUioden  der  Auflösung  der  Gleichungen  vom  ersten  Grade 
nüt  einer  unbekannten.  Schlflssel  zur  Sammlung  von  Beispielen  und 
Aufgaben  aus  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra  von  Dr.  E.  Heis. 
I.  Bd.  §  61.  Köln  u.  Wien  1873  n.  1878. 

—  Die  Methoden  der  Auflösung  der  Gleichungen  vom  zweiten 
Grade.  Ibid.  §  69.  A.  u.  B. 

—  Die  Methoden  der  Auflösung  der  Gleichungen  vom  dritten 
Grade.   Ibid.  §  95'  u.  §  96''. 

—  Die  Metboden  der  Auflösung  der  Gleichungen  vom  vierten 
Grade.   Ibid.  §  98'  u.  §  98^ 

Nordbeim,  Directe  Lösang  der  Gleichungen  höheren  Grddea. 
Frankfurt  1863. 

Machowetz,  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten 
Grades.  Prag  1863. 

Arndt,  Beitriige  zur  Auflösung  der  cubischen  und  biquadratischen 
Gleichungen.  Progi*.   Spandau  1864. 

ünferdinger,  Die  Wurzelformel  der  allgemeinen  Gleichung  des 
vierten  Grades.  Sitzungsber,  der  k.  k.  Acad.  der  Wiss.  Bd.  L.  Wien  1864. 

Clebsob,  üeber  symbolische  Darstellung  algebraischer  Formen. 
Grelles  Joum.  LIX.  1.  1862. 

—  Die  Auflösung  der  quadratischen,  cubischen  und  biquadratischen 
Gleichungen.  In  seiner:  Theorie  der  bin&ren  algebraischen  Formen, 
§§  30—51.  Leipzig  1872. 

—  Zur  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen.  Math.  Ann.  III, 
265.  1871. 

—  Die  binftren  quadratischen,  cubischen  und  biquadratischen  For- 
men.  In  seinen:  Vorlesungen  über  Geometrie.    Bd.  I.  Leipzig  1876. 

Faure,  Sur  Täquation  du  troisiäme  degrü,  N.  ann.  math,  XXUI. 
pg.  116.  1864. 
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Job,  Beitrflge  zur  Auflösung  der  Qleicliniigea.  Progr.  Dresden  1864. 

Martelli,  Racine  de  I'^quation  gto^rale  du  quatriSme  degr6. 
N.  ann.  math.  XXUI.  p.  401.  1864. 

V^riot,  8ur  la  rSaolution  de  Täquatiou  du  troisiäme  degrä.  Coinpt. 
rend.  LX.  pg.  556.  1866;  LXVI.  p.  619,  730.  1868. 

Vogt,  Tb6oTie  des  6qnatioiis  recipioques.  GruB.  Arch.  XLIV.  B,  &0. 
1865. 

Ball,  On  the  algebr&ical  solation  of  biquadratic  equatiooe.  Quart. 
Joum.  VU.  p.  6,  358.  1865. 

Fokorny,  Ueb«r  die  biquadratäschen Oleichangen.  Zeitschr, f, Math, 
u.  Phys.  X.  320.  1865. 

Dienger,  Theorie  und  Auflösung  der  hdheren  Gleichungen.  Statt- 
gart 1866. 

—  Studien  zur  Theorie  der  Covarianten  und  LoTarianten  der  bioSren 
Formen.  Frag  1870. 

Pratt,  Solution  of  th«  cubic  luid  biquadratic  equationu.  London 
and  Liverpool  1866. 

Alexandre,  Methode  pour  rt«oudre  les  uquations  du  troiBiänie 
degre  en  amenant  dans  le  premier  membre  nn  cube  |iarfait.  N.  ann. 
math.  XXV.  p.  358,  627.  1866. 

—  Sur  le  moyen  de  ramenar  une  equation  quelconqne  du  qua- 
iriäme  degr6  k  une  ^iiation  reciproque  du  mäme  degrä.  Ibid.  p.  477. 

—  Methode  ei  formule  pour  la  rüsolution  des  äquatious  du  troi- 
«iöme  dogrfe.   Ibid.  XXIX.  p.  293.  1870. 

Siebel,  Ein  Beitrag  zur  geometriHchen  und  algebraischen  Auf- 
lösung der  cubischen  Gleichungen.   Düsseldorf  1866. 

—  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen.  Grün.  Arch. 
LVI.  422.  1874;  LVII.  73,  350.  1«75;  LVni.  127.  1876. 

'  Schramm,  Les  invariants  et  les  covariants  en  qualitä  de  critäres 
pour  les  racines  d'une  Equation.  Aflnali  di  mstem.  Ser.  IL  I.  pg.  259. 
1867;  m.  p.  41.  1870. 

Jordan,  Snr  les  corariants  et  invariants  des  Formes  bintures.  Compt. 
rend.  LXVI.  p.  117.  1868. 

Kirkman,  On  the  general  reaolution  of  algebraio  equations.  Fhil. 
Mag.  XXXVI.  pg.  169,  264.  1868. 

Beckendahl,  Gleichungen  höherer  Grade.  Nürnberg  1869. 

Grassmann,  H.,  Elementare  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 
vierton  Grades.    Grün.  Arcb,  LI.    S,  93.    1870. 

Le  Besgue  (voir  Art.  Lebesgue),  Sar  I'äquation  da  troisiöme  degr6. 
N.  ann.  math.  XXIX.  pg.  629.  1870. 

Bardey,  Eine  Auflösung  der  vollstKndigen  Gleichungen  vierten 
Grades.  In  seiner  AufgabenBammlung  Kap.  39.  Leipzig  1871. 

Gnndelfinger,  Zur  Auflösimg  der  cubischen  Gleichungen.  Math. 
Ann.  lU.  3.  272.  Leipzig  1871. 

—  üeber  binfire  Formen.  CreUe's  Joum.  LXXIV.  S.  87.  1872. 
Schulenburg,  Die  Gleichungen  der  drei   ersten  Grade.   Altona 

1871. 
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du  troUiöme  degr6  en  1  a  toutee  ees  racines  r^lles.  N.  ann.  matb.  XXXI. 
pg.  305.  1872. 

Darboux,  Sur  la  r^solution  de  l'equaiion  da  quatriöme  degr^. 
Jonrn.  math.  XXXVIII.  pg.  220.  1873. 

Enneper,  Notiz  Aber  die  biquadraÜsche  Oleichung.  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phye.  XTIU.  S.  93.  1873. 

Diekinann,  Zur  Theorie  der  GleichuDgen  zweiten  Grades.  Zeitacbr. 
f.  math.  u.  naturw.  Unterricht.  IV.  S.  392.  1873;  V.  S.  222  u.  362. 
1874. 

—  Zur  Theorie  der  biquadratischen  Gleiohimgeu.  Ibid.  VTI.  S.  100. 
1876. 

~~  AuflSaung  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades. 
Kap.  V  seiner  Einleitung  in  die  Lehre  von  den  Determinanten  und  ihrer 
Anwendung.  Essen  1876. 

Neil,  Ueber  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  vierten 
Grades.  Gran.  Arch.  LVT.  B.  407.  1874. 

Bauer,  E.  L.,  üeber  eine  Art  bi quadratischer  Gleichungen,  die 
sich  mit  Hülfe  quadratischer  Gleichungen  lösen  lassen.  Zeitschr.  f.  math. 
u.  naturw.  Unterricht.  V.  S.  317.  1874. 

Binder,  üeber  biquadratiache  Gleichungen.  Ibid.    S.  369. 

Hoppe,  Construction  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten 
oder  vierten  Grades  mittels  einer  festen  ParabeL  Grün.  Arch.  LVI.  S.  110. 
1674. 

Painvain,  Sur  la  m6thode  d'61iiniiiatioii  de  Bteout.  Nonv.  ann. 
math.  XXXni.  p.  278,  447.  1876.  , 

Hunratb,  Algebraische  Untersuchungen  nach  Tschimhausen's  Me- 
thode. L  Progr.  Glflckstadt  1876. 

Andr^,  Sur  l'6qnaÜon  du  troisi^me  degrö.  N.  ann.  math.  XXXTV. 
356.  1876. 

Eatter,  Ueber  die  fiesultante  zw.eier  algebmischer  Gleichungen. 
Putbus  1876. 

Faa  de  Bruno,  Theorie  des  formes  binaires.  Turin  1876. 

Giordani,  I  sei  carteUi  di  matematicadisfida,  primamente  intomo 
alla  generale  risoluzione  delle  equaidoni  cubiche  di  Lodovico  Ferrari,  coi 
sei  controcartelli  in  rispoata  di  Nicolo  Tartaglia,  comprendenti  le  solu- 
zioni  dei  quesiti  dall'  una  e  dall'  altra  parte  proposti.  Repert.  von  KSnigs- 
berger  und  Zeuner  I.  S.  419.  1877;  Histor.-litt.  AbtheiL  der  Zeitschr. 
f.  Math.  ü.  Phys.  XXn.    8.  133.   1877. 

Biasi,  n  caloolo  aulle  inoognite  delle  equazioni  algebriche.  —  Stndi 
analyüci.  Report,  von  KCnigsberger  und  Zeuner.  I.  S.  31ß.   1877. 

Kostka,  Ueber  die  Bestimmun^von  symmetriechen  Functionen  der 
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Job,  Beitrage  zur  Anflöeung  der  GleichungeD.  Frogr.  Dresden  1864.. 

Martelli,  Racine  de  l'^nation  gän^rale  du  quatri^me  degi^. 
N.  aim.  math.  XXm.  p.  401.  1664. 

V6riot,  Siir  la  räsolution  de T^qu&üon  du  troisiäme  degr».  Compt. 
rend.  LX.  pg.  656.  1865;  LXVI.  p.  filfl,  730.  1868. 

Vogt,  Theorie  des  ^quations  reeiproqnea.  Grun.  ArcK  XLIV.  S.  50. 
1865. 

Ball,  On  the  algebraical  Bolution  of  biquadratic  equatione.  Quart 
Joum.  Vn.  p.  6,  358.  1865. 

Fokorny,  Ueber  die  biquadratisohen  Gleicbnngen.  Zeitschr.  f.  Math. 
u.  PhjB.  X.  320.  1866. 

Dienger,  Theorie  und  AuflCsung  der  höheren  Gleichungen.  Stutt- 
gart 1866. 

—  Studien  zur  Theorie  d«r  Covarianten  und  Invarianten  der  binSren 
Formen.  Prag  1870. 

Fratt,  Solution  of  the  cubic  and  biquadratic  equations.  London 
and  Liverpool  1866. 

A.Iesandre,  Methode  pour  r6Boudre  les  öqaationB  du  troisidme 
(legre  en  amenant  dang  le  premier  membre  un  ciibe  p&rfait.  N.  ann. 
math.  XXV.  p.  358,  627.  1866. 

—  Sur  le  moyen  de  ramener  une  equation  qaeloonque  du  qua- 
triäme  degrfe  tl  nne  feqnaüon  r^ciproque  du  möme  degr^.  Ibid.  p.  477. 

—  Methode  et  formule  pour  la  rüsolution  dee  (»luationB  du  troi- 
tjiäme  degi^.   Ibid.  XXIX.  p.  293.  1870. 

Siebel,  Ein  Beitrag  zur  geometrischen  und  algebraischen  Auf- 
lösung der  cubisohen  Gleichungen.  Düsseldorf  1866. 

—  Untersuchungen  Über  algebrusohe  Gleichungen.  Grun.  Arch. 
LVL  422.  1074;  LVU.  73,  350.  1«75;  LVni.  127.  1876. 

'Schramm,  Lee  invariants  et  loa  covariants  en  qualit6  de  critires 
pour  les  racines  d'une  6qnation.  AAnali  di  matem.  Ser.  IL  I.  pg.  259. 
1867;  m.  p.  41.  1870. 

Jordan,  Sur  les  covariants  et  invariants  des  foimes  bintures.  Compt. 
rend.  LXVI.  p.  117.  1868. 

Kirkman,  On  the  generat  resolution  of  algebraic  equstions.  Fbil. 
Mag.  XXXVI.  pg,  169,  264.  1868. 

Beckendahl,  Gleichungen  höherer  Grade.  Nürnberg  1869. 

Grassmann,  H.,  Elementare  AnflOsnng  der  allgemeiuen  Gleichung 
vierten  Grades.   Grun.  ArcL.  LI.   8.  93.   1870. 

Le  Besgue  (voir  Art.  Lebesgue),  Sur  T^quatlon  du  troieiäma  degr(>. 
N.  ann.  math.  XXIX.  pg.  529.  1870. 

Bardey,  Eine  Auflösung  der  vollütändigeu  Gleichungen  vierten 
Grades.  In  seiner  Aufgabensammlung   Kap.  39.   Leipzig  1871. 

Gundelfinger,  Zar  Auflösung  der  cubiecben  Gleichungen.  Math. 
Ann.  IIL  8.  272.  Leipaag  1871. 

—  Ueber  binare  Formen.  Crelle's  Joum.  LXXIV.  8.  87.  1872. 
Scbulenbnrg,  Die   Gleichungen  der  drei   ersten  Grade.   Altona 

1871. 


lyGoo^^lc 


g.  Litteratoir  tod  1360—1878. 

Gerono,  L'^uation 
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du  troisiäme  degre  en  A  a  toates  ses  racineB  r^llee.  N.  anu.  tnatb.  XXXI. 
pg.  305.  1872. 

DarboDz,  Sur  la  r^Bolution  de  l'^quation  du  quatri^me  degrf. 
Journ.  math.  XXXVin.   pg.  220.   1878. 

Enneper,  Notiz  Über  die  bi quadratische  Gleichung.  Zeitsohr.  f. 
Math.  n.  Phys.  XVIIL  S.  93.  1873. 

Diekmann,  Zur  Theorie  der  Gleichungen  zweiten  Grades.  Zeitsohr. 
f.  math.  u.  naturw.  Unterricht.  IV.  S.  392.  1873;  V.  S.  222  u.  362. 
1874. 

—  Zur  Theorie  der  biquadratischen  Gleichungen.  Ibid.  VTE,  S.  100. 
1876. 

—  Auflfisong  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  Tiert«n  Grades. 
Kap.  V  seiner  Einleitung  in  die  Lehre  von  den  Determinanten  und  ihrer 
Anwendung.  Eaaen  1876. 

Neil,  üeber  die  allgemeine  AuflÖBung  der  Gleichungen  viertel 
Grades.  Grün.  Arch.  LVI.  ö.  407.  1874. 

Baner,  E.  L.,  Ueber  eine  Art  biquadratischer  Gleichungen,  die 
sich  mit  HUlfe  quadratischer  Gleichungen  ISsen  lassen.  Zeltschr.  f.  math. 
u.  naturw.  Unterricht  V.  S.  317.  1874. 

Binder,  Ueber  biqnadratische  Gleichungen.   Ibid.    S.  369. 

Hoppe,  Construction  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten 
oder  vierten  Grades  mitteU  einer  festen  ParabeL  Grün.  Arch.  LVI.  S.  110. 
1874. 

Painvain,  Sur  la  m^thode  d'^limination  de  B^zont.  Nouv.  ann. 
math.  XXXm.  p.  278,  447.  1876.  i 

Hunrath,  Algebraische  Untersnobungen  nach  TBChimhausen'B  Me- 
thode. L  Progr.  Glockstadt  1876. 

Andr6,  Sur  l'^quation  du  troisiäme  degr6.  N.  ann.  math.  XXXIV. 
356.  1876. 

Satter,  tTeber  die  Eesaltante  zweier  algebraischer  Glmobnngen. 
Putbu8-1876. 

Faa  de  Bruno,  Th6orie  des  formes  binaires.    Turin  1876. 

Giordani,  I  sei  carielli  di  matematica  disfida,  primamente  intomo 
alla  generale  risoluzione  delle  eqnazioni  cubiche  di  Lodovico  T'errari,  coi 
sei  controcarteUi  in  risposta  di  Nicolo  TartagUa,  comprendenti  le  sohl- 
ziooi  dei  quesiti  dall'  una  e  dall'  altra  parte  propostL  Report,  von  KCnigs- 
berger  und  Zeuuer  I.  S.  419.  1877;  Hietor.-litt.  AbtheiL  der  Zeitsohr. 
f.  Math.  u.  Phys.  XXIL    S.  133.  1877. 

Biasi,  B  caloolo  suUe  isoognite  delle  equarioni  algebriche.  —  Studi 
analytici,  Report,  von  Königsberger  nnd  Zenner.  I.  8.  316.   1877. 

Kostka,  Ueber  die  Bestimmung'von  symmetrischen  PuncUcmen  der 
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Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  diireh  deren  Coeffieieaten.  Eepert- 
von  Königaberger  und  Zeuner.  I.  S.  158.  1877;  Grelle' a  Joum.  LXXXI. 
S.  281. 

Petersen,  Theorie  der  algebraiechen  Gleichungen.  Aus  dem  Däni- 
schen übera.  von  t.  Fisch er-Benzon.  Kopenhagen  1878. 

Weich old,  Solution  of  the  irreducible  case  in  ciibic  equation». 
American  Jonm.  of  Hathem.  I.    Baltimore  1878. 

Schlegel,  Vict.,  Gemeinsame  Methode  zur  Lösung  der  Gleichungen 
zweiten,  dritten  nnd  vierten  Grades.  In  s.  Lehrb.  der  elem.  Uatfaem.  I. 
§  118.  WolfenbOttel  1878. 


IT.   Die  arithmetischen  Näherungsmethoden  der  Auflösung 

der  numerischen  algebraischen  und  transcendenteu 

Gleichungen. 

Leonardo  Fibonacci  (filius  Bonacci)  ans  Pisa;  deshalb  anch  Leo- 
nardo Pisano  genannt,  erlernte  zu  Bugia  in  der  Berberei  die  aiahische 
Arithmetik  und  Algebra.  Derselbe  schrieb:  Liber  abaci  1202;  neu  um- 
gearbeitet 1228.  Liber  abaci  di  Leonardo  Pisano  pubblicato  da  Bald. 
Boncompagni.  Borna  1847.  (Vergl  Woepcke,  Sur  l'introduction  etc. 
pg.  4.)  Darin:  Quaestiones  algebrae  et  almuchabalae.  (Woepcke,  Introd. 
pg.  64.) 

—  Es8(ü  de  d^terminer  la  nature  de  la  meine  d'une  6quätion  du 
troisiöme  degr^;  par  Woepcke.  Journ.  asiat.  1854.  Joum.  math.  Tom.  XIX. 
pg.  401—406.  1864.  Tom.  XX.  pg.  54—62.  1855. 

Fibonacci  gab  auch  die  numerische  Auflösung  der  cubischen  Gleichung 
ar"  +  2**  +I0x  =  20,  x=lP 22'  7" 42^" 33" 4^ 40".  Man-vergl. 
Scritti  di  Leonardo  Pisano,  pubbl.  daB.  Boncompagni.  YoL  IL  p.  234. 
Bom  1862. 

Tsln  Kiu  Tschaou  (1210—1290),  chinesischer  Mathematiker, 
schrieb:  Leih  tien  yuen  ph  (Algebra  der  höheren  Gleichungen).  Hierin 
ist  eine  NBherungamethode  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen 
(Tien  yuen-Regel)  mit  Anwendung  der  Lihn-Tafel  (BiaomialcoefBcienten) 
gelehrt.  , 

Le  Yay  Jin  King  (um  1300),  Tsih  yuen  ha  king.  Ein  Werk 
aber  Algebra,  worin  die  Tien  yuen-Regel  angewandt  wird. 

Yieta,  Fr.,  De  numeroaa  potestatum  puranun  atque  adfectarum 
resolutione.  Paris  1600. 

—  Opera  math.  operä  atque  studio  Fr.  a.  Schooten.  IV.  Lngd. 
Batav.  1646.  Man  vergl.  Egen,  Algebra  §  464. 

Newton,  De  analyai  per  aequationes  numero  terminorum  infinitas. 
1C69.   Vergl.  Commercium  epistolicum,  Job.  Collins.    London  1712. 

—  Auflösung  numerischer  Gleichungen.  (Brief  an  Oldenburg.  1676 
13.  JunL)  Vergl.  den  Anfang  der  Uethodus  fluiioanm.   Paris  1740. 

Collins,  Account conceming  the  resolutioa  of  equations  in  numbres. 
PhiL  Trans.  1669. 
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Halle7,  Hetbodus  nova  invemendi  radices  äeqaationam  quamm- 
cnnqne  generaliter.  Phil.  Trans.  1694. 

Lagny,  Methode  nouvelle  poar  former  et  reaoudre  toutee  les  ^ua- 
tionB.    Htm.  Far.  pt.  I.  et  U.;  Paris  1705  et  1706. 

Louböre,  Traitti  de  la  rtsolutioa  des  yquations.   Paris  1729. 

Kfistner,  Aequationum  spedosarum  resolutio  Neutouiana  per  serieg. 
Lipsiae  1733. 

Nicolo,  De  radicibus  aequationis  cubicae  in  series  iDfinitae  evolven- 
dea.  Mäm.  Par.  1738. 

'Clairaut,  Elements  d'algübre.  Paris  1746. 

Enler,  Regula  faleorum  in:  Introd.  in  &naL  infinit.  I.  cap.  22.  1748. 
Auch  im  IIL  Bande  der  Michelsen' sehen  üebers.   Berlin  1791. 

—  VonderAufltSsuDg  der  Gleichungen  durch  Näherung.  Vollst  Anl. 
zur  Algebra.  2.  Tbeil.  §  200.  Petersburg  1770. 

Segner,  Methodus  simplex  et  universalis  omnes  omnium  aequa- 
tio&nm  radices  detegendi.   Not.  Comm.  Fetrop.  VII.  1761. 

Lagrange,  Sur  lä  rusotution  des  uquations  num^riqnes.  M6m. 
BerL  1767. 

—  Addition  au  Memoire  pr^o^ent.  Ibid.  1768. 

—  Nouvelle  m^thode  pour  resoudre  les  equatione  littörales  par 
le  mojeii  des  8(:ries.  üim.  de  l'acad.  de  Berlin  1768;  ülx.  anal.  I. 
pg.  177. 

—  Trait^  de  la  r^solution  des  äquations  numeriques  de  tous  les 
degr^a.   Ohap.  III.  Paris  1798  et  1808. 

Bernoulli,  Dan.,  Anwendung  der  recurrenten  Reihen  auf  die  Be- 
rechnung der  Wurzeln  einer  Gleichung,  Comm.  Acad.  Petrop.  III.  Vergl. 
Stem's  Abh.  in  CreUe's  Jonm.  XI.   8.  296. 

Cassella,  Saggio  di  un  testavio  per  risolvere  l'equazioni  di  tutti  i 
gradi.  Napoli  1788. 

—  Metodo  per  trovare  le  radici  numeriobe  d'ogni  equazione.  Mem. 
Soc.  Ital.  XI.   1804. 

Pezzi,  NuoTO  metodo  per  le  radici  prossime  delle  equazioni  nu- 
mericfae  di  qu&lunque  gnido.   Mem.  Soc.  Ital,  VIII.    1799. 

Uurhard,  lieber  Lagrange's  Methode  Gleichungen  durch  NShening 
mittels  Reihen  aufzulösen.    G^ttingen  1796. 

Fr&nchini,  Sur  la  r^aolution  des  i:quations  nam^riques  d'nn  degrt 
quelconque.   Uem.  Torin.  VI.   1801. 

Valperga,  De  la  r6solution  des  equationa  num^riques  de  tona  les 
degrta.  Mem.  Törin.  VI.   1801. 

—  Lettere  dell'  A.  T.  V.  in  qui  si  propone  un  metodo  per  la  soln- 
zione  delle  equazioni  numeriobe  d'ogni  ordine. 

Ruffini,  Sopra  la  determtnazione  delle  radici  nelle  equazioni  nu- 
meriobe di  qualunque  grado.  Modona  1804.  (Gekrönte  Preis  seh  rift.) 

Prasse,  De  aequationibua  numericis  altiorum  ordinnm  commeutatio. 
Lipsiae  1807. 

Budan,  Nouvelle  methode  pour  la  rOsolutioD  des  eqoations  numä- 
riques  d'un  degre  quelconque.  Paris  1807, 
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B&uer,  H-,  Ueber  die  aUgemeine  Entwichelnng  aller  möglichen 
Wurzeln  der  numerischen  Gleichnngen  jeden  Grades.  Potsdam  1810  nnd 
1826. 

Kummer,  De  aeqoatioiubus  numericda  altionun  ordinnm.  Jjipsiae 
1811. 

Hoene-Wrouski,  Resolution  g^n^rale  des  ^uations.  Paris  1811. 
(Vei^l.  Rufftni  hierüber  in  den  Mem.  Soo.  ItaL  XVin.    1820.) 

Coran^ez,  8ur  lee  inoyens  de  diatinguer  la  nombre  de»  nunnes 
reelles  etc.   Monitenr  1811. 

— ■  Rechercheß  aar  la  röaolntdon  des  äquatione.  Joum.  teol.  poljt. 
Nr.  XVn.  1816. 

Lockhart,  A  method  of  approximatdng  towards  the  roots  of  cubic 
eqnation  belonging  to  the  irreducible  cases,   1813. 

—  Resolution  of  equatioos  by  meane  of  inferior  and  Buperior  limits. 
London  1842. 

—  The  nature  of  the  roote  of  numerical  equations.  London 
1850. 

Barlow,  New  mathematical  tables.  London  1814. 

Leg  andre,  Note  anr  la  r^solution  des  '^qnations  num6riqaes. 
Voir:  SuppL  k  l'easai  aur  la  thtorie  des  nombrea.  n""  6dii.  §  IIL 
pg.  28.   1816. 

B^rard,  U6thode  nouvelle  ponr  döterminer  lee  racines  des  ^qua- 
tions  nnm6riques.   Hirnes  1818. 

Horner,  ÄuflÖBung  der  numerischen  Gleichungen.  FhiL  Trans. 
London  1819. 

Pistor,  De  solutione  aeqnationnm  aimplici  altiorum  ope  serienun 
axithmeticaram.  Wiesbaden  1821. 

Drais  von  Sanerbronn,  Fonael  fllr  die  Auflösung  aller  nume- 
rischen Gleichungen.   Mannheim  1621. 

Ekelund,  De  methodo  appropinquandi  ad  vemm  ralorem  radicnm 
datae  aequationis  cujuscunque  numericae.   Lundae  1821. 

—  De  expressionibus  radicnm  aequationis  cubicae  in  oasu  irreduc- 
tibili  ope  serierum  apte  convergentium ,  inveniendis.  Lundae  1824. 

Paletti,  NnoTO  metodo  per  determinare  le  radici  immaginarie  delle 
equazioni  numeriohe.   Torino  1824. 

Ejtelwein,  Berechnung  der  irrationalen  Wurzeln  einer  numerischen 
Gleichung  mittels  der  regula  folsi.  Qrundlehren  der  hohern  Analjsis.  I, 
§  130.  Berlin  1824. 

—  Anweisung  sur  Auflösung  der  höheren  numerischen  Gleichungen. 
Berlin  1637. 

Dandelin,  Sur  la  räsolution  des  ^quations  num6riqne8.  Mem.  Brux, 
m.  1826. 

Kramp,  Les  ^uations  des  nombres.   1820, 

Bill,  Om  quadrattabellemee  bruk  tUlnumeriakaEquationerslOaning, 
Lund  1653  et  1854. 

—  Om  numeriska  Equationers  lOsning  genom  convergenta  opera- 
tioner. Ibid.  1663. 
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Friedrich,  De  ratione  aequationeB  niiinericaB  solvendi  Eramptana. 
Ottoldi  1829. 

Egen,  üeber  die  Methoden,  Zahlengleichungen  durch  fiäbening 
au&ulfisen.  Elberfeld  1829. 

Cauchj,  Memoire  anr  la  rüsolution  des  ^quationa  num^riques  et 
snr  la  thtorie  de  r^limination.  Paris  1629. 

—  B^soluüon  des  ^uations  d'nn  degrg  quelconque.  Compt.  rend. 
Paria  1837. 

.  —  Mttmoire  sur  nue  m^thode  generale  poar  la  d6termination  des 
racines  ri-elles  dea  equatlons  algubriques  ou  mBnie  iranscendantes  pr6Bentt<e 
h  l'acad.    1837. 

—  Sur  la  r^solntion  numt^riqtie  des  ^qnationa  alg^briques  et  trans- 
cendentes.   Compt.  rend.   Paris  1840. 

EOnitzer,  Die  Aoflßsung  höherer  Gleichungen  mit  HUlfe  aritii- 
metiacher  Reihen.  Buppin  1630. 

Ley,  Ueber  die  Auflösung  der  höheren  Gleichungen  durch  Reihen. 
Köln  1831. 

Fourier,  Analyse  des  üquationa  d^teiminöes.  Pnbl.  par  Navier. 
Paris  1831. 

SarruB,  Nouvelle  m^thode  pour  la  r^solntion  des  ^quations  nu- 
meriques.  Strassbourg  1833. 

—  Sur  la  rfBolution  des  öquationa  numeriques  A  une  ou  pInsieurs 
incoannes  et  de  forme  quelconque.  Joum,  math.  par  Liouville  VT.  1841. 

Sturm,  Memoire  Bur  la  rdBolution  des  6quations  num^riques.  Mem. 
sav.  Hrang.  VI. -1835;  Bxtrait  du  memoire  pr6c6dent  dans:  FtTUSsac, 
Bull,  des  acieno.  math.  XI.   1829. 

—  Sur  la  rvsotution  des  uqnations  numiriques.  Paris  1835. 

de  Mauroff,  Nourelle  throne  sur  la  ruBOluüon  des  äqualions 
numeriques  de  tous  lea  degrta.  Petersbourg  1833. 

■  Vincent,  Sur  la  rusolution  dea  äquations  nnm^riquea.  Paris 
1834. 

—  Sur  la  rttsolution  des  uquations  numöriques.  Lille  1835. 

—  Sur  la  rC'solution  des  ^quations  num^riquea.  Joum.  math.  par 
Liouville.  L  1836.  III.  1838. 

Brizard,  Nouvelle  methode  pour  la  rtsolution  dea  ^uations  nu- 
miriques de  touB  lea  degri'B.   Paris  1834. 

Drobisch,  U,  W.,  OrundzUge  der  Lehre  von  den  uumeriEchen 
Gleichungen.  Leipzig  1834. 

Grelle,  Bemerkungen  zn  den  Mitteln,  algebraische  Gleichungen 
näherungaweise  zu  lösen.  Abb.  der  Berl.  Akad.   1836. 

Murphy,  Od  tbe  roots  of  equations.  Phil.  Uag.  Ser.  III.  Vol.  II. 
1833.  XL  1837. 

—  On  tbe  reBolution  of  equaüons  in  finite  differencea.  Trans.  Cambr. 
Phil.  Soc.  VL  pt  L   1836. 

—  Analysis  of  tbe  roots  of  equationa.  Phil.  Trans,  pt.  I.  4837. 

—  On  an  error  of  Fourier  in  bis  „Analyse  dea  Equations".  Phil. 
Mag.  XI.    1837. 

I,  OiDudiog«  d.  ut.  B.  Bod.  Aliebn.  63 
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Dirkaen,  Ueber  die  Trennung  der  Wurzeln  einer  numeriBchen 
Gleichung.  Abb.  der  Berl.  Acad.  1836. 

GrSffe,  Die  Anflöeung  der  hohem  numerischen  Olelchnngen. 
Zürich  1837.  Man  yergl.  Encke,  BerL  aatron.  Jahrb.  1811,  und  Crelle's 
Jonm.  XXn.  S.  19S. 

Oräffe,  Zusätze  zu  seiner  Methode.  Progr.  ZUrich  1839. 

Francoenr,  B^solatios  des  ^quations  onm^riqneB.  Cours  comp!,  des 
mathfiin. pures.  IV""  cditll.  prop.586.  Paris  1837.  (P-'i-dit  PariBl809.) 

Libri,  Sor  la  dätermination  approch^e  des  raciaes  des  ^quations 
a^i^briquea.    Compt.  rend.  IV.    1837. 

—  Sur  la  reaoiution  dune  closse  d'uquatious  numfirifjues.  Ibid. 
XVII.   1843. 

Mozhnik,  Theorie  der  numerischen  Gledcfaungen  nach  Gant^y. 
Wien  1839. 

Stern,  Ueber  die  Auflegung  der  traiiEceadMiten  Qieichungen.  (Qe- 
krQnte  PreischrifL)   Grelles  Jonm.  XXII.  Berlin  1841. 

—  Elementarer  Beweis  eines  Fundamentalgesetzes  ans  der  Theorie 
der  Gleichungen.   CreUe's  Jonm.  XXIII.   1842. 

—  Ueber  die  Anwendung  der  Stnrm'schen  Methode  auf  transcen- 
dente  Gleichungen.   Grelles  Jounu  XXXIII.   1846. 

KSnig,  DiscuBsion  der  Gleichung  vom  vierten  Grade  in  Bezug  auf 
den  Sturmsohen  Satz.  Königsberg  1841. 

Schulz  von  Strassnioky,  Neue  MetJiode  zur  Auffindung  der  reellen 
Wui-zeln  höherer  numerischer  Gleichungen.  Wien  1842. 

Watbieui,  Resoludon  de  todas  las  ecuaciones  smnericas.  ZaragoBa 
1842. 

Clausen,  Die  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung  in  einen  Ketten- 
bruch  zu  verwandeln.  Aetron.  Nachr.  Nr.  446.  Grün.  Arch.  IL  S.  446. 
1842;  XXXIX.  S.  235.  1862. 

Young,  the  general  theor;  and  Solution  of  equations  of  Üie  higher 
Orders.   London   1842. 

Tnlindberg,  Theoremata  deradirabue  aeqnationnm  Bumericarum  I. 
Helsingfors  1842. 

Kulik,  Lehrbuch  der  hohem  Arithmetik  nebst  den  wichtigsten 
Lehren  der  höheren  Analysis  nach  GrBffe,  Sudan,  Sturm,  Fourier,  Homer, 
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